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Fast-monotone Kettenbriiche 

V o n  F O L K E  R Y D E  

Wir betraehten einen (n + 1)-gliedrigen Kettenbruch der Form 

a l l  a2] a n - l ]  an l 

a~ + ~ + [ a 3  + ... + ] a ~ - + ~ n + l ,  

wo die Zahlen a l ,  a2, a3 . . . .  a~- l ,  an, an+l ganze, positive Zahlen sind, die 
folgende Bedingungen erffillen al > a2 > aa > "" >= an-1 >= an. Hinsichtlich der 
Zahl an+l kSnnen folgende F~lle unterschieden werden: 

1. a ~ + l :  1. Der Kettenbruch mag dann ein monotoner, nicht-wachsender 
Kettenbruch genannt werden. Ich habe diese Kettenbriiche in einigen 
Schriften 1 untersucht. 

2. 1 < a ,+l  < 2a~. 
3. 2 an < an+~. Der Kettenbruch mag dann ein ]ast-monotoner Kettenbruch 

genannt werden. 

Hinsichtlich des zweiten Falles gilt folgender Satz: 

A u s  der Kettenbruchentwicklun9 

al l  a2] an- l [  an [ 
a 1 + ~ + ~ 4 - . . .  + ~ n - + i a n + l ,  

wo a l ,  a2, as . . . .  a n - l ,  an, an+l solehe ganze, ~ositive Zahlen sind, dass d ie /o l -  
genden Bedingungen er]i~llt sind: a 1 > a 2 > as > "'" > an-1 > an und I < a~+l < 2 an, 
kann immer  dutch ]ortgesetzte Entwiekluno der Zahl an+l wenigstens eine mono- 
tone oder last-monotone Kettenbruehentwieklung erhalten werden. 

x Der  A l g o r i t h m u s  der  m o n o t o n e n ,  n i c h t - w a c h s e n d e n  Kef tenbr f iche .  Arkiv ]6r matematik, 
astronomi och ]ysik. B d 31 A. N:o 19 (1944). Diese Schrif t  wird  im  Fo lgenden  m i t  M. K.  I 
bezeichnet .  

l~ber die rekursor i sche  B e r e c h n u n g  der  m o n o t o n e n ,  n i c h t - w a c h s e n d e n  Ke t t enbr f i che ,  Arkiv 
]6r matematik, astronomi och ]ysik. B d 31 B. N:o 12 (1944). Diese Schrif t  wird  im  Folgen-  
den  m i t  M. K.  I I  bezeichnet .  

Tafe l  u n d  N o m o g r a m m  der  m o n o t o n e n ,  n i c h t - w a c h s e n d e n  Ke t t enbr f i che .  Arkiv ]6r mate- 
matik, astronomi och ]ysik. B d  34 A. N:o 11 (1947). Diese Schrif t  wird  im  Fo lgenden  m i t  
M . K .  I I I  bezeichnet .  

Eino P r o d u k t d a x s t e l l u n g  de r  m o n o t o n e n ,  n i c h t - w a c h s e n d e n  Ke t t enb r i i che .  Arkiv 16r mate- 
matik, astronomi och ]ysik. B d  34 A. N:o 16 (1947). Diese Schrif t  wird  im  Fo lgenden  m i t  
M. K.  IV  bezeichnet .  
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F. RYDE, Fast-monotone Kettenbriiche 

Denn, wenn an+l eine gerade Zahl bedeutet, fiihrt die Entwicklung 

an+l=-�89 + - - - -  
�89 an+i I 
I 1 

zu einer monotonen Entwicktung, da �89 --< an ist, und, wenn an+l eine un- 
gerade Zahl > 5 bedeutet, fiihrt die Entwicklung 

[�89 -4- 1[ + 
0~+i = []an+z] + 1 + l  1 

1 I 
l [�89 an+d 

zu einer /ast-monotonen Entwicklung, weil dann 

[�89 q- 1 = l a n + i - - � 8 9  + 1 =�89 -k �89 < an. 

Denn zufolge der Bedingung an+l <: 2a~ und weil a~+l eine ungerade Zahl be- 
deutet, ist an+l _--< 2 a n - - l ,  das heisst �89189 Weiterhin ist [�89 > 2, 
da a~+l > 5 ist. 

Es eriibrigt noch die F/ille a .+l  = 5 und 3 zu behandeln" Im ersten Fall 
3[ 11 II fiihrt die Entwicklung 5 : 3 + ~ § ~- + [~ zu einer monotonen Entwicklung, 

weil 5 < 2 a n -  1 ist, d . h .  3 < a~. Im zweiten Fall fiihrt die Entwicklung 
2J 11 3 = 2 + ~ + [1- zu einer monotonen Entwicklung, weil 3 _-< 2 an - -  1 ist, d. h. 

2=<a~. 
Da die im vorstehenden Satz erw/ihnten Kettenbruchentwicklungen immer 

auf die angegebene Weise zu monotonen, bzw. fast-monotonen Entwicklungen 
fortgesetzt werden kSnnen, k6nnen wir im Folgenden yon diesem Fall absehen. 
Dagegen sind die fast-monotonen Kettenbruchentwieklungen als Entw]cklungen 
neuer Art im Verh~ltnis zu den monotonen Entwicklungen anzusehen, was aus 
dem folgenden Satz ersichtlieh wird: 

Aus der /ast-monotonen Kettenbruchentwieklung 

all a2[ an-l[ an I 
al A-]a~2q-~a-k  "'" T [ ~ - n  + [an+-- 1 

kann nimmer dutch ]ortgesetzte Entwicklung der Zahl an+l weder eine neue last- 
monotone Entwicklung noch eine monotone Entwicklung erhalten werden. 

Denn es ist diesfalls nicht mSglich, die Zahl an+l folgendermassen zu ent- 
wickeln 

bl [ b2 [ bm-l [ bm I 
a n + l = b l  "+ ~ + ~ ~- "'" q- [ b i n  "~ ~m+l'  

wo bl, bz, b3 . . . .  bin-l, bm und bm+l ganze, positive Zahlen der Art sind, dass 
bl > b2 > b3 > "'" > bin-1 _>- bm und wo bl < an -ist. Denn unter den angegebenen 
Bedingungen ist 
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I bm I 
b2 + i b m +  " + [ b,~i + Ibm-+1 > 1 

und somit a ,~ l  = 2b 1, d. h. an+l _-< 2 a n ,  was im Widerspruch mit der Annahme 
steht, dass der gegebene Kettenbruch ein fast-monotoner ist. 

Im Folgenden beabsichtige ich die fast-monotonen Kettenbriiche der Haupt-  
sache nach in gleicher Weise zu untersuchen, wie ich in den obenerwiihnten 
Sehriften M.K.  I - - I V  die monotonen Kettenbriiche behandelt babe. 

I 

Die Auseinandersetzungen in M. K. I w167 1--6 b e h a l t e n - - m u t a t i s  m u t a n d i s  
- -  ihre Giiltigkeit auch riicksichttich der fast-monotonen Kettenbriiche. Folgende 
Umstiinde miissen dabei beachtet werden: 

1. Der Algorithnms fiihrt zum Gc!c~,knennerabbruch bei dem n-ten Gelenk 
nieht nut ffir rn < 1 sondern auch fiir r ,  : -  1, worn  der n-re Gelenknenner bedeutet. 

2. Der Algorithmus fiihrt zum Abschluss  bei dem n-ten Gelenk, wenn der 
n-te Gelenknenner eine ganze Zahl bedeutet, die grSsser als der doppelte Wert  
der n-ten Gelenkzahl ist, d. h. r,~ ganz und r,~ > 2 sn. 

3. Bei jedem Schritt des Algorithmus, wie er in M.K.  I w 5 formuliert wor- 
den ist, muss die M6glichkeit einer Gelenkzahl [ r n -  �89 + 1 beachtet werden: 
Wenn niimlich 1 < rn < [rn] + �89 und [rn] : (rn - -  [rn]) eine ganze Zahl bedeutet, 
liegt Abschluss bei dem (n + 1)-ten Gelenk vor fiir s ,+l  = [rn], d. h. Sn+l = 
= J r , -  }] + 1, falls dieser Wert nicht durch die Monotoniebedingung ausge- 
schlossen ist. Eine noch grSssere Gelenkzahl Sn+l ist wegen der Beziehung 
r ,  < [rn] 4-1 ausgescMossen. Wegen derselben Beziehung ist die MSglichkeit 
einer Gelenkzahl Sn+x > [rn --- }] im Fall rn > [rn] + �89 ausgeschlossen. Bei einer 
Gelenkzahl s,,+i < [r, - -  �89 ist Abschluss bei dem (n + 1)-ten Gelenk ausgeschlossen. 
Denn diesfalls wird der (n + 1)-re Gelenknenner _-< Sn+l, falls 1 < rn < [rn] + �89 
ist, woraus n/imlich folgt, dass [ r . - -  �89 < [r~] - -  I i s t ,  und somit Sn+l < [rn-- �89 < 
< [rn] - -  1 < r .  - -  1. Ebenso wird der (n + 1)-te Gelenknenner < 2s~+1, falls 

r .  > [r.] + �89 ist, da immerfort [r~] + 1 > rn i s t ,  woraus folgt, dass [r~--[]  = [r~] 
und somit sn+l < [rn - -  �89 = [rn] < r .  - -  �89 (Der (n + 1)-te Gelenknenner, rn+l,  
ist mit  dem n-ten Gelenknenner, r . ,  durch die Beziehung 

~n+l  

verkniipft.) Vgl. die ErSrterungen in M.K.  I w 2 und 3 oder den letzten Satz 
dieser Abteilung, woraus ebenso folgt, dass Abschluss  n u t  bei einer Gelenkzahl 
[ r n -  �89 + 1 au/t~eten kann.  

4. Wenn im Fall 1 < r ,  < [rn] + �89 ins besondere [r,] ---- 1, d. h. 1 < r ,  < 3/2 
ist, liegt Abschluss bei dem (n + D-ten Gelenk vor, wenn und nur wenn rn 
eine Zahl der Form 1 + 1 / m  mit m ganz und > 2 ist. Wenn dagegen [ r , ] =  2, 
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d. h. 2 < r~ < 5/2 ist, liegt Abschluss bei dem (n + 1)-ten Gelenk vor, wenn 
und nur wenn rn eine Zahl der Form 2 + 2/m mig m ganz und > 4  ist. Die 
genannten Zahlen gehSren zu denjenigen Intervallen, in denen sonst Gelenk- 
zahlenabbruch vorliegt. 

Eine erhebliche Umarbeitung ist nur bei M.K.  I w 8 erforderlich. Es gilt 
der Satz: Es gibt keine rationale Zahl zwischen 1 und 3, die sich au/ mehr als 
eine Weise in der Form eines ]ast-monotonen Kettenbruches entwickeln liisst. 
Hierbei kann die Zahl 3 dutch keine grSssere Zahl ersetzt werden. 

1 
Der letzte Tell des Satzes ist evident. Denn die Zahl 3 + - -  gestattet fiir 

2 m + l  
jedes m > 2 zwei fast-monotone Entwicklungen, n/imlich 

I d 2+21 11 
3+16 +3 " 

Z u d e m i s t  lim ( 3 + - - - -  1 ) 
�9 ~ 2 m  + 1 = 3. 

Der erste Teil des Satzes kann z. B. folgendermassen ermittelt werden: Wir 
zerspalten das Intervall  1 < r < 3 in folgende Teilintervalle (die Bezeichnung 
ist im Verh~tltnis zu M. K. I geandert) 

l < r  < 3/2 (A) 3 / 2 < r < 2  (B) 

�9 2 < r  < 5 / 2  (C) 5 / 2 < r  < 3 (D):  

Der Fall r = 1 ftihrt zu unmittelbarem Abbruch. Im A-Intervall  liegt im iibrigen 
Abbrtich bei dem zweiten Gelenk vor, wenn nicht der entsprechende Gelenknenner 

der Form 1 + 1 mit  n ganz und > 2 ist, in welehem Fall Abschluss bei dem 
n 

ersten Gelenk vorliegt. Der entsprechende Kettenbruch wird ( l l : n )  mit  n ganz 
und > 2 bezeichnet. Der Fall r = 2 fiihrt zum Abbruch bei dem ersten Gelenk. 
I m  tibrigen liegt Abbrueh bei dem zweiten Gelenk im C-Intervall vor, wenn nicht 

der entspreehende Gelenknenner der Form 2 + 2 mit  n ganz und > 4 ist, in 
n 

welchem Fall Abschluss bei dem ersten Gelenk vorliegt. Der entsprechende 
Kettenbruch wird (21:n) mit  n ganz und > 4 bezeichnet. 

Wenn r zum B-Interval1 gehSrt, kommt  der oben im Mom. 3 erw/ihnte Fall 
bei dem ersten Schritt nicht vor. - -  [ - - � 8 9  wird = 1 und [ r -  �89 = 1. Sl ist 
nach M . K .  I w 5 eindeutig best immt und gleich 1. Fiir rl ergibt sieh dann, 
da r = Sl + sl/rl ist, 1 < r l < 2. B-Intervall, bzw. A-Intervall mit  nachfolgendem 
Abbruch oder Absehluss liegt vor. In  der Fortsetzung kommen auch nur dieselben 
Intervalle vor. Die einzigen Zahlen im B-Intervall,  die sich in der Form eines 
fast-monotonen Kettenbruches entwiekeln lassen, sind die Zahlen ( lz:n)  mit  l 
ganz und > 1  und n ganz und > 2 .  

Wenn r zum D-Intervall  gehSrt, kommt  ebenso der oben im Morn. 3 er- 
wiihnte Fall bei dem ersten Sehritt nieht vor. - -  [ - - � 89  wird = 2 und 
[ r -  �89 = 2. Sl ist eindeutig bestimmt und gleieh 2. Fiir r 1 ergibt sich 
2 < r 1 < 4. C-Intervall, D-IntervaU, der Fall 3 < r l  < 7/2 oder der Fall 
7/2 < rl < 4 liegt vor. I m  Fall 3 < r l  < 7/2, der vorliegt, wenn 18/7 < r < 8 / 3 ,  
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liegt der in M.K.  I w 4 behandelte Fall mit  u = 1 vor. - -  [ - - �89  rl] wird -----2 
und [r 1 - -  �89 - -  (It] - -  u - -  1) ergibt sich gleich 2. Somit wird auch s, eindeutig 
best immt und gleich 2. Wegen der Monotoniebedingung ist hier der oben im 
Mom. 3 erwiihnte Fall ausgesehlossen. Fiir r ,  ergibt sieh 4/3  < r 2 < 2, d. h. 
entweder ein Teilintervall des A-Intervalls oder das B-Intervall. Doch gibt es 
im Teilintervall 4/3 < r _-< 3/2 des A-Intervalls keinen Abschluss-Fall. Die ent- 
sprechenden fast-monotonen Kettenbriiche sind der Form (221,:n) mit  l ganz 
und > 1  und n ganz und > 2 .  - -  I m  Fall 7 / 2 _ - < r 1 < 4 ,  der vorliegt, wenn 
5/2 < r  < 18/7, liegt der in M. K. I w 4 behandelte Fall mit  u = 0  vor. 
- -  [ - -  �89 wird -= 2 und [rx - -  �89 - -  ([r] - -  u - -  1) ergibt sich gleich 2. Somit wird 
auch s~ eindeutig bestimmt und gleich 2. Fiir r ,  ergibt sich 1 < rz < 4/3, 
d. h. ein Teilintervall des A-Intervalls. Die entsprechenden fast-monotonen Ket- 
tenbriiche sind der Form (2~.11:n) mit  n ganz und > 2. - -  Wenn rl zum C- 
lntervan gehSrt, sind die entspreehenden fast-monotonen Kettenbriiche der Form 
(22:n) mit  n ganz und > 4 . -  Wenn zuletzt r 1 zum D-Intervall  gehSrt, 
wiederholt sich der Vorgang. Die entsprechenden fast-monotonen Kettenbriiche 
sind entweder der Form (2 ,1 t :n)  m i t m  ganz und > 2 und l ganz und > 1 
und n ganz und > 2  oder der Form (2~:n)  mit  m ganz und > 2  u n d n g a n z  
und > 4. 

Wie wir gesehen haben, werden die brauchbaren Gelenkzahlen immer eindeutig 
bestimmt, wenn 1 < r < 3. Die entspreehenden fast-monotonen Kettenbriiche 
sind entweder der Form (1~: n) mit  I ganz und => 1 und n ganz und > 2 oder der 
Form (2m : n) m i t m  ganz und >_- 1 und n ganz und > 4 oder der Form (2~lt: n) 
mit m ganz und >_-2 und l ganz und =>1 und n ganz und > 2 .  

Es gilt folgender Satz: Die notwendige und hinreichende Bedinoung /fir einen 
]ast-monotonen Abschluss bei dem n-ten Gelenk 1 kann lolaenderweise mittelst des 
(n--1)- ten Gelenknenners ausgedriickt werden: Wenn der (n--1)- te  Gelenk- 

nenner als ein irreduzibler Bruch p- oeschrieben wird, muss ~ einen Faktor ent- 
q 

halten, der ~ 1 (mod q) ist, wahrend das Produkt der anderen Faktoren < �89 q ist. 

Sn 
Denn, wenn r n - 1 - - - - s n - + ~  ist, so liegt fast-monotoner Abschluss bei dem 

n-ten Gelenk vor, wenn N eine ganze," positive Zahl > 2 sn ist. Es ergibt sich 

dann r . - 1  - :  p - -  s~ ( N  + 1 ) .  ~o q ~ -  D a -  ein irreduzibler Bmeh ist, kann N : q t 
q 

geschrieben werden, wo t eine ganze, positive Zahl bedeutet. Es ergibt sich dann 
p = s , ( q t  + 1) 

Da q t + 1 ~ 0 (rood t) ist, muss s ,  ~ 0 (mod t) sein. Es ergibt 
q qt 

- -  ~ (q t + 1). p enth~lt somit einen Faktor,  niimlieh q t + 1, der -=- sich 1 

8~t 
(rood q) ist, wiihrend das Produkt  der anderen Faktoren, d. h. ~ kleiner als 

�89 ist, denn N = q t i s t  > 2 s , .  

1 Die Erfii l lung der  Monotoniebedingung wird vorausgesetzt .  
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Wenn anderseits r,,-1-~- p WO p und q teilerfremd sind, wo p einen Faktor ,  
q 

1Ol, enthglt,  der ~ 1 (rood q) ist, w~ihrend das Produkt  der anderen Faktoren,  
P2, kleiner als -.~ q ist, so ergibt sich 

PlP2 (qt  q- 1)]0 2 (ql + 1)P2t  P2t 
rn-1 ~ ~ . . . . . . . . . . . . . . .  ~ P2 t -k - - ,  

q q q t  q t  

wo die ganze, positive Zahl q t folgende Bedingung erfiillt q t > 2 p2 t, da q > 2 P2 

ist. Dann  liegt fas t -monotoner  Abschluss bei dem Gelenk P2 t + --ff2t! vor. 
| 

Die Gelenkzahlen 1 und 2 als letzte Gelenkzahlen nehmen hierbei keine Son- 
derstellung ein. 

I I  

Es  gilt folgender Satz, der das Analogon des Satzes in M. K. IV, Abschn. I I  
ist und der sich in gleicher Weise beweisen liisst: 

Eine  notwendige und hinreichende Bedingung /iir die Darstellbarkeit der ratio- 
nalen Zahl r dutch einen (n + 1)-gliedrigen, ]ast-monotonen Kettenbruch ist, class 
r in  /olgender Weise in  Faktoren zer!cqt werden kann 

r - - : n o  1 + - -  1 - - - -  - -  , 
nn ] 

wo no, n l ,  n2, h a , . . ,  nn rationale Zahlen sind, die ]olgende Bedingungen er- 
[iillen : 

n 2 - -  n 1 --- 1 ( n i . t  --- ui + ( - -  1) i) (hi - -  n i - 1  + ( - -  1) i - 1 )  
1. nO, n l ,  und . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  tier :q + 1 ni (x4 q- ( - -  1~ . i- l)  

i : 2, 3 . . . .  n - -  1 sollen ganze, positive Zahlen sein. 

2. Folqende Ungleichungen sollen er]iillt sein : 

n i <= n o 

n2 ~ n l  (gl  -~ 1) "~- n 1 q- 1 

n3 < n,. (n2 - -  1) + n g .  - -  1 
nl -~- 1 

und allgemein /iir i ~ 3, 4 , . . .  n -  2 

nl (hi q- ( - -  1) i-1) 
;giq-1 --~< hi--1 (hi--1 + ( - -  1) i-2) (hi-1 - - ni--~ + ( - -  1) ~-2) + ~ + ( - -  1) i-1 

und schliesslich /iir n > 3 

n,  > 2.  ~ - 1  ( n n - 1  -4- ( - -  l )  n - 2 )  
an-2 (u , -2  + ( - -  1)~-3) " ( ~ - 2  - -  n , -3  + ( - -  lY ' - a )  + nn-1 + ( - -  1) "-2. 
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Fi~r n - - 1 ,  2, und 3 soll die letzte Ungleichung dutch bzw. 

~1 ~ 2~r 

ze > 2 zl (~fl -~" l )  -~ g!  + 1 
und 

us>2u2(~2--1)+z2--1 
X l +  1 

ersetzt werden. 

Fiir n - - 1  wiederfinden wir den letzten Satz in I. 

I I I  

Hinsichtlich der in M. K. I I  hergeleiteten Rekursionsformeln, womit die An- 
zahl der monotonen, nicht-wachsenden Kettenbriiche berechnet werden kann, 
sei Folgendes angefiihrt: Die Anzahl der fast-monotonen Kettenbruchentwick- 

lungen der rationalen Zahl r -  q k - i - I - - q  wir bezeichnen sie N m '  ( r ) - -  
q 

kann mit Hilfe folgender Reh~rsionsformeln berechnet werden: 

Es gilt 

und /i~r k ganz und > 2 

N m '  (k - -  1) : 

N m '  (1) --  0 (A1) 

s = k - 2  

(A2) 

Es gilt weiterhin 

s = k - - 2  

sq  __sq)+{_}~_1_:} (A,) 

, = _  [_  ~ k §  1" 
L 2q J 

untex /olgenden Bedingungen 

1. q - ~  einer ganzen Zahl > 3, 

2. k ~--- einer ganzen Zahl > 2, 

3. 1 ~ einer ganzen, positiven Zahl, 

4. l und q sind teiler]remde Zahlen, 

1 
5. -<�89 q 
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6. ,~/!-1 );>: [ - -  ] 1, wenn k - -  l --O (mod l), wobei der Weft l =  l nicht a ~ t s g e -  
i v ) .  

schlosseu ist, u nd 

q 
[ i ~ : ~ = 0 ,  w e n n  k--l~O(modl). 

Fiir k = 2 und 3 ]dllt die Summe au/ der rechten Seite in Formel (A3) ]ort. 

Dagegen gilt 
s=~--I 

[ qk+Z-ql 
= - t - ~ l  

unter /olgenden Bedingungen : 

1. ~ : einer ganzen Zahl > 2, 
2. k = einer ganzen Zahl > 2, 
3. l-= eider ganzen, positiven Zahl, 

4. k - - 1  < l l" 
k q 

sq ) (B) 
+ 1 - - q  - - s q  

Es gilt weiterhin 
s = k - - 2  

N m ' ( q k + l - - q )  

~=_ [_  r 1 
L 2q J 

( sq ) 
Nm' qk  + l - - q - - s q  

+ 

t=k-I 

2 ( ) + Nm' i k _ l ) q _ t  ~ (C) 

unter /olgenden Bedingungen 

1. q =einer  ganzen Zahl >-_ 2, 
2. k = einer ganzen Zahl >= 3, 
3. 1 = einer ganzen, positiven Zahl, 

4. �89 l < k - - 1  
q k 

Fiir k = 3 ]dlh die erste Summe au] der rechten Seite in Formel (C) ]ort. 

Hinsichtlich des Falles l : -  0, d. h. q k + 1 - -  q _ k - -  l,  sei zuerst bemerkt,  
q 

dass Nm' (k - -  1) fiir k = 2 gleich 0 sein muss, denn eine fast-monotone Ket ten-  
bruchentwicklung kann  nicht  den Schlussnenner 1 haben, was bei den mono- 
tonen Ket tenbruchentwicklungen der Fall  ist. Daher  ergibt sich Nm" ( 1 ) =  0, 
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w~hrend Nm ( 1 )~ -1  ist. - -  Fiir k > 2 gilt die Formel (A2). Denn laut dessen, 
was in M. K. I w 2 angefiihrt worden ist, kSnnen dann nur die folgenden Zahlen 
als erste Gelenkzahlen auftreten 

l - -  - -  ' - -  2 + 1 ,  . . -  - -  [ - -  ( k - - 1 ) ]  - -  l ,  

k - - 1  k + l  
d .h .  fiir k ~ l  (rood2) und k > 3  die Zahlen 2 ' 2 , . . . k - - 2  und fiir 

k = = 0 ( m o d 2 )  und k > 4 die Zahlen k k + 2  k - - 9  Wenn die erste Ge- = . . . .  

lenkzahl gleich k - - ~  gesetzt wird, so ergibt sich 

k - - 1 - - - - k - - ~ +  - - ,  
rl  

k - - n  k - - ~  
. . . .  Fiir ~ > 2 ist mithin rl < k - - ~  und jede wo r I - - =  k - -  1 - -  (k - -  z) x - -  1 

fast-monotone Entwicklung der Zahl rl  kann ohne Monotonieabbruch verwertet 
werden, denn die erste Gelenkzahl jeder solcher Entwicklung ist dann gewiss 
< k - - u .  Die in I Morn. 3 besprochene MSglichkeit einer Gelenkzahl It--�89 + 1 im 
Zusammenhang mit  fast-monotonem Abschluss ist hier ausgeschlossen. 

Hinsichtfich des Falles l > 0 sei zuerst bemerkt,  dass es keine EinschrKnkung 
der Gemeingiiltigkeit bedeutet, wenn wit voraussetzen, dass 1 kleiner als q ist, 
und dass 1 und q teilerfremde Zahlen sind. Laut  dessen, was in M. K. I w 2 
angefiihrt worden ist, kSnnen dabei nut  die folgenden Zahlen als erste Gelenk- 
zahlen auf~reten, ngmlich 

__[ qk2~--q ] _ [  qk+ l--q] ... , 2 q  + 1 ,  k - - l ,  

denn - - [  qk+l--q]--lq wird diesfalls gleich k - - 1 .  Der erste Gelenk- 

nenner r 1 wird durch folgende Gleichung best immt 

qk + l--q k__x +----k-- x 
q rl 

wo die untere Grenze der ganzen Zahl ~ gleieh 1 ist. Es ergibt sieh 

( k - -  ~)q ( k - -  x) q 
rl--qk+l--q--(k--~)q q(~t--1)+l 

Fiir ~ > 2 ergibt sich hieraus rl < k - -  ~; jede fast-monotone Entwicklung der 
Zahl rl kann wie oben ohne Monotonieabbrueh verwertet werden u n d  fast- 
monotoner Abschluss ,bei dem ersten Gelenk ist ausgeschlossen. Nur im Fall 

( k -  1)q ist eine besondere Untersuchung nStig. ~ 1 ,  d . h .  r 1 -  l 
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l 
Wenn dann - - <  �89 ist, so ergibt sich r 1 > 2 ( k - - I ) .  Wenn rl ganz ist, liegt 

q 
dann fast-monotoner Abschluss vor. Sonst folgt Monotonieabbruch. Denn 
die erste Gelenkzahl bei jeder fast-monotonen Entwicklung einer Zahl r 1 muss 

(k - -  1) q ist aber grSsser als k -  1 sein, wenn r I grSsser als 2 ( k -  l) ist. ~ '1 -  1 

ganz, wenn und nur wenu k --  1 ~ 0 (rood l) ist, da l u n d  q teilerfremde Zahlen 

sind. Das oben Angefiihrte erkl/irt das Auftreten des Gliedes [ = ~ - - j - i n  der 

Formel (Aa). - -  Zu demselben Ergebnis fiihrt auch eine Auseinandersetzung, 
die den letzten Satz in I zum Ausgangspunkt hat. - -  Die Formel (Aa) beh/ilt 
ihre Giiltigkeit auch in den Fallen k----2 und 3. Doch f/~llt jetzt die Summe 
auf der rechten Seite fort. 

Wenn dagegen k__--  1 =< / <  1 und k => 2 angenommen wird, so ergibt sich 
k q 

(k - -  1) q < k; jede fast-monotone Entwicklung der Zahl rl kann jetzt ohne 
9"1--  1 

Monotonieabbruch verwertet werden, d e n n  die erste Gelenkzahl jeder solcher 
Entwicklung muss kleiner als k sein. Fast-monotoner Abschluss ist ausgeschlos- 
sen, denn r 1 wird nicht grSsser als 2 ( k -  1). Daher gilt jetzt  die Formel (B). 

1 k - - 1  
Wenn schliesslich �89 < - < und daher k > 3 angenommen wird, so er- q - - ~ -  = 

gibt sich k <  ( k - - 1 )  q < 2 ( k - - 1 ) .  Laut  dessen, was in M.K .  I w 2 ange- 
l = 

fiihrt worden ist, kSnnen dabei nut  die folgenden Zahlen als zweite Gelenk- 
zahlen auftreten, n~mlich 

I -[ . . .  [ 
21 ' 21 l " 

Die letzte Zahl ist gewiss > k, denn aus k < (k - -  1) q folgt (k - -  1) q < _ k 
= 1 l 

und daher [ ( k / 1 )  q] < - - k - - 1  nnd mithin - - [  ( k - ~ l )  q] > k + l .  

Diese letzte Zahl ist mithin ausgeschlossen, den~ die zweite Oelenkzahl daft 
nicht grSsser als k -  1 sein. Da die letzte Zahl in vorstehender Reihe die ein- 
zige ist, die zu fast-monotonem Abschluss fii;~en kann (vgl. die Auseinander- 
setzung bei der ersten Gelenkzahl, die geme!ngiiltig ist), und da Monotonie- 
abbruch bei dem zweiten Gelenk fiir rx ebenso nur bei dieser letzten Zahl vor- 
kommen kann, so ergibt sich, da weiterhin 

ist, die Formel (C). 

t ( k - -  1) q _ t  + 
l t / ,  

( k - - 1 ) q - - t l  
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IV 

Tafel der fast-monotonen Kettenbrtiehe. 

Die nachstehende Tafel der fast-monotonen Kettenbriiche ist mit Hilfe der 

Rekursionsformeln in I I I  berechnet worden. Sie gibt die Anzahl Nm'(P~s~ --~q) 

der Entwicklungen der rationalen Zahl p -- q- in der Form fast-monotoner Ket- 
q 

t e n b r i i c h e  f i i r  p o s i t i v e ,  g a n z w e r t i g e  p < 50 u n d  p o s i t i v e ,  g a n z w e r t i g e  q < p -  1. 
] \ 

angegeben ist, bedeutet dies, dass Nm'{P~ -~) Wo kein Weft hier gleich Null 
~ 3t / 

ist. Die Tafel enth~ilt auch die beziiglichen Entwicklungen selbst fiir jede 

Bruchzahl p --  q, wo p und q wie oben eingeschr~tnkt sind. 1 Wenn P ~ q  eine 
q q 

ganze Zahl, n, bedeutet, w/ichst Nm" (n) rasch mit n. Daher sind die Entwick- 
lungen diesfalls nur f i i r n  < 20 angegeben. Wo keine Entwicklung angegeben 

1 \ 

ist, obgleich Nm'(~oq ) nicht gleich Null ist, bedeutet dies, dass der Bruch 

P - - q  abgekiirzt werden kann. Die beziiglichen Entwicklungeu kSnnen bei dem 
q 

abgekiirzten Bruch nachgeschlagen werden. 
Die Tafel ist hinsichtlich der Anzahl der Entwicklungen mit Hilfe einer geo- 

metrisehen Darstellung des beziiglichen Algorithmus gepriift worden. Diese Dar- 
stellung hat die Form eines Nomogramms, der grosse Ahnlichkeit mit dem ent- 
sprechenden Nomogramm in M. K. I I I  zeigt. 

0 1 

0 4 

0 

0 1 
0 2 

Nm" 4 

0 
0 
0 

2 
0 3 0 
0 4 1 
0 5 0 

(3xl s : 4) bodeute t  hierbei  3 -k 3 [ ~. 1 [ 1 [ 
m 

I-i ' I--i + Vi u ~ .  

0 
0 
1 (11:3)  
0 

1 (4111:3) 
0 
0 
0 

1 (714111:3) 
1 (2111:3)  

(11 : 4) 
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2 0 
3 1 
4 0 
5 0 

N �9 1 1 o  - q \  

3 (817:4111:3) 
(712111 : 3) 
(5111 : 4) 

(21 : 6) 

4 (9181714111:3) 
(9171211 : : 3) 
(915111 : 4) 
(7121 : 6) 

2 0 
3 0 
4 1 (1~ : 3) 
5 1 (11:5) 

1 6 (101918:714111:3) 
(10191712111 : 3) 
(101915111 : 4) 
(1017121 : 6) 
(7112: 3) (6111 : 5) 

2-6  0 

1 6 (11110:%81714111:3) 
(11110191712111 :.3) 
(111101915111 : 4) 
(111101712: : 6) (1117112 : 3) 
(1116111 : 5) 

2 1 (3111:5) 
3 1 (31: 9) 
4 1 (21: 8) 
5 0 
6 1 (11:6) 

1 10 (12111110a918a714111:3) 
(12111110:91712111 : 3) 
(12111110191511 : : 4) 
(1211111017121 : 6) 
(1211117112:3) (1211116111:5 i 
(1113111:5) (10131:9) 
(9121:8) (7111:6) 

2 0 
3 1 
4 0 
5 1 
6 1 
7 0 

(211115) 

(1~ : 4) 

3 8  

2 
3-6  
7 

2 
3 
4 
5 
6-S 

13 (1311211111019181714111 : 3) 
(13112111110191712111 : 3) 
(131121111101915111 : 4) 
(1311211111017121 : 6) 
(1311211117112 : 3) 
(1311211116111 : 5) (13jl113111 : 5) 
(13110131 : 9) (1319121 : 8) 
(1317111:6) (1112111:5) 
(9112:4) (8111:3) 

1 (5131 : 9) 
0 
1 ( I1 :7 )  

, 1 1 6  - q \  

15 (1411311211111019181714111: 3) 
(14113112111110191712111 : 3) 
(141131121111101915111 : 4) 
1411311211111017121 : 6) 
141131121111711~ : 3) 
14113112:1116111 : 5) 
1411311113111 : 5) 
14113110131 : 9) 
1411319121 : 8) 
1411317111 : 6) 
1411112111 : 5) 

1419112:4) (1418111:3) 
1315131:9) (8111:7) 

(41:12) (3121:8) 

(21 : 10) 

19 1511411311211111019181714111 : 3) 
15114113112111110191712111 : 3) 
151141131121111101915111 : 4) 
1511411311211111017121 : 6) 
151141131121111711s : 3) 
1511411311211116111 : 5) 
1511411311113111 : 5) 
15114113110131 : 9) 
1511411319121 : 8) 
1511411317111 : 6) 
1511411112111 : 5) 
151141911 z : 4) (1511418111 : 3) 
1511315131:9) (1518111:7) 

(1414111:3) (13141:12) 
(1313121:8) (11121110) 

1 (411 I:  7) 
I (311s :4) 
1 (31: 12) 
1 (21:5) 
1 (12:5) 
0 
1 ( l l :  8) 
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25 (1611511411311211111019181714111: 3) 
(16115114113112111110191712111 : 3) 
(16115~141131121111101915111 : 4) 
(1611511411311211111017121 : 6) 
(16115114~131121111711z : 3) 
(16115114~13112~1116111 : 5) 
(1611511411311113111 : 5) 
(16115114113~10~31 : 9) 
(1611511411319121 : 8) 
(16115~1411317111 : 6) 
(1611511411112111 : 5) 
(16115~141911~ : 4) 
(1611511418111 : 3) 
(1611511315~31:9) (1611518111: 7) 
(1611414111:3) (16113141:12) 
(1611313121: 8) (16111121:10) 
(15~4~11:7) (14j3112:4) 
(13131:12) (12121:5) 
(11112:5) (9111 : 8) 

(13: 3) 

29 (1711611511411311211111019181714111: 3) 
(17116115114113112111110191712111 : 3) 
(171161151141131121111101915111 : 4) 
(1711611511411311211111017121 : 6) 
(1711611511411311211117112 : 3) 
(1711611511411311211116111 : 5) 
(1711611511411311113111 : 5) 
(17116115j.14113110131 : 9) 
(1711611511411319121 : 8) 
(17116l I511411317ill : 6) 
(1711611511411112111 : 5) 
(17116115114191L, : 4) 
(1711611511418111 : 3) 
(1711611511315131 : 9) 
(17116t1518111 : 7) (1711611414111 : 3) 
(17116113141 : 12) (1711611313121 : 8) 
(17116111121:10) (1711514111:7) 
(171141311~ : 4) (17113131 : 12) 
(17~12121:5) (17~11~1~:5) 
(1719111:8) (1617~41]1:3) 
(1412111:3) (11111:3) (10~1i:4) 
(713~1,~ : 4) (6121 : 5) 
(51 : 15) 
(2111:7) 

(21:12) 

(11: 9) 

35 (1811711611511411311211111019181714111: 3) 
(18117116115114113112111110191712111: 3) 
(181171161151141131121111101915111: 4) 
(1811711611511411311211111017121:6) 
(181171161151141131121111711~:3) 
(1811711611511411311211116111:5) 
(1811711611511411311113111:5) 
(18117116115114113110131:9) 
(1811711611511411319121:8) 
(1811711611511411317111:6) 
(1811711611511411112111:5) 
(1811711611511419112:4) 
(1811711611511418111:3) 
(1811711611511315131:9) 
(1811711611518111:7) 
(1811711611414111:3) 
(18117116113141:12) 
(1811711611313121:8) 
(18117116111121:10) 
(1811711514111:7) 
(181171141311~:4) 
(18117113131: 12) 
(18117112121:5) (18117111112:5) 
(1811719111:8) (181161714111:3) 
(1811412111:3) (18111111:3) 
(18110111:4) (171713112:4) 
(1716121: 5) (16151: 15) 
(1512111:7) (13121:12) 
(10111:9) 

2 3 
3 3 
4 0 
5 0 
6 1 
7 1 
8-10 0 

N m '  

1 43 
2 2 
3 0 
4 2 
5 1 
6-8 0 
9 1 

10 1 

~Vm ~ 

1 50 
2 4 
3 2 
4-6 0 
7 1 
8 1 
9 0 

10 1 
11 0 

(514111:7) (4121:5) (3111:8) 

(1s : 6) 

(8151: 15) (5111:9) 

(41 : 16) (312, : 5) 
(31 : 15) 

(11 : 10) 

(61:18) (512111:7) 

(21: 14) 
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N ' [23 --  q'~ 

1 59 
2 2 (8131 : 15) (6111: 3) 
3 1 (615111:4) 
4 0 
5 1 (2111 : 4) 
6 1 (23:5) 
7 1 (21: 7) 
8 1 (I3:  7) 
9 1 ( l s : 4 )  

10 O 
11 1 {11:11 ) 

24 - -  q l  
Nm" \ ~ - /  

1 68 
2 6 
3 1 
4 0 
5 2 
6-12 0 

(312111:7) (2111:9) 

1 77 
2 5 (101615111:4) (912111:4) 

(8121: 7) (7113:4) (6111 : 11) 
3 3 (71:21) (5121:14) (411t:5)  
4 3 (51:20) (4t31:15)  (3111:3) 
5 0 
6 1 (31 : 18) 
7 1 (2zl i  : 3) 
8 1 (21 : 16) 
9-11 0 

12 1 (11 : 12) 

1 92 
2 6 
3 4 (716111:3) (612111:4) (5113:7) 

(4111: 11) 
4 1 
5 1 (41:20) ~ 
6 1 
7 0 
8 1 
9 1 (13 : 8) 

10 0 
11 0 
12 1 
13 0 

I 108 
2 4 (11171:21) (1115121:14) (1114111:5) 

(912311 : 3) 

3 1 
4 2 (4121:7) (3111: 11) 
5 2 (41:10) (3121:14) 
6 1 
7 1 (23 : 6) 
8-11 0 

12 1 
13 1 (11: 13) 

(28  --  q) 
N m '  i - - - ~ ' - !  

1 121 
2 I0  
3 5 

4 0 
5 1 (3113 : 7) 
6 1 
7 0 
8 0 
9 1 (21: 18) 

10 1 
11 1 (13 : 5) 
12 1 
13 0 
14 0 

1 142 
2 5 

3 2 
4 1 
5 0 
6 2 
7 2 
8 0 
9 . 1  

10 1 
11 1 
12 0 
13 0 
14 1 

(81 : 24) (7151 : 20) (714131 : 15) 
(713111:3) (612311:3) 

(121714111:3) (11141:10) 
(1113121 : 14) (10123 : 6) (7111 : 13) 
(7141 : 20) (6121 : 8) 
(61 : 24) 

(31211l:4) (2111:11) 
(31:21) (2113:3) 

(21 : 9) 
(13 : 9) 
(14:3) 

(11 : 14) 

1 158 
2 13 
3 3 
4 1 
5 o 
6 o 
7 1 (211s: 4) 
8 o 
9 1 

lO-13 o 
14 1 
15 o 
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Nm' 

1 178 
2 6 

3 2 
4 1 
5 2 
6 2 
7 1 
8 1 
9 0 

10 1 
11-14 0 
15 1 

1 
2 
3 
4 
5 
6 2 
7 1 
8 0 
9 1 

10 1 
11 1 
12-16 0 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9-11 

12 
13 
14 
15 
16 

(]317141: 20) (1316121: 8) (11131: 21) 
(1112112:3) (10121:9) (9114:3)  
(91:27) (6112: 4) 
(5122 : 6) 
(51 : 25) (4131 : 9) 
(41:24) (312211:3) 
(31:7) 
(22 : 7) 

(21 : 20) 

(11:15) 

195 
15 

3 (917111:13) (6114:3) (5111:14) 
1 
2 (4122 : 6) (3111 : 4) 

(3211 : 3) 

(2211 : 4) 

(12: 10) 

222 
6 (14191: 27) 

(1416112:4) (13151:25) 
(1314131: 9) (12131: 7) 
(8111:15) 

(71 : 28) (5121 : 9) 

(2111: 6) 
(31 : 24) 

( la : 6) 

(11:16) 

~ m  p 

1 240 
2 19 
3 4 

4 1 
5 2 

(101 : 30) (915122 : 6) 
(8131 : 7) (7121 : 20)  

(4121 : 9) (3111 : 14) 

6 1 
7 2 (312111:3) (2111 : 13) 
8 1 
9 1 (2sl 1:3)  

10 1 
11 1 (21: 22) 
12 1 
13-15 0 
16 1 
17 0 

1 275 
2 7 (1519181714111 : 3) (15191712111: 3) 

(151915111 : 4) (1517121 ~ 6) 
(1312111:6) (1011a:6) (9111:5) 

3 4 (1018111: 7) (914122:6) 
(913111 : 4) (7112 : 10) 

4 3 (716112:4) (6131: 7) (4111: 15) 
5 0 
6 1 (3114 : 3) 
7 0 
8 1 (31 : 8) 
9 1 (22 : 8) 

10 0 
11 1 (21: 11) 
12 1 (12: 11) 
13 0 
14 0 
15 1 
16 0 
17 1 (11: 17) 

1 296 
2 25 
3 6 
4 1 
5 3 (61:30) (5141: 24) (51312211:3) 
6 0 
7 1 (41:28) 
8 i 
9 -13  0 

14 1 
15 0 
16 . 1 
17 0 

1 335 
2 8 (1611018111 : 7) (161914122 : 6) 

(161913111 : 4) (1617112 : 10) 
(13122: 8) (1212t : 11) (10111:3) 
(9111 : 17) 

3 6 (111:33) (1014111:7) (91312111:3) 
(912111 : 13) (8121 : 5) (6111 : 8) 

4 2 (81:32) (5113:6) 
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5 2 (61: 15) (513311:3) 
6 2 (51:30) (4131:7) 
7 2 (41: 14) (3121:6) 
8 0 
9 2 (31:27) (2112:4) 

10 1 (23:6) 
11 0 
12 I (21:24:) 
13 0 
14 1 (14 : 4:) 
15-17 0 
18 1 (11 : 18) 

1 363 
2 29 
3 5 

4 2 
5 2 
6 1 
7 1 
8 1 
9 1 

lO 0 
11 0 
12 1 
13 1 (13: 12) 
14 0 
15 1 (13 : 7) 
16 0 
17 0 
18 1 
19 0 

1 4:09 
2 12 

3 6 
4 3 
5 2 
6 1 
7 2 
8 2 
9 1 

]0 1 
l l  1 
12 1 
13-17 0 
18 1 
19 1 

(11110113:6) (1119111:5) 
(9131 : 8) (8121 : 11) 
(6111 : 17) 

(5131:24) (4113:6) 

(3121 : 20) 

(2114 : 3) 

(171111 : 33) (1711014111 : 7 
(17191312111 : 3) (171912111 
(1718121 : 5) (1716111 : 8) 
(16161:15) (161513211:3) 
(15141 : 14:) (1513121 : 6) 
(14:131 : 27) (14:12112 : 4) 

13) 

(817113:10) (6121:11) (5111:3) 
(614111: 7) (512211: 3) 

(4211:3) (3j13:10) 
(32 : 7) (2111 : 15) 

(23 : 9) 
(2211 : 5) 

(11 : 19) 

~2 

1 443 
2 35 
3 6 

4 3 
5 1 
6 3 
7 1 (3113: 3) 
8-10 0 

11 1 (2213: 3) 
12 1 
13 1 (21 : 26) 
14 1 
15-20 0 

(121:36) (11181:32) (1115113:6) 
(10141:14) (1013121:6) (9123:6) 

5 2 
6 2 
7 1 
8 1 
9 1 

lO 1 
11 0 
12 0 
13 1 
14 1 
15-19 0 
20 1 

496 
13 (1811111019181714111 : 3) 

(18111110191712111 : 3) 
(181111101915111 : 4) 
(1811111017121 : 6) (1811"117113 : 3) 
(1811116111 : 5) (171614111 : 7) 
(171512311 : 3) (1614311 : 3) 
(1613112: 10) (15131:9) 
(1412211: 5) (10111: 19) 

3 5 (12111113:3) (12110111:4) 
(1115131:24) (111411a:6) 
1012111 : 7) 

4 5 91 : 36) (8161 : 15) (81513211 : 3) 
7131: 27) (712113: 4) 
71: 35) (4111 : 4) �9 
4121:11) (3111: 17) 
413113 : 4) 
41 : 32) 
3211 : 4) 

(31 : 30) 

(21 : 13) 
(12 : 13) 

(11 : 20) 

1 530 
2 43 
3 10 
4 2 
5 3 (6141: 14) (613121:6) 

(5121 : 24) 
6 0 
7 0 
8 2 
9 1 



10 ] 
11-14 0 
15 1 
16 0 
17 0 
18 1 
19 
20 
21 

6 3 
7 2 
8 1 
9 3 

10 2 
11 1 
12 0 
13 0 
14 1 
15 0 
16 0 
17 1 
18-20 0 
21 1 

0 
1 
0 

595 
10 (191121111la:3) (19112110111: 4) 

(1911115131 : 24) (1911114113 �9 6) 
(1911012111 : 7) (18171 : 35) 
(1814111 : 4) (171413113 : 4) 
(1613311:4) (14121: 13) 

3 6 (131: 39) (12181714111: 3) 
(121712111 : 3) (1215111 : 4) 
(1113113 : 3) (9121 : 26) 

4 4 (814,~11 : 3) (813112 : 10) 
(712311 : 5) (5111 : 19) 

5 4 (716111: 17) (612111:7) 
(5113 : 12) (4111 : 9) 
(61 : 36) (5141 : 14) (513121 : 6) 
(51 : 35) (412111 : 3) 
(3121 : 11) 
(332111 : 3) (312111 : 13) (2111 : 8) 
(31 : 10) (2113 : 6) 
(23 : 10) 

(21 : 28) 

(13: 8) 

(11: 21) 

1 634 
2 50 
3 6 

4 4 
5 4 

6 2 
7 2 
8 0 
9 2 

10-13 0 
14 1 
15 1 
16 1 
17-19 0 

(13110111 : 19) (12171 : 35) 
(1214111 : 4) (11141 : 32) 
(9113 : 13) (7111 : 20) 

(716121 : 11) (715111 : 3) 
(6131 : 9) (4111 : 19) 

(4131 : 27) (412113 : 4) 

(33 : 8) (2111 : 17) 

(13 : 14) 

ARKIV F6R MATEMATIK. B d  1 rrr 4 

20 1 
21 0 
22 0 

1 708 
2 18 (201131 : 39) (20112181714111: 3) 

(201121712111 : 3) (2011215111 : 4) 
(2011113113 : 3) (2019121 : 26) 
(191716111 : 17) (191612111 : 7) 
(1915113 : 12) (1914111 : 9) 
(18151 : 35) (181412111 : 3) 
(171332111 : 3) (171312111 : 13) 
(1712111 : 8) 
(16122 : 10) (13113 : 8) (11111 : 21) 

3 13 
4 5 (101:40) (9171:35) (914111: 4) 

(813311 : 4) (7121 : 13) 
5 1 
6 1 
7-9 0 

10 i 
11 2 (31:33) (2112:5) 
12-16 0 
17 1 (14:5) 
18 0 
19 0 
20 1 
21 1 
22 1 (11: 22) 

1 753 
2 59 
3 9 

6 1 
7 3 
8 0 
9 2 

10 1 
11 0 
12 1 
13 1 
14 1 
15 1 
16 1 
17 0 
18 I 
19-2I  0 
22 1 

(141: 42) (131814311: 3) 
(131813112:10) (131712211:5) 
(1315111:19) (12151:35) 
(121412111: 3) (11131: 10) 
(1112113:6) 

(81 : 40) (714121 : 11) 
(713111 : 17) 

(5311 : 3) (412311 : 5) (3111 : 6) 

(41:36) (3123:6) 

(2311 : 6) 

(21 : 30) 

5 43 



F. IRYDE, F a s t - m o n o t o n e  Ke t t enbr i i che  

840 
18 (2111311211111019181714111:3) 

(21113112111110191712111 : 3) 
(211131121111101915111 : 4) 
(2111311211111017121 : 6) 
(2111311211117112 : 3) 
(2111311211116111 : 5) 
(2111311113111 : 5) (2111311013z : 9) 
(21113j9121:8) (2111317111:6) 
(2111112111: 5) (2119112:4) 
(2118111:3) (201714111: 3) 
(17131:33) (1712112:5) 
(14il  4 : 5) (12111 : 7) 

3 8 (14112111:3) (14111111:10) 
(131716121 : 11) (131715111 : 3) 
(1316131 : 9) (1314111 : 19) 
(10121 : 14) (8111 : 5) 

4 4 (1019121: 26) (9151:35) 
(91412111: 3) (8122: 10) 

5 1 (81:20) 
6 1 (614111:4) 
7 2 (514111:3) (4121:6) 
8 2 (4s11:3) (413112:10) 
9 1 (41: 18) 

10 1 (3u21:6) 
l l  2 (31:11) (211a:3) 
12 1 (23: 11) 
13 0 
14 0 
15 1 
16 1 
17 0 
18 1 
19-22 0 
23 1 

(21 : 15) 
( lz :  15) 

(15:3) 

(11 : 23) 

8 
9 

10 
11- 
12 
13 
14 
15 
16-18 
19 
20-24 

N m  I 

885 
68 
15 

6 
1 
1 
4 

0 
2 
2 
0 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 

(713121 : 11) 

(514121 : 11) (513111 : 17) 
(4121:13) (3111:20) 

(2s : 8) 

(13  : 9) 

5 4 

6 3 
7 0 
8 2 
9 2 

I0 2 
11 0 
12 1 
13-15 0 
16 1 
17-20 0 
21 I 
22 0 
23 
24 

987 
16 (22114112111:3) (22114111111:10) 

(221131716121 : 11) 
(221131715111 : 3) (2211316131 : 9) 
(2211314111 : 19) (22110121 : 14) 
(2218111 : 5) (21181 : 20) 
(201514111 : 3) (2014121 : 6) 
(19141: 18) (18131: 11) (1812113: 3) 
(16121:15) (12111:23) 

10 151 : 45) (1418131 : 15) 
1416111: 3) (1315211: 3) 
13t41221] : 5) (1313111 : 6) 
1212111 : 4) (1112311 : 6) 
1011~: 7) (81I 1: 11) 

4 111 : 44) (101714111 : 3) 
7114:5) (6111:7) 
817121:6) (7j32: 8) 
712111: 17) (6121: 14) 

(71 : 42) (6151 : 35) (61412111 : 3) 

(51 : 40) (413211 : 4) 
(41 : 9) (3121 : 26) 
(32: 9) (2111: 19) 

(31: 36) 

(21:32)  

0 
1 (11:24) 

1 1034 
2 77 
3 8 (15114114:5) (15112111:7) 

(14181 : 20) (1314311: 3) 
(131413112: 10) (12131: 11) 
(1212113: 3) (8111: 23) 

4 5 
5 3 
6 3 
7 2 (61:42) (513121: t l )  
8 3 
9 2 (4511:4) (3112: 13) 

10 0 
11 1 (3211: 5) 
12 1 
13 0 
14 1 
15 1 
16 1 
17 1 
18-23 0 
24 1 
25 0 

(1~ : 16) 

Tryckt den 1 april 1949 


