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Les quantit(~s irrationnelles quadratiques et les substitutions 
lin~aires 

Par FOLKE RYDE 

Des recherches sur les fractions continues m'ont amen6 au th6or~me suivant: 

aO + fl dont les eoe//icients a, fl, ~ et (~ Soit donnde une substitution lindaire ~0 + ~ '  

sont des nombres entiers quelconques avecla  seule restriction que a (~ fl ~ ~ O. 
Soit aussi donnde une dquation quadratique irrdductible p 0 2 + q 0 + r ~ O, dont 
les coe//icients p, q et r sont des nombres entiers sans aueun /acteur commun, 
d'ailleurs quelconques avec la seule restriction qu'entra~ne la condition d'irrdducti- 
bilit& Cela posd,-on peut toujours ddterminer - -  et d'une in/initd double de 

A O + B  
mani&es - -  une autre substitution lindaire CO + D '  dont les coe//icients A,  B, 

C et D sont des nombres entiers, tels que l'dquation quadratique donnde peut 
su sous la /orme 

AO + B _ a O  + fl. 
CO + D ~0  + 

Nous d6signerons dans ce qui suit par (a, b) le plus grand commun diviseur 
des nombres entiers a et b. Sp6cialement, nous poserons (a, 0) = a et (0, b) = b. 
Nous d6signerons de plus par x ---- D 1 (a, b [ c), y ~- D2 (a, b[c) un syst~me de 
solutions de l'6quation diophantienne lin6aire ax  + by ~--c, ~ savoir le syst~me 
de solutions, pour lequel la valeur absolue de x est aussi petite que possible; 
s'il y a deux syst~mes de solutions, pour lesquels les valeurs absolues de x sont 
6gales et plus petites que pour les autres syst~mes de solutions, nous d6signerons 
par x = D  l ( a , b ] c ) ,  y = D  2 (a ,b l c )  l e  syst~me de solutions, pour lequel la 
valeur de x est positive�9 

Pour d6montrer le th6or~me en question, il suffit de montrer que des nombres 
entiers A, B, C et D peuvent ~tre d6termin6s en exprimant que l'6quation 

A O + B  aO+fl  
(1) C O +  D - - ? O  + ~' 

ou, ce qui revient au m~me, puisque 0 est un nombre irrationnel, l%quation 

(1') (AO + B)@O + O) - - (CO + D)(aO + fl) --:-0 
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est identiquement ~gale s l'dquation 

(2) k(p0 3 + q 0 + r ) = 0 ,  

oh k est un nombre entier, different de z6ro. On obtient ainsi les 6quations 

(3) 
(4) 

(5) 

A ? - - C a = k p  

A 6  + B ? - - C f l - -  D a ~ - k q  

B 6 - - D f l = k r ,  

constituant un syst~me d'~quations diophantiennes lin6aires homog~nes en A, 
B , C ,  D e t k .  

Invcrscment, si les 6quations (3), (4) et (5) sont satisfi6es par des nombres 
entiers A, B, C, D et k, k ~ 0, l'~quation pO ~ + qO + r -~ 0 peut s'~crire sous 
la forme (1). 

Pour que l'4quation (3) avec k ~ 0 admette des solutions en nombres entiers 
A e t  C il faut et il suffit, selon la thfiorie des ~quations diophantiennes ]in6aires, 
que kp  : (?, a) soit un nombre entier. Mais le plus grand commun diviseur des 
nombres entiers p et (?, a) peut s'~crire (p, ?, a), oh (p, ?, a) est le plus grand 
commun diviseur des nombres entiers p, ? et a. La condition ndcessaire et suf- 
fisante pour que l'~quation (3) avec k ~ 0 admette des solutions en nombres 
entiers est donc 

k =  (r,a) "kl, (p, ~, a) 

oh kl est un hombre entier, diff6rent de 
de l'6quation (3) peut alors s'6crire 

z4ro. Le syst~me g6n4ral de solutions 

A:kl.Dl((~,a ) - -a  [ ~ )  a 

( - a  
C = k  i ' D 2  , ( ~  + ~ nl ,  

off n 1 est un nombre entier quelconque. De m~me, pour que l'6quation (5) avec 
k ~ 0, c'est-s 

(5') B 0 - -  D ~  = kl" (r, a) (P, r ,  a) " r, kl ~ 0, 

admette des solutions en nombres entiers B e t  D il faut et il suffit que 

(?, a) r 

k l .  ( p , ? , a )  (~, ~) 
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soit un nombre entier. La condition n4cessaire et suffisante pour que l'~quation 
(5') admette des solutions en nombres entiers, peut pareillement s'~crire 

(8, ~)  . z, 
~ =  ~(~'~)~ 8,~) 

\(v, ~,, a)' 

oh l est un nombre entier, different de z~ro. Le syst~me g~n~ral de solutions 
de l'~quation (5) peut alors s'~crire 

B --~ ~. n~ ( ~ ,  ( ~  (~, ~, ~) I (~" ~)-~ 8, ~ 
(~, ~, a ) '  

D = l . D2 (~, fl) (~' fi) (p, y, a)1  !y '  a) r 8, fl 
\(p, y, a)' 

+ ( ~  " nu 

8 

off n= est un nombre entier quelconque. 
En substituant les expressions obtenues de A, B, C, D et k, la quantit~ )[: 

exprim~e en l, dans l'4quation (4), on trouve 

(6) a S - - f l y  a 8 - - f l y  n (~,.) '~ (8,~ ~=l N, 

off 

(~, ~) (8, ~) _ 
(7)  N = q . ( p , .  , a ) ' ~ ( y , a ) r  8, fl) 

~(~, r, a) '  

l # O ,  

8 , - - f l  

- - 8 " D 1  ' (~,a) 

(p, r ,  a) 

m a  /~ 

~(v, r, a) 

~ , - ~  (~,r ,~) 
+ a .  D2 (~,fl) (~,fl) i . ( y ,a ) r ,o ,  fl 

~(~, r, a) 
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est un nombre entier. Nous supposons d 'abord que N ~ 0. Pour que l'~quation 
(6) admette des solutions en nombres entiers, il faut et il suffit que 

l . N :  \ (7, a) ' (5, fl) / 

soit un nombre entier. La condition n6cessaire et suffisante pour que l'6quatior~ 
(6) admette des solutions en nombres entiers peut alors s'6crire 

= (r ,~)  ' 0,/~) I 
(N, "m' 

0 , ,~ )  ' (4r ! 

oh m est un nombre entier quelconque, diffdrent de z~ro. Le syst~me g~n~ral 
de solutions de l '4quation ( 6 ) p e u t  alors s'~crire 

/ (r, ~ )  -, 0 ,  ~) N ) nl=m" D1 I t  a(~-flT, aO--flYi (a~, - f i t  aa--fl-Yl (N, aO--flT, aa--flTl 

aa- f l  X 
+ (a, fl) n 

1 
(r, a) (a,/~) I 

(8) 

n u ~ m  �9 D 2 

a a - - f l 7  
(r, a) 

a a - ~ r  
(4 ~) 

aa-Z;, ,  a a - ~ r ]  
O',a) (a,t~) I 
a a-- fl ~, 

(r, a) 
+ ta,~___flT, a(~_fl7 ~ n, 

~, (r,a) (a, fl) / 

N 

N, 1 

oh n e s t  un nombre entier quelconque. 
En substituant les expressions (8) de nl et n2 avec N d~termin~ selon (7) 

dans les expressions de A, B, C et D avec 

l = ( r ,a)  ' O, fl) I 
" m  

N ,  (~,, a) ' (a, f l) I 
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savoir 

laa--fl~,, aa- - f l~ \  (a, ~) ( % , ,  .) -~,--~i - ) - .  

i ( ~ , r , a ) '  " - I \  ' ( r ,a) ' (a, fl) I 
a + ~ . n ~  

( r ,a )  ' (a, fl) f [ a - f l  
" : : (  ao-t~, . o - ~  l ,n. D~ ~(O:~i' ~,~i 

N,-(i;---~i "-(~,--E) 

(a,/~) ( r ,a)  ' (a,r ! 

~(p, r ,  ~) (r, a) ' (a, ~) 

(9) 

)) (v, r, -) i (~"") ':, a, \ (p,r ,a) 

D _ 
( r ,a )  ' (a,~) I 

( r ,~)  ' (a, fl) ] 

+ (~,~. n, 

+ ,~-~o," n~, (m ~ 0), (o, p) 

nous trouvons les solutions les plus g~n~rales du probl~me propos~ sous une 
forme explicite. 

Dans le cas oh N -  0, les expressions (8 )d e  nl et n2 se simplifient aux 
suivantes 

~_0-~r 
(a, ~) 

9'/, 1 - - .~  . 

(r,,~) ' (a,t~) ! 
(8') 

a a - f i r  

(r, a) 

( r ,~)  ' (a,t~) I 

" n  
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et les expressions (9) de A, B, C ct D se r~duisent en 

(9') 

A = (5, ~) �9 ~ . D~ (:i . )  (7, ~) ~ + (r .  ; )  " ~ 

(v, 7, ~) 

( 5 - fl (7, a) r + (~, f l )  �9 n2 
n = l �9 D 1 ( 5 ~ ) '  (5~ fl) (~, 7, cl) ~ (7~ a)?" 5, fl 

~(p, 7, ~)' 

(5, fl) 1. D 2 ( ) '  (~, a) ( p ~ , a )  + ( 7 ~ ) "  nl c=/(7,~)~,5,~ ) ' 
~(p, 7, a) 

D : l ' n 2  (5~}~)'(5,/~) (p, 7, a)[(7 ,  a_)r - 5, fl 

\ (p, r, a)' 

(l ~ 0) 

Les formules (7), (8) et (9), respectivement (8') et (9'), maintiennent leur 
validit6 dans le cas off Fun ou l'autre des coefficients a, fl, 7 et 6 = 0, ou si 
a : 5 : 0 ,  ou si f l~ -~7=0 ,  pourvu que l'on remplace partout (a,O) par a, 
(0, b) par b, (p, a, 0) par (p, a) et (p, 0, b) par (10, b). 

Note. La thdorie g6n6rale des syst~mes d'6quations diophantiennes lin6aires 
a 6t6 61abor6e par IGNAZ HEGER, Denkschr. Akad. Wiss. Wien, 14, Abth. II, 
p. 1 (1858). Vu la nature tr~s simple du syst~me d'6quations diophantiennes 
lin6aires que nous avons rencontr6 ici, s savoir les 6quations (3), (4) et (5), 
nous avons pu obtenir des expressions explicites pour les solutions sans avoir 
eu besoin de recourir aux investigations laborieuses d'tteger. Rdcemment le 
probl~me des syst~mes d'~quations diophantiennes lin4aires homog~nes a 6t6 
616gamment trait~ par L. W. GRIFFITH, Bull. Amer. Math. Soc. 52, pp. 734--736 
(1946), et W. GIVENS, Bull. Amer. Math. Soc. 53, pp. 780--783 (1947). Cependant, 
leurs solutions contiennent en g6n6ral plus de param~tres qu'il ne faut. 

T r y c k t  den  16 december  1949. 

�9 Q4 

Uppsa la  1949. Almqvis t  & ~Viksells Boktrycker i  •B 


