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Sur les restes et les non-restes quadratiques 

suivant un module  premier 

Par T R Y G V E  N A G E L L  

w 1. D~monstration de quelques lemmes 

Si a est un  nombre entier ~ 1 (mod. 8) et si h est un nombre entier > 3, 
il est bien c o n n u  que la congruence 

(1) u 2 ---- a (rood. 2 h) 

admet  exactement  quatre  racines incongrues modulo 2 h. 
de cette congruence, les trois nombres 

Si u o est une racine 

2h-1  __ UO, 

satisfont aussi h la congruerme. 
nombres 

2 h-1  -F Uo, 2 h - u  o 

De plus, on volt  sans peine que les quatre 

(2) %,  2 h - l - - u o ,  2 h-1 + % ,  2h---u0 

sont incongrus entre eux deux s deux modulo 2 h. I1 en r4sulte 

Lemme 1. Si  Uo est la ~lus petite racine positive de  la congruence (1), les 
quatre hombres (2) reprdsentent les solutions incongrues m~dulo 2 h, et ils satis/ont 
aux in~galitds 

(3) 9 < u o < 2 h - l _ _ u o < 2 a - 1  + U o < 2 h - - u o .  

On doit  h TIIuE le th~or~me suivant  [1] :1 

Lemme 2. Soit p un nombre premier. S i  a est un hombre entier non divi- 
sible par p, on peut trouver deux nombres entiers positi]s x et y < ]/p et tels 
qu'on ait 

l 
1 Les num6ros figurant entre crochets renvoient k la BibIiographie plac6e ~, la fin de ce 

M6moire. 
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(4) a y  ~ +_ x (mod. p) 

pour l'un ou l'autre des deux signes: 

D 6 m o n s t r a t i o n :  Consid6rons la to ta l i t6  des nom bres  de la forme ay  + x, 

oh x et y sont  des n o mb res  dans  la sui te  0, 1, 2 . . . . .  [Vp].  (Comme d 'ord i -  
na i re  [c] signifie le p lus  g r an d  n o m b r e  en t ie r  _-< c.) Le hombre  de ces nom bres  

6 t an t  6gal s ([}/p] + 1 ) 2 >  p, il y e n  a au  moins  deux  qui  son t  congrus  mo-  
dulo p. Si nous  supposons  

ay l  + Xl =~ ay2 + x2 (rood. p), 

nous  aurons  

(5) 

Iei  on  a 6 v i d e m m e n t  

a (Yl - -  Y2) ~ x2 - -  X l  (mod. p). 

E n  effect, si l ' un e  des diff6rences x 1 - - X  2 et  Y l -  Y2 6ta i t  @ale  s z6ro, l ' au t r e  
le sera i t  aussi.  Si nous  poscns  dans  (5) Xl - -  x~ = x et Yl - -  Y~ = Y, nous  au rons  
une  congruence  du  t y p e  (4) et  le l emme se t rouve  d6nlontr6 .  

D a n s  u n  t r ava i l  an t6 r i eu r  nous  avons  6tabl i  le r6su l ta t  s u i v a n t  [2]: 

L e m m e  3. Soit p u n  nombre premier de la /orme 8 t + 3. Pour que le nombre 

des classes d'iddaux du corps quadratique imaginaire K ( V p )  soit dgal d 1, il [aut 
et il su/Jit qu'il n 'y  ait aucun hombre premier 

]/ , f p  + 16 . 
q < 2, 

= 3 

qui est reste qttadratique modulo p. 

P o u r  la d 6 m o n s t r a t i o n  je renvoie  au  t rava i l  eit6. 

Un  au t re  lemme,  qu i  nous  sera. uti le,  est le s u i v a n t :  

L e m m e  4. Si  p est un hombre Tremier de la /orme 12 t -  1, il eziste deux 
hombres entie,rs positi/s u et v, tels qu'on ait 

(6) p = 3 v 2 u ~ 

et 
,,1 1/�89 
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D6mons t ra t ion :  Le nombre des classes d ' idgaux du corps quadrat ique r6el 

K ( V 3 )  6tant 6gal ~ 1, on voit facilement que l '6quation (6) est r6soluble en 
nombres entiers u et v. Dans un autre M6moire, qui vient  de paraltre, j 'ai  
d6montr6 [3]: Soient D et N des nombres entiers positifs. Si l '6quation 

u ~ - -  D v ~' = - -  N 

est r6soluble en nombres entiers u et v, elle admet  une solution qui satisfait 
aux in6galit6s suivantes:  

(7) 

| //--- N ..... 

Vl(xl: O < u  < 1 ) N ,  

oll z = Xl, y ~ Yl est la solution fondamentale de l '6quation 

x 2 - -  D y2 ==_ 1. 

Quand D ~ 3, on a Xl = 2, Yl ~ 1. En  prenant  N : p  les in6galit6s (7) de- 
viennent 0 < v < V ~  et O < u < V � 8 9  on ne peut pas avoir u--~0,  puisque 
p # 3 .  

w 2. Le plus petit reste quadratique premier impair 

Soit p un nombre premier impair. D6signons par  Jrp le plus petit nombre 
premier impair, qui est un  reste quadratique modulo p. Nous nous proposons 
de d6terminer une borne sup6rieure de zp ell fonction de p. 

Dans un t ravai l ,  ant6rieur [4] nous avons d6js trait6 ce probl~me ct 6tabl i '  
le r6sultat suivant :  

Th6or~me 1. Si  p est un nombre premier > 1 7  de la /orme 4 t + 1 ,  on a 

D6mons t ra t ion :  Soient c un nombre entier quelconque # 0 et q un diviseur 
premier impair ~ p de p - - c  2. Alors on a d'aprbs la loi de r6ciprocit6 qua- 
dratique 

Or, le nombre premier p, 6tant  ~ I (rood. 4), est la somme de deux carr6s 

p2 : a 2 + 4 b 2, 

off a et b sont des nombres entiers positifs. 
a on a donc 

q) 7~. ~ - + 1  

Pour  tout  diviseur premier q de 
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et par suite 

~p < q < V p - - 4 b  2 < V ~ - 4 .  

si a = 1, il est 5vident que tout  diviseur premier impair q du nombre 

b = ~ Vv---  i 

est un reste quadratique modulo p. Car on a p ~ 1 (mod. q). Si enfin 
p = 1 + 2 m, l 'exposant m est n~cessairement une puissance de 2, donc m = 2", 
oh n > 3. Soit q un diviseur premier d 'un des nombres 

2n--i 

V p - 1  + 1 = 2 2 i +  1, ( i = 2 ,  3 . . . . .  n - l ) .  

Or, il est bien connu que tout diviseur premier impair du nombre z 4 + 1 est 
-~1 (mod. 8). On a done q - - 1  (mod. 8). Puisque p ~ 2  (rood. q), on aura 

( ; )  = (-q) = (~) ---- + 1" 

Le nombre premier q est done un reste quadratique modulo p, et le th~or~me 
1 est d~montrd. 

Prenons ensuite Ie cas de p ~- - - 1  (mod. 8) et regardons la congruence 

u 2 ~ - - p  (rood. 2h), 

off h e s t  un nombre entier > 3. D'apr~s le lemme 1 les quatre racines de cette 
congruence peuvent ~tre repr~sent~es par les nombres 

%, 2a - l - -Uo ,  2a -1+  uo, 2h--Uo, 

qui satisfont aux indgalit~s 

O < u  o < 2  h - l - u  0 < 2  h-1 + U o < 2  a - % .  

Si nous choisissons 

nous aurons ~videmment 

h = l +  [ l o g p ]  
flog 4 / '  

(8) Vp < 2 h < 2 V~. 

Comme h doit ~tre > 3, il faut done que p > 7 . .  
Les nombres 

lo +u0  ~ 
a = 2h 
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et 

sont  entiers, et on a 

b ~ p + (2h-1 - -  u~ 
2 h 

b - -  a = 2 h-2 - -  u 0 ~ 0. 

Le  nombre  uo ~tant impair  il en r~sulte que l 'un des nombres  a e t  b e s t  pair  
et  l ' autre  impair. Comme on a d 'apr~s (8) 

p + u~ > p + 1 
a - -  2h 2 V ~ > � 8 9  

aucun des nombres  a et b ne peut  ~tre 4gal ~ 1. Donc le produi t  ab admet  
toujours  un diviseur premier impair  q. On a alors 

et d 'apr~s ]a loi de r6ciprocit6 quadra t ique  

d'ofi 

On a de plus 

q _-< b = p + ( ~ - 1  _ u0)~ < p + ( V ~  - 1) 2 

2~ V ~  
d'o~t 

1 q<2V~-2 + ~<2V~-1.  

Nous avons ainsi d~montr~ la proposi t ion suivante:  

Th~or~me 2. S i p  est un nombre premier ~ 7 de la /orme 8 t - - l ,  on a 

~p < 2 V p -  1. 

Nous finissons par  ~tablir le r~sultat  suivant :  

Th~or~me 3. S i p  est un hombre premier de la /orme 8 t + 3~ on a 

(9) ~p < 1 / -  [ /  p +  16 2 

exception /aite pour les valeurs p = 3, 11, 19, 43, 67, 163 et peut-~tre pour une 
septi~me valeur de p. 
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D~monstrat ion:  It r4sulte du lemme 3 que l'in6galit~ (9) est vraie, si le 
nombre des classes d'id4aux dans le corps quadratique imaginaire K(V~pp) est 
> 1. Or, les seuls corps quadratiques imaginaires connus dont le nombre des 
classes d'id~aux est ~gal ~ 1 sont les suivants: 

K ( V ~ ) ,  K ( V ~ ) ,  K(V--~33), K ( V ~ ) ,  K ( ] / - - l l ) ,  

K ( V ~ 1 9 ) ,  K ( V ~ 4 3 ) ,  K ( V ~ 7 ) ,  K ( ] / ~ ) .  

D'apr~s un r~sultat de HEILBRONN [5]  OU ces neuf corps sont les seuls ou il 
existe encore un dixi~me corps quadratique imaginaire ayant  ladite propri~t6. 
S i c e  dixi~me corps existe, son discriminant est ~gal ~ -  q, off q est un nombre 
premier > 1 0  7 de la forme 8 t  4- 3. 

w 3. Le plus petit non-reste quadratique premier impair. 

Soit p un nombre premier impair. D~signons par ~v le plus peti t  nombre 
premier impair, qui est un non-reste quadratique modulo p. Nous allons traiter  
la question analogue ~ la pr~c~dente de d~terminer une borne sup5rieure de 
Vp en fonction de p. 

Nous commengons par d~montrer la proposition suivante: 

Th~or~me 4. S i p  est un nombre premier de la "]orme 8n+1,  on a y~v<Vp. 

D~monstrat ion:  Soit a un non-reste quadratique modulo p. D'apr~s le lemme 
2 il existe deux nombres entiers x et y, tels que 

qy ~ • x (mod. p) 

et 0 < x < V p ,  0 < y < V p ,  ( x , y ) - - 1 .  L 'un des nombres x et y e s t d o n c u n  
non-reste quadratique modulo p e t  dolt contenir au moins un diviseur premier 
impair q, qui est non-reste quadratique modulo p. Puisque q < V p ,  le th6o- 
r~me 4 est d6montr6. 

$ 

Th~or~me 5. Si p est un hombre premier de la ]orme 8n + 5, on a y~p<V~p. 

D~monstrat ion:  Le nombre premier p peut s'~crire comme la somme de deux 
c~rr~s 

p = a s + b 2, 

a et b ~tant des entiers positifs. On a alors 

a s - b  2 ~ - 2 b  ~ (mod. p), 
d'o~ 
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Le nombre a 2 - -  b 2 admet donc au moins un diviseur premier impair q, qui est 
non-reste quadratique modulo p. Comme 

q_-< a § b~--a + V ~ - - a  S < ~  + V ~ : V 2 p p ,  

le th6or~me 5 se trouve donc d4montr6. 

$ 

Consid6rons ensuite le cas d 'un nombre premier p qui est ~ - -  1 (mod. 8). 
Si nous posons a = [W~] et b ~ - p -  a S, nous avons 

et 

Le nombre 
reste quadratique modulo p. 

0 < b < p - - 1 )  3 = 2 - 1 

b a done  au moins un diviseur premier (impair), qui est un non- 
Nous en eoneluons clue 

(10) ~ p < 2 V p - - 1 .  

On peut d'ailleurs pr6ciser un peu ce r6sultat par le raisonnement suivant. Si 
a est pair, le hombre b est ~ - - 1  (mod. 4) et admet donc au moins un di- 
viseur premier q ~ - - I  (mod. 4). Si a est impair, le nombre � 8 9  S) es t  

1 (mod. 4) et admet donc au moins un diviseur premier q ~ - -  1 (mod. 4). 
Dans tout  les deux cas on aura en appliquant la loi de r6eiprocit6 quadratique 

( q ) - - - - - - ( ~ )  - - ( q ) 2 ~ - - l .  

Comme q < b < 2 V ~ -  1, nous arrivons au r6sultat que voici: 

Thdor~me 6. Si p est un nombre premier de la /orme 8 t - - 1 ,  il existe un 

nombre premier q ~ - - I  (mod. 6 ) s t  ~ 2 V T - - 1 ,  tel que ( q ) : - - l .  

Le th~or~me suivant donne pour yJp une borne sup6rieure meilleure que celle 
donnde par (10). 

Th6or~me 7. Si p est un nombre premier > 7 de la ]orme 8 t - - 1 ,  on a 

D6monstrat ion:  I1 suffit de d6montrer le th6or~me pour p _ - -  ! (mod. 24). 
En effet, si p ~ 7 (mod. 24), le nombre 3 est u-n non-res~e ~Ladratique mo- 
dulo p. Alors, d'apr~s le lemme 4 l '6quation 
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p ~- 3 v s - -  u s 

admet  une solution en hombres  ent iers  positifs u et v, tels que 

Puisque 

on vol t  que v > u .  

donc 

u < V ~ p ,  v < V ~ .  

3 ( v  s - -  u s) = p - -  2 u  s > 0 ,  

De plus, on aura 

Le nombre  v 2 -  u 2 a par  suite un  diviseur premier q, qui est non-reste qua- 
drat ique modulo p. Puisque ce nombre  premier q satisfait  aux in6galit6s 

q =< v + u =< [~/~]  + [ V ~ ]  - 1 < V ~  - 1,  

le th6or~me 7 se t rouve  d6montr6. 

Nous  finissons par  d6montrer  le 

Th6orSme 8. S i  p est un hombre premier > 3 de la /orme 8 t + 3, il existe 
I X  

un hombre premier q = ~ - - I  (,nod. 4, et < 2 l / p +  1, tel que ( q ) = - -  1. 

D6nfons t ra t ion :  Posons a ~ [Vp].  Si a est pair, le nombre  positif 

((a + 1) 5 - - p )  

est ~ -  1 (mod. 4) et admet  donc au  moins un diviseur premier q ~ -  1 
(rood. 4). On aura alors 

e --< ~ ((,~ + 1) ~ - p) < 1 ( ( 1 / ~  + 1) ~ - p)  = 1 / 7  + �89 

et en appl iquant  la lo i -de  r6eiprocit6 quadra t ique  

Si a est impair, le nombre  positif 

((a + 2) 2 - -  p) 

est ~ -  1 (mod. 4) et  adme t  donc au moins un diviseur premier  q ~ -  1 
(mod. 4). On aura alors 
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q--< �89 + 2j ~ - p )  _-< � 8 9  + 2 )  3 - p ) = 2 V p - 2  + 1 

et d'apr~s la loi de r4ciprocit~ quadratique 

~__(a + 212 

Ainsi le th4or~me 8 est ddmontr6. Plus sp4ciulement on aura yJp ~ 2 V~ + 1. 
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