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Ein Problem bei dyadischer Zahlendarstellung 

V o n  A .  W I M A ~  

1. Bei gewissen Untersuchungen von p-Gruppen von maximaler Klasse st6sst 
man auf eine Aufgabe, welche, freilich in umschriebener Gestalt, wit als Gegen~ 
stand fiir die folgende Note gew/~hlt haben. W i r  betrachten den Ausdruck 
(1 + x) v, wo p eine beliebige ganze Zahl > 0 sein kann; das eigentliche Interesse 
kniipft sich jedoch an den Fall, wo p eine Primzahl bedeutet. Ffir diesen Aus- 
druck haben wir die Entwicklung: 

(1) (1 + x )  v = (1 + x )  + x ( 1  + x ) + x [ 1  + x + x ( l  + x ) ]  + x [  ] + . . . ,  

wo jeder folgende Klammer die ganze vorangehende Entwicklung enthiilt. In 
dieser Weise bekommen wit die vollstitndige Entwicklung nach p Klammern. 
Gehen wir fiir p = 5 zur Potenzreihenentwicklung fiber, so ergibt sich aus (1): 

(2) (1 + x )  5 = 1 + x  + x + x  ~ + x  + x  2 + x  2 + x  3 + x + x  z + z  2 +  

+ x a + x 2 + x 3 + x 3 + x 4 + x + x 2 + x 2 + x a + x 2 + 

+ x 3 + x  a + x ~ + x 2 + x  3 + x  a + x  4 + x  a + x  4 - 4 - x  a + x  5. 

Wie unmittelbar ersichtlich ist, bekommt man fiir jede folgende Potenz die Ent- 
wieklung aus derjenigen der vorangehenden, indem man letztere mit x multipli- 
ziert und hinzufiigt. Wir denken u ~  jetzt  fiir jeden Exponenten ~ eine Ent-  
wieklung yon der Art (2). Die F rage, um welche es sich in den folgenden 
Auseinandersetzungen handelt, l~sst sich so formulieren. Wir betrachten zwei 
beliebige Potenzen x a und x k mit 0 < h < k < p. Man soll berechnen, wie oft 
eine Potenz x k frfiher als eine Potenz x h in der Entwieklung auftritt.  Das 
eigentliche Zicl ist bier zu entscheiden, ob die gesuchte Anzahl dutch p teilbar ist 
oder nicht. ~:iir h und k liisst sieh noch die Beschriinkung 

(3) 0 < h < k ;  h + k < p  

einfiihr.en. Man sieht ja leicht, dass fiir h, k und p -  k, p -  h dieselbe Ant- 
wort gilt. 

Man sieht leicht ein, class alas obige Problem in nahem Zusammenhange mi~ 
tier dyadischen Darstellung der ganzen Zahlen steht. Dies gelingt, indem man 
in (1) und (2) yon den Potenzen zu den Exponenten iibergeht. In (1) fang,-l: 
wit mit I ~: x an. Als zugehSrige Exponenten hat man die einzifferigen dy~-~- 
dischen Zahlcn 0 und 1. Im ni~ehsten Abschnitte werden diese Exponenten u ~  
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I erhSht; wir bezeichnen dieselben mit  10 und 11, also mit  den zweizifferigen 
,tyadischen Zahlen. Beim n~chsten AbschD_itte x[1 ~-x + x(1 + x)] fiihren wir 
auch fiir die Exponenten yon 1 + x zweizifferige Zahlen ein, niimlich 00 und 01. 
Fiir die vier Glieder im diesen Abschnitte bekommen wir also als Bezeichmmgen 
tier Exponenten die &:ei,;liedrigen Zahlen ]i~0, 1~)1, 110 und 111. W~w: wit 
j,;tzt in (2) die Glieder mit  den in solcher Weise bezeichneten Exponcnt,.,, er- 
setzen, so bekommen wit die Folge: 

(~) 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, III, 1000, I001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 

l l l l ,  10000, 10001, 10010, 10011, 10100, 1010], 10110, 10111, 11000, 11001, 

11010, 11011, l l l00 ,  11101, 11110, l l l l l .  

Wie man sieht, erhalten wir beim 0bergang zu den Exponenten die dyadischen 
Zahlen nach steigender Gr6sse. Man beachte noch, dass einer Potenz x h iI! (2) 
eine dyadische Zahl mit  h Einsen in (4) entspricht. Fiir die Aufgabe, die wir 
zu 15sen haben, ist also eine zweite Formulierung zul~ssig, nach welcher es zu 
entscheiden gilt, wie o/t unter den 2 p ersten dyadischen Zahlen eine Zahl mit k 
Einsen einer Zahl mit h Einsen vorangeht. Fiir p = 5 sind nur vier FfiJle zu 
untersuchen, n~mlich: h = 1, k = 2; h = l, k = 3; h = 1, k = 4; h = 2, k = 3. 
Die Antworten lassen sich hier leicht aus (2)oder  (4)ablesen.  Fiir die ge- 
suchten Anzahlen ffihren wir die Bezeichnung (k, h)p ein und bekommeu: 

(5) (2, 1)5 = 10; (3, 1)5 = 5; (4,1)5 = 1; (3, 2)5 = 24. 

In den beiden ersten Fallen gibt mithin die Antwort durch p = 5 teiibarc Z~d_.,h~,~, 
in den beiden letzteren aber nicht. Die Vermutung liegt jetzt  nahe, dass dieser 
Unterschied darauf beruht, ob in (3) fiir h + k das obere oder untere Zeichen 
gilt. Ein Beweis ]~r diese Vermutung wird in den ]olgenden Entwicklungen gegebcn. 

2. Am einfachsten gelingt dies fiir ,.~ie Falle h = 1 und h = 2, welche wir 
in dieser Nummer behandeln werden. Wic (2) und (4) sich fortsetzen lassem so 
dass dieselben gelten, wenn 5 durch eine hShere Zahl p ersetzt wird, versteht 
man unmittelbar. Eine so erweiterte Folge (4) li~sst sich in p Abschnitte je 
nach der Zifferanzahl zerlegen. Wie viele Zahlen mit  k Einsea gibt es nun in 
den n ersten Abschnitten.~ Offenbar ist die gesuchte Anzahl gleich dem Koeffi- 
zienten yon x k in der Entwicklung yon (1 + x) n, also: 

( 6 )  
n ( n - - 1 ) - . .  ( n - - k  + 1). 

Wir suchen noch die Anzahl der Zahlen mit h Einsen im (n + 1) ten Abschnitt. 
Die Antwort hier finder man in dem Koeffizienten fiir x h-1 in der Entwicklung 
yon (1 + x) n, also: 

(7) n ( n  - 1)  . . .  ( n  - -  h + 2 ) .  

[h - -  1 
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lf(ir h = 1 gibt es selbstversthndlieh mlr eine solche Zahl, und fiir die ges:mLte 
A,~;abl yon Kombinationen. ir~ denen eine Zahl mit  k Einsen einer Zahl mit 
h Einsen fiir h = 1 vorangeht, finder man: 

T '  n ( n - -  l )  . . .  ( n - - k  + 1) 

"lt ~ k 

Summiert  man (8), so ergibt sieh bekanntlich: 

(9) 
( v - l )  . . .  ( v - k )  

I_k (t~ + 1) 

In (9) haben wir eine Zahl, welche offensichtlich, wenn p eine Primzahl ist, 
fiir k + l < p  dureh p teilbar ist. Fiir k +  l = p ,  ist dagegen dieseZahl  - 1. 
F i i r h  = 1 ist somit der Beweis gelungen. 

Der Ausdruck (7) hat  fiir h = 2 den Wert n. Wir suchen zuerst die Anzahl 
der Kombinationen, wo die Zahl mit  k Einsen und diejenige mit  h Einsen zu 
verschiedenen Abschnitten gehSren, also yon derselben Art wie fiir h = 1. Die 
Antwort erhiilt man durch Summieren der Produkte yon (6) und (7). Als Re- 
sultat ergibt sich mithin fiir h = 2: 

n = p - - 1  

(101 ~ n (n - - 1 )  - .. (n - -  k + 1) 

ttierzu kommen noeh die Kombinationen, wo die beiden Zahlen in demselben 
Abschnitt liegen. Wit nehmen an, der Absehnitt sei derjenige der (n + 1)-zifferigen 
Zalflen. Da der erste Ziffer 1 ist, so kSnnen wit diesen weglassen. Was iibrig 
bleibt, ist der Inbegriff der Zahten, deren Zifferanzahl hSehstens gleieh n i s t .  
Es miissen jetzt  k und h = 2 um 1 vermindert, also dutch k - - 1  and 1 er- 
setzt werden. Die Antwort hat man somit in (9), wenn man n fiir p und k - - 1  
tiir k einfiihrt. Zu (10) kommt  mithin noeh die Summe: 

n = p - - I  
01)  ~ ~ (~ - 11 .-. (~ - ~ + 1) 

Es lassen sieh (10) und (11) zusammensehlagen, indem man entspreehende Glieder 
addiert. Man erh~ilt in soleher Weise: 

, = p - l ( n +  1 ) n ( n - - 1 ) - . . ( n - - k + l )  
(1~t E 

tt=k L~ 

Als Wert dieser Summe ergibt sieh: 

(13) (P + 1 ) p ( p - - 1 ) . . .  ( p - - k )  
Ik (k + 2) 

1st p eine Primzahl, so hat. (13) p a l s  Teller oder nicht, ]e nachdem k § 2 < p  
oder = p ist. Es war eben dies, was wir beweisen wollten. 
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3. Wit gehen jetzt  zur Behandlung des allgemeinen Falles fiber. Ffir h und 
k gilt also nur die Beschrs (3). Wie ffir den speziellen Fall h = 2 zerfs 
die gesuchte Anzahl in zwei Teilsummen. I s t  erstens die Zifferanzahl ffir die 
Zahl mit  k Einsen nicht so gross wie fiir die Zahl mit  h Einsen, so erh~lt man 
die entsprechende Teilsumme, indem man zuerst die Ausdrficke (6) und (7 )mi t  
einander multipliziert und dann nach n summiert, also in der Gestalt: 

(14) 
n = p - - 1  . 

n t n - - 1 )  ... ( n - - k +  1 ) . n ( n - - 1 ) . . .  ( n - - h +  2) 
.=k ~k ] h -  1 

Die Summanden in (14) sind vom Grade k + h -- 1 in n. Ffihrt man die Summa- 
tion aus, so ergibt sich also ein Resultat  vom Grade k + h in p. Ffir die Teil- 
summe, welche man e rh~l t ,  wenn die beiden Zahlen mit  k bzw. h Einsen von 
gleicher Zifferanzahl sind, l~sst sich ein Ausdruck nicht so unmittelbar  angeben. 
Nach einer in unserer ersten Nummer eingefiihrten Bezeichnung kSnnen wit ffir 
diese Summe schreiben: 

n = p - - 1  

(15) ~ ( k - -  1, h - -  1),. 
n = k  

Wiinscht man nun die Glieder von (15) n~iher zu bestimmen, so ist man offenbar 
auf ~lmliehe Summen wie (14) und (15), nur mit  niedrigeren k- und h-Werten, 
zurfickgewiesen. Geht man weiter fort in derselben Richtung, so endet man 
mit  ( k -  h + 1, 1)p, und yon diesem Ausdruek l~isst sich der Wert  durch (9) 
bestimmen, wobei zu berficksichtigen ist, dass man k dutch k -  h + 1 ersetzt; 
der Grad in ~ ist also k - - h  + 2. Wir gehen jetzt  den umgekehrten Weg, 
steigen also von ( k - -  i, h - -  i)~ zu (k'--  i + 1, h - -  i + 1)p ffir i = h - -  1, h - -  2, . . .  2. 
Dies wird in zwei Schritten getan, indem zuerst eine Summe der Art  (15) einge- 
ffihrt wird, der man dann eine Summe der Art  (14)hinzuffigt. Bei jedem yon 
diesen Schritten wird der Grad um eine Einheit erhSht. Es sind 2 ( h -  2) 
Schritte erforderlieh, um yon (k - -  h + 1, 1)v zu (k - -  1, h - -  1)p hinaufzusteigen. 
Die Gheder in (15) sind mithin vom Grade k - - h  + 2 + 2 (h "--2) = k + h - - 2  
und ihre Summe vom Grade k + h - - 1  in p. Das Glied yore Grade k + h  in 
(k, h)p riihrt also ausschliesslich yon (14) her. Die Summationen der Art  (15), 
yon denen bier die Rede ist, ffihren gewisse Zahlenfaktoren ffir den Nenner 
mit  sich, doch keinen, der grSsser als der erhaltene Grad in p ist. Es folgt 
hieraus, dass der Nenner yon ( k -  1, h -  1)~ sich in Faktoren zerlegen liisst, 
yon denen keiner grSsser als k + h -  2 ist. Zuletzt ist hervorzuheben, dass 
auch die Glieder in (15) den Faktor  n (n - -  1) --. (n - -  k + 1) enthalten miissen. 
Man versteht ja schon aus ihrer Bedeutung, dass die z.u.gehSrigen Ausdriicke in 
n ffir n = 0, 1 . . . . .  k - - 1  gleich Null sein mfissen. Ubrigens sieht man aus 
den niichstfolgenden Entwicklungen, wie bei dem Obergange zu (k, ]~)n ein neuer 
Faktor  ( n -  k) hinzukommt. 

4. U m  (k, h)p zu berechnen, ffihren wir entsprechende Glieder yon (14) mad 
(15) zusammen und schreiben als Resultat:  

n = p - - 1  
(16) ( k , h ) p =  ~,  n l n - - 1 ) . . . ( n - - }  + 1) 
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Dabei riihrt das Glied v o n d e r  Gradzahl h -  1 in qh-1 (n) aussehliesslich von 
(14) her. Es ist bier vorteilhaft qh-1 (n) in eine Reihe zu entwickeln: 

(17) ~Ph-1 (n) = ao + al (n + 1) + "" ah-1 (n + 1)(n + 2) ... (n + h -  1). 

Es geht dann (16) in eine Doppelreihe fiber, und man erhi~lt: 

i=h--1 n=p--1 
(18) (k,h)p = Z Z a,(n + i ) ( n  + i - - l )  -.. ( n - - k  + 1) 

i=0 n=k  I ]r 

Die erste Summation in (18) ]~sst sich unmittelbar ausfiihren, und es ergibt sieh: 

~=~-la,(p ~s). "" p ... ( p - - k )  
(19) (k, h), = 

i=o (k-:~-; +- 1) 

Von den GrSssen ai bestimmt man zuerst ah-1, dann ah-2 und zuletzt a0. Wie 
unmittelbar ersichtlich ist, hat man: 

1 

aa-1 = ] h _ l .  

In (19) nehmen wit nun zuerst das Glied 

(20) (v + h - -  1) (v + h - -  2) . . .  v ' "  (p - -  ~) 
[_k-lh-- 1. (k + h) 

in Betracht. Diese ZaM ist, wie man hieht  sieht, eine ganze Zahl. Wit nehmen 
jetzt  an, p sei eine Primzahl. Ffir k + h < p muss dann (20) durch p teilbar 
sein. Ha t  man aber k + h = p, so enth~lt dagegen (20) den Faktor p nicht. 
In diesem Falle gilt fiir (20) die Kongruenz 

(21) - ( - -  1) ~ (mod p). 

Ffir unseren Zweck ist es bier nicht nStig die iibrigen GrSssen a/ in (19) zu 
berechnen. Es geniigt zu wissen, dass bei ihrer Bereehnung keine neue Nenner 
eingefiihrt werden. Da fiir die zugehSrigen Glieder die Faktoren k + i + 1 im 
Nenner < p sind, so muss nach Wegnahme von (20) der Rest von (19) eine 
dutch p teilbare Zahl bedeuten. Hiermit ist der gewiinschte Beweis erbracht, 
class /iir eine Primzahl p (k, h)p dutch ~ teilbar ist oder nicht, ie nachdem man 
k + h = p oder < p hat. Man sieht auch ein, dass unter den beiden Bestand- 
teilen von (k, h)~ (15) immer dutch p teflbar ist; fiir (14) gilt dagegen, falls 
k + h = p, die Kongruenz (21). 

Als Beispiel behandeln wir zuletzt den Fall h = 3. Naeh (13) hat man bier 
fiir (15) : 

.=~,-1 (n + 1) n (n - -  1) -.- (n - -  k + 1) 
(15)' ,,.=k I k -  1 .  (k + 1) 
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Die Berechnung hiervon 1/isst sich unmittelbar ausfiihren, und zwar bekommt man:  

(22) (P + 1) • ( p - -  1) ... ( p - - k )  
[k - 1 .  (k + 1)(k + 2) 

Es bleibt noch iibrig die Behandhmg yon (14). Als Ausgangspunkt haben wit: 

n = p - - 1  . 
(14)' ~ n [n - - 1 )  -.- r - -  k + l ! . n : ( n ~ . l ) .  

,,:k I~ 2 

Fiir den ]etzten Faktor  erhalten wir die Entwicklung: 

(23) n ( n - - 1 )  ( n +  1)(n + 2 ) _ 2 ( n +  l) + 1. 
2 2 

Hieraus ergibt sich als Summe yon (14)': 

( p §  2 ) ( p +  1 ) p . . . ( p - - k )  2 (p  + 1 ) p . - . ( p - - k )  p . . . ( p - - k )  
(24) . . . . . . . . . .  [~--2 �9 (~ + 3) [k. (k + 2) + [~ - (k  +~- 

Nimmt man z.B.  k =  4 u n d p  = 7, so bekommt man bzw. fiir (22) und (24) 
112 und 540--  280 + 21 = 281, also insgesamt 393, und man hat  393 ~ ( - 1) ~ = 1 
(rood. 7). 

T r y c k t  d e a  22 jun i  1950 

Uppsala 1950. Almq.vist & Wiksells Boktryckeri  AB 


