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M i t g e t e i l t  a m  12. A p r i l  1950 ( lurch 1.'. CAm~sox m i d  ,l. MAI.~It~l I <  

Eine neue  Art m o n o t o n e r  Ket t enbruchentwick lungcn  

Von FOLKE RYDE 

Der Algorithmus der monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbriiche. 

Wir nennen einen endliehen oder unendliehen Ket tenbrueh der Form 

wo s; (q, a2, aa, �9 . �9 a,,, . . . ganze, positive Zahlen sind, einen m,.moto~e,~, nichl- 
abnel~nwJ~den. Kettet~brueh, went, die folgenden Bedingungen erfiillt sind, 

al <a= <aa < . . .  <=am< . . . .  

Wir nennen einen endliehen Ket tenbruch der Form 

a~l a,,, ~1, ",,,1 11 as I + a21 + + . . . . .  , 

wo s; a,, a2, aa , .  . n~,, 1, a,,~ ganze positive Zahlen sind, einen / a s l - m , , o m m ' ~ ,  
nicht-ab~Mm~e~,den Kettenbruch,  wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind, 

al <=%~aa < . . ,  <a , ,  1 < a .... 

Das spezielle Kemtzeic]~en eines ftxst-monotonem nicht-abnehmenden Ket tenbruches 

is:t nfitLin, dams der lelzte Teilbruch gleich ~11 ist, ~/ihrend der zweitletzte Teilzahler 
t -  

grSsser -ds der vorher,~,~ehende ist. We~m der Kettenbrueh. nur zwei Teilbriiehe 
a , !  11 

enthalt., d .h .  der Fori,t I s a ,  : [1 ist. ,~(qmm,t wir an, (lass (q > 1. Wenn der 

Ket tenbruch nut  einen Teilbruch entlffih, muss e c d e r  Form "tel sein. Es sei 

sogleieh bemerkt,  dass jeder fast-monotor, e, nicht-abnehmende Ket tenbrueh in einen 
endliehen monotonen,  nieht-abnehmendcn Kettenbrueh transformiert  werden kann : 

man hat  nur den letzten Teilbmeh 11 a,,_!2] [ t dutch [a,, i 1 zu ersetzen, wo ar,~ ,. ga.nz und 
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>am aber iibrigens beliebig gew/ihlt werden kann. Dasselbe Ziel wird auch 
durch die Transformation 

= - -  am--ll i 11 a m - - 1  am[ + lJ a~ 1[ + . . . .  

lain l l  lain-- 1 lain-- 1 I1 lain-- 1 
am--  i I  + am+ll 

+ ]a-~----- 1 jam+ l '  

mit am+l ganz und  > a m -  1 aber iibrigens beliebig gew~hlt, erreicht. 
Wit botrachten jetzt den nachstehenden Algorithmus, den wir den Algorithmus 

der monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbriiche nennen wollen: 
Es sei 0 eine reelle Zahl im Intervall 0 < 0 < 1. Dann bilden wit folgender- 

massen eine Reihe von neuen Zahlen 01, 02 . . . .  

(A) 

O =  

01 = 

1 

�9 1 l " + Oz  

usw, wo das Zeichen [ ] seine gewShnliche Bedeutung hat. 
Fiir den Algorithmus (A) gelten folgende S/itze: 

Satz I.  Wenn 1/2 < 0 < 1 und 0 / 1 -  0 nicht ganz ist, so gilt 

i l]] 
Es gilt n/imlich, wenn 0 = 1/1 + eo gesetzt wird, 0 < co < 1, da 1/2 < 0 < 1 
angenommen ist. ])ann ist 

und 

i] = +~--[l+m 
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[~[r : [ (1 
+~,[1]] =[[1] •][•l + 

denn 
1 0 

1 - - 0  
ist zufolge der Voraussetzung nicht ganzzahlig. 

S a t z  I I .  
0 

Wenn 1/2 < 0 < 1 und ~ 0  eine ganze Zahl bedeutet, so gilt 

[:-:II01] = P :I:l]l-' 
0 

Denn, wenn w i r -  = 
1 - - 0  

n setzen, so ergibt sich durch direkte Ausrechnung 

[:I ll [a[ 'IaJll 1 = n  und " 1 = n +  1. 

01 ist gleich Null zu setzen. 

S a t z  I I I .  

Wenn niLmlich wie oben bei dam Satz I 0 = -  

sich aus (A) 

d .h .  

0 
Wenn 1/2 < 0 < 1 und ~ 0 nicht ganz ist, so gilt 1/2 < 01 < 1. 

1 

1 + o  

0 ([~1+00=[11 

01= H.(~--~) :~[~1. 

gesetzt wird, so ergibt 

Wail 1/2 < 0 < 1, liegt co im Intervall 0 < co < 1. Wail 1 0 nicht ganz- 
r 1 - - 0  

zahlig ist, so ergibt sich [ 1 ]  < ~ol- und deshalb 0 1 < 1 .  Ferner kSnnen wir das 

IntervM1 0 < m < 1 folgendermassen zerspalten: 0 < o) < 1/2 und 1/2 < ~o < 1. 

Im letzten Fall ergibt sich 1 <  1<2~o und deshalb [ 1 1 = 1  und 

[~] �9 1 
01 = (D = C O >  ~"  
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Im erst~n r~n  ~rgibt ~ich' d~ immer i < [ ~ 1  + ~o l i ~ t ,  

Satz  IV. 

[~] ( 1 )  , 
01=(0 > O )  - - 1  = 1 - - o ) >  2 �9 

1 
Wenn 0 < 0 < ~ und 1 /0  nicht ganz ist und ebenso 

nicht ganz ist, so gilt 

_1 1 l'o l 11zl]l :*[: Iol] 

1 0 [ ~ ]  

,,,o,:[~0] 
Wenn ngmlich wie oben 0 -  

eine ganze Zahl > 2 bedeutet. 

l §  
. . . . . .  gesetzt wird, so ergibt sich 1 < o) und 

[~ 1 "] = [ 1  1 
___[10] + o,--  [l + w]] --- [" 

Fernerhin ergibt sich 

[10 [::i 111 = [ ( 1  

= (1 + [eo])[a~---1-~l [ + 

1 - [{o]] " 1 +a , - -1 - - [w]]  = [g  1 

1 

wo s = ,  + I~, : 1 ,  [~o-,1 = [1~ ] 
sich ngmlich 

1 

denn die Zahl 

1 1 

1 1 [ iI 
- ~ - [ o  

eine ganze Zahl ~ 2 bedeutet. Es ergibt 

1 
< (o~ - [~,,]) ~ _ D]  1, 

1 0 
~ , -  [w] 1 1 __ 

is'~ zufolge der Voraussetzung nicht ganz. 
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1 
S a t z  V. Wenn 0 < 0 < ~ und 1/0 ganz ist, werden die Ausdri~cke (,4) sinnlos. 

1 0 
Wenn 0 < 0 < ~ und 1/0 nicht ganz ist, abet . . . . . . . . . . . .  ganz ist, so gilt 

1 - .  0 [~  l 

i - - ! V f  = ~ 
1 

0 1 
Denn, weun die ganze Zahl . . . . . . . . . . . .  1 . . . .  ]-- glcich n gesetzt wird, so er- 

gibt sich 

i- - F -  i . . . .  - L i -  

1 
(n muss > 2  sein, weil 0 nicht  ganz ist.) 

1 0 
Sa tz  VI.  Wenn 0 < 0 < 2 und ] / 0  nicht ganz ist und ebenso ................. nicht 

1 
ganz ist, so gilt 2 < 0 i < l.  

1 
. . . . . . . .  gesetzt wird, so ergibt sicb aus (A) (vgl. Wenn niml ich  wie oben 0 1 4- r 

den Beweis beim Satz IV) 

1 1 " 

d . h .  
1 - 1 : 

0 i =  [ ~ - - [ ~ ] . l  (1 + w - - 1 - - [ e o ] ) =  ( c o -  [w]) [~0--2- [ ; ] ]  " 

0 1 
Da . o ] l l  w- - [w]  nicht ganz ist, so ergibt sich sofort 

1 
I _ t ' J  

0~ = (~  - [~]) [~]_ < (~ - H )  [~] 1. 

1 
Da to = 0 - -  1 nieht ganz ist, so liegt o~ - -  [r im In te rva l l  0 < to - -  [r < 1. 
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1 0 
Da fernerhin ~o--[oJ] ~ ist, denn sonst wfirde 1 - - 0  [10] ganz sein' s~ ergibt 

1 
sich in gleicher Weise wie bei dem Beweis des Satzes III, dass 2 < 01 ist. 

Satz VII. (Die Monotonieeigenschaft des Algorithmus.) 

0 
und - 1 ~ 0  nicht ganz ist, so gilt 

1 < 
1 1 

1 
Wenn 2 < 0 < 1 

wo 01 nach (A) de/iniert ist. 
Denn nach (A) und dem Satz I gilt 

1 Weiterhin ist nach dem Satz III 2 < 01 < 1. Nach den ErSrterungen be1 dem 

Beweis des Satzes I i s t  dann 

[~ ) [ ~ ] ]  = [ 1 0 0 ]  und ebenso [~1--- i~l ] ]  = [~-0--1~11]" 

Es ergibt sich deshalb 

l 'o ~-[~11 ~-~ , - o  

weil 

A 

o < 1 ~  <1. 
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1 
Satz VIII.  (Die Monotonieeigenschaft des Algorithmus.). Wenn 0 < 0 < 

und 1/0 nicht ganz ist und ebenso 0 nicht ganz ist, so gilt 

[1o ;ll<[ iil - r , - ~  

WO 01 nach (A) de/iniert ist. 
Unter den angegebenen Bedingungen gilt nach den S/~tzen IV und VI 

wo~=p0] 

= 

1 1 

s + 01 

1 
und wo 2 <: 01 < 1 iSt, Es ergibt sich deshalb 

[ 1 

weil 

denn 

1 - - s O  

O<~o [~1 - < ~  

1 

0 [~l 
ist gem~iss der Voraussetzung, nicht ganz. 

:iiojl 
-1- 1 1 1 

In den bei den vorigen S/itzen auftretenden Ausnahmef/illen, die folgender- 
massen zusammengefasst werden k6nnen, 
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n 
0 - - -  mit  

s n + l  

I. s = l , n > l  

II .  s > l , n = l  

I l I .  s > l , n > l ,  

liegen von vornherein fast-monotone, nicht-abnehmende Kettenbriiche vor. 
Die FMle I I  und I I I  kSnnen wir beiseitelassen, da sie nicht bei der fortge- 
setzten Verwendung des Algorithmus auftreten k5nnen. 

S a t z  I X .  
Gleichungen 

wo allgemein 

Wenn der Algorithmus sukzessiv angewandt wird, entstehen aus den 

_ a l  O1 a2 a3 
s a  1 + 01 '  = a2-~- 02 '  03 - aa + Oa' " " "' 

[ 1[1] a,. = " '1 1 
(0o = 0.) 

ist, eigenttiche, nicht sinnlose Kettenbriiche 

.11 a21+a~l a,I 
Is h / +  la~ I~  + + |~/ 

+ . . . .  

Wenn der AIgorithmus nimmer abbricht, entsteht ein konvergenter unendlicher 
Kettenbruch, der die Zahl 0 darstellt. 

Der erste Tell des Satzes folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass s~mtliche 
Gr5ssen s, al, a2, a3 . . . .  und 01, 03, 0a, �9 �9 �9 positiv sind. Die Konvergenz der 
unendlichen, hier auftretenden Kettenbriiche folgt aus bekannten Kriterien. 
Vgl. z .B.  Encykl. math. Wiss. Bd 1, Tell 1 p. 129. Um den letzten Teil des 
Satzes zu beweisen fiihren wir in bekannter Weise die N~iherungsbriiche 

A~ al l  + a~] 

ein. Dann gilt 

0 = a l l  az]  

. a.~l + ~,.I [ a ~  + [di ( ~ = 1 , 2 , 3 , . . . )  

aa[ a ,  [ A ~ + A ~ - I . 0 ~  

[ a 3 + ' " + ] a , + O ~  B~ + B~_~.O~ 

Mit HiKe der bekannten Formeln 

A , B , - a - -  A , - 1 B ,  = ( - -  1 ) ' - l a z a z a s  �9 �9 �9 a, 

ergibt sich for v = 0 (mod 2) 

A~ A,_ ,  
- - < 0 . < - - -  
B ,  B , - z  
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und fiir v = 1 (mod 2) 
A~-I  A~ 

< O < K '  

da s~mtliche Gr5ssen s, al, as . . . .  und 01, 03, �9 �9 � 9  A~ und B,  (v = 1, 2 . . . .  ) 
positiv sind. Hieraus und aus der Konvergenz der Kettenbriiche folgt 

a , f  a2J 
0 

+ G + G + . . . .  " 

Satz  X. Der Algorithmus (A) au] einer im Intervall 0 < r < 1 gelegenen, 
rationalen Zahl r anoewandt, bricht nach einer endlichen Anzahl yon Schritten ab. 
Es entsteht ein ]ast-monotoner, nicht-abnehmender Kettenbruch. 

Wenn r 1' wo s und n ganze, positive Zahlen bedeuten, liegen, wie 
s n +  

oben bemerkt  wurde, schon vornherein fast-monotone, nicht-abnehmende Ket-  
tenbriiche vor. In  jedem anderen Fall fiihrt der Algorithmus nach den S~itzen I, 
I I I ,  IV  und VI  zu einer Entwicklung 

al I r = ~ +  rl, 

1 
wo s u n d  a 1 ganze, positive Zahlen sind und wo 2 < rl < 1 ist. Schreiben wir r 

als einen irreduziblen Bruch ~, so ergibt sich mithin 
q 

a 1 (q - -  p s) ~91 

P P 

wo 1 < ~ t  < p < q. ist. Wenn 1 - -  ~ 0 1 / 2 0  nicht ganz ist, d. h. PllP nieht der Form 

n 
n-:~ ]~ ist, gibt  der Algorithmus ebenso 

~1 as I 
r 1 =  p = la ~ + r2, 

1 P2 
wo 2 < r2 < 1 ist. Wie oben ergibt sich, wenn r2 = - -  geschrieben wird, fiir die 

Pl 
ganze Zahl Pz folgende Ungleichungen 1 < P2 < Pl < P < q, usf. Schliesslich 
muss der Algorithmus zum erstenmal zu einer Zahl r ,  = p~/p,.-1 der Form 

n 
n + ~  mit  a,  < n fiihren, denn es gibt nur eine endliche Anzahl ganzer Zahlen P 

im Intervall  1 < P < q. Dann liegt eine fast-monotone, nicht-abnehmende Ket-  
tenbruchentwicklung vor. (Der Fall a, = n ist ausgesehlossen, denn sonst wiirde 
schon 

a~] n I n] n + 1 

der angegebenea Form sein.) Die Monotonie der Entwicklung folgt aus den 
Satzen V I I  und VI I I .  
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Satz XI. Der Algorithmus (A) au] einer im Intervall 0 < ~ < 1 gelegenen, 
irrationalen Zahl ~ angewandt, bricht nimmer ab: es entsteht eine unendliche, 
monotone, nicht-abnehmende Kettenbruchentwicklung der Zahl Q. 

Denn, wenn der Algorithmus abbrechen sollte, dann wiirde die Zahl rational 
sein. Die Monotonie der Entwicklung folgt auch hier aus den S/~tzen VII und 
VIII. Vgl. auch Satz IX. 

Satz  XII.  (Die Eindeutigkeit der Entwicklungen bei den irrationalen Zahlen.) 
Jede im Intervall 0 < ~ < 1 gelegene irrationale Zahl ~ liisst sich au] eine und 
nut eine Weise in einen monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruch entwickeln. 

Es bleibt der Nachweis der Eindeutigkeit iibrig. Es sei allgemein 

und 

al ]~_ a~l+ aal a~-ll avl a,,+ll 

al ] § a2 I aa ] 
Isa~ ] ~ + l a ~  + 

a,-,I b,I b,+ll 

a,,+2] + . . .  ad inf. 
+ ] a~.+2 

b~+2[ 
+ ~ + . . -  ad inf. 

zwei Kettenbruchentwicklungen der Zahl ~, wobei s, al, a~ . . . .  a~-i ebenso wie 
a~, a,+l, a~+2 . . . .  und b,., b~+l, b,+2 . . . .  ganze, positive Zahlen derart bedeuten, 
dass 

ax < a 2 < a 3 < . . .  <a~_l und a~-x<a~<a,+l<a~+2 < ' ' '  
und ebenso 

a~_l <=b~<b,+l <=b~,+2 < ... .  
Wir schreiben 

~ =  all a~l a31 a~-il a.I a,§ + ~ + ~ a + ' " + [ a ~ + ~ §  la~+l + 0,.+1 

a l l  a2[ aa]+...+a,-~l, b,I b~+ll 
- I s a ~  + la~ § la--3 ~ § Ib~ + ~ + ~,,+1, 

a,+21 b,+2 I 
wo (cf. Satz IX) 0,+1 = lay+ 2 + " "  und yJ~+l - I b,+2 + " "  gewiss kleiner als 

1 sind. Dann ergibt sich nach wiederholten Reduktionen und Invertierungen 

a~ b~ 

a~+l b~+l 
a~ + b~ + 

a,+l + 0~+1 b.~A-1 § ~O,+l 
d.h.  

1 +  

woraus sich ergibt 

a~+l = b~+l 
a~ (a,+l + 0,.+1) 1 + b~ (b~+l + V~+I)' 

a~ + b~ 
a, . 0,+1 = b~ + b~+l. v2~+1. 

a~+l 
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Hieraus folgt a, = b,., da a~ und b~ ganze Zahlen sind und 

Dr 
0 <  a~+la" - 0 , + l < l  und 0 < b , ~ + l . ~ , . + l < l .  

Ebenso beweist man, dass auch alle folgende n Teilbriiche in den beiden Ent- 
wicklungen je zwei iibereinstimmen miissen. - -  In gleicher Weise wird gezeigt, 
dass auch der erste Teilz~hler sowie der erste Teilnenner eindeutig bestimmt ist. 

Satz XIII. (Die Eindeutigkeit der Entwieklungen bei den rationalen Zahlen.) 
Jede im Intervall 0 < r < 1 gelegene rationale Zahl r ldsst sich au/ eine und nur 
eine Weise in einen ]ast-monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruch entwickeln. 

Die Beweisfiihrung bei dem Satz XII beh~lt auch hier meistens ihre Giiltig- 
keit. 51ur miissen wir die Endlichkeit der beiden Entwicklungen beriicksichtigen. 
Wenn der Abbruch bei dem (v + 2)-ten Teilbruch oder sp~iter einsetzt, beh~lt 
die Beweisfiihrung ihre Giiltigkeit, denn wenn z.B. 0,+1 = 1 ist, so muss av+l > a~ 
sein, und die Ungleichungen 

0 < av . 0 , + 1  "~ 1 
a~+l 

bestehen immer noch. Wenn der Abbruch in beiden Entwicklungen bei dem 
(v + 1)-ten bzw. bei dem v-ten Teilbruch einsetzt, miissen die Entwicklungen 
offenbar zusammenfallen. Wenn der Abbruch in einer Entwicklung bei dem 
(v + 1)-ten Teilbruch einsetzt, kann er nicht sparer bei der anderen Entwick- 
lung einsetzen. Denn aus z.B. 

a, b, 
a, + t b,.+l 

b~ + 
bv+l + ~/)~+1 

b, 
folgt a, = b~ + b,.~l-~O~+i, was unmSglich ist, da die Ungleichungen 

0 <  b~ < 1  b~+~'~ ~+1 

immer noch b e s t e h e n . -  Ebenso kann die eine Entwicklung nicht bei dem 
v-ten Teilbrueh und die andere spiiter abbrechen. 

Es folgt weiter aus den vorstehenden ErSrterungen, dass ein unendlicher, 
monotoner, nicht-abnehmender Kettenbruch nimmer eine rationale Zahl dar- 
stellen kann. Vgl. Encykl. math. Wiss., loc. cit. 

II 

Sehlussgle iehe  m o n o t o n e ,  n i c h t - a b n e h m e n d e  Kettenbri iche.  

Wenn wit den vorliegenden Algorithmus auf die Zahl ~ -  3 anwenden, ent- 
steht die Entwickhmg 

151 151 2921 4601 �9 
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]n gleicher Weise erhalten wir 

Es leuchtet ein, dass die monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruchentwick- 
hmgen VOlt n und 2~  yore dritten bzw. fflnften Teilbruch iibereinstimmen, was 
wir auch Sl)'iiter bestS, tigen sollen. Wir sagen, dass 7e und 2~ ~M-schlussgleich 
sind. Ebenso finder man, wenn y = 0,577 215 664 901 532 8 . . .  die Eulersche 
Konstante bedeutet, 

~, 1 1  61 481 2 1 4 1  2391 , 
: 8 :: Fi3 ~ (6 + 14s + I fi f4 -~ 1589 - ~  " 

und 

so dass g und 4e ~M-schlussgleich erscheinen, was aue.h best~itigt werden kann. 
a tt " Es entsteht die J~ra.ge, wam~ zwei Zahlen ~o und ~ mM-schlussgMeh sind. 

Wir beginnen mit  dem 

Satz  1 : (Notwendige Bedingung.) Wenn zwei im Intervall 0 < 0 < 1 gelegene 
irrationale Zahlen ~f und q) ~M-schlussgleich sind, ~uss  zwischen ihnen eine Be- 
ziehung in der Form einer linearen Substitution 

A ~  ,*- B 

= c v - 7 - b  

getten, wo A, B, C und D ganze Zahlen bedeuten. 
Wenn ~f und F ~'M-schlussgleich sind, gelten folgende Beziehungen 

und 
bl I b21 : b31 ~ b~',l 

wo die Entwicklungen monotone, 
den Bezeichnun~en 

A ~ , =  % !  ,_ o~l "~l + . . . ~  . . . .  
B,,~ I sa~. [a~ + ]aa Ic~., 
bZW. 

-T 

mcht-abnehmende Kette~)br/iche sin& Mit 

, , , ,  bxl b~l ~,~1 b . - i l  
u n d  f l , i - i  = l  ~ bl .4- ID ~ @ID3 +.. .  4- I G - 1  

crhah,~n w~r ,,~J. den Beweis beim Satz IX,  Tell I) 
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A m  I " r i- A m  ( l n - - l '  (D + Ct~ 

wor, us sieh ergibt 
- -B . , -V  + A., (IJ ~ . . . . . . . . . . . . . .  

B,,, ~ �9 V - -  A ,, _ i 

und mithin 

d .  h .  

- -  B , ,  . Va -!- A, , ,  

- -  B, , , .V ,  + A,, ,  f i , , . 1  + f i ,  
B ~ , - I  " yJ :-- A~,,- i 

( a , , .  B . , -  ~ - - -  u . _  1 " tL, J ~ ~ a , , - t "  A . ,~  - -  a , , -  A , , ,  1 

q" ( t ~ , ~ . B , , , : . ~ - - / 5 , , _ ~ . B , , , ) W ? f l , ,  ~ . A , , , - - - f i , , . A , , ~  , 

E:; gilt folglie, h 

WO 

A v + B  
c r  C - i +  ~ D '  

A = a , ~ ' B m - 1 - -  an t ' B m  

B = u ,  l ' A m - - a n ' A m - 1  

C - / ~ , t  B i n - 1  - ' - / ~ n - - 1  � 9  

D = 3.-1" Am --- fl,~' .t,,,--j 
ganze Zahlen sind. 

Es sei bemerkt, dass die Substitutionsdetenninante 

IA, B I 1)m+,. A = C~D = (-- a l a 2 a . 3 . . . a ~ ' b l b 2 b 3 . . . b , ,  

ist. 
Es bleibt die Frage hi)rig, warm eine gegebene lineare Substitution 

A~f+  B 

mit ganzzahligen Koeffizienten A, B ,  C und D eine irrationale Zahl ~/, in eine 
,~IM-sehlussgleiche Zahl ~v iiberfiihrt. Man sieht sofort ein, da.~s die t,h+,~ durch- 
gefiihrte Betraehtung nieht nur fiir eine veremzelte lrr'mon,dzahl (o ~:ih so,> 
dern fiir siimtli(.he Irrationalzahlen im Intervall 

. g ~ ! , n  _ < (,> < l ,  

wo gm,~ die grSsste der Zahlen a, ,  u,d  ~,, lmdeutet. Wir k6mlen daher das 
Problem folgendermassen prgzisieren: 
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Es sei 
AyJ+ B 

eine gegebene lineare Substitution mit ganzzahligen Koe]]izienten, A D -  B C ~ O. 
Es sei /erner 

al [+  a21 aa] am[ 
(a) ] S a 1 ~ + ~a + "  + ]a~ 

der gegebene An/ang einer monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruchentwicklung. 
Unter welchen Umstdnden ist es dann m5glich einen anderen solchen An]ang einer 
monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruchentwicklung 

bl[ b2[ ba[ b,,] 
(b) l tbx + Ibe + Ib~ + " "  + I bn 

so zu bestimmen, dass jede Irrationalzahl y~ in dem Intervall, dessen Grenzpunkte 

und 

a m [  gm, n ] al ! + a~ l aa ] ~ . . . -, + 

_ _  d , .  I a l l + a ~ [  a3] , . . . + _ _ ~ .  
[sa 1 ~ + laa ' lain + 1 

sind, dutch die Substitution (S) in eine mit y; ~M-schlussgleiche Zahl q~, dessen 
An]ang dutch (b) gegeben ist, iiber]iihrt wird? Dabei bedeutet gm,,~ die grSsste der 
Zahlen am und bn. 

Es gilt der Satz 2: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung /i~r die L&barkeit des vorliegenden 

Problems kann /olgendermassen /ormuliert werden: 

1. Aus dem Gegebenen berechnet man die Zahl 

WO 

- 4 V  +B 

C ~ + D  

Am al I+ a~[ a3[ ant[ 
Bm ]sal l a 2 + ~ a + ' " + l a m "  

Dann soll die Bedingung 

(A) 0 < r < 1 

er]i~llt sein. 
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2. Die ge/undene rationale Zahl r wird dann in einen Kettenbruch /olgender 
Form entwickelt 

b~l b~l b~l b~-~l b~l 

wo t, bl, b2, b3 . . . .  b,~-l, bn game positive Zahlen bedeuten, dergleiehen dass 

bl < b2 < b3 < "'" < bn-i <= bn. 

Dann sollen ]olgende Bedingungen er/i~llt sein 

~ A m - i ~ 4 .  B 
b~ I b2l bal ... b,~-2l bn-xl A ~Bm-1]  ' 

lAm-q (B) ]tbl + ~ + ~ + + ~ + ]bn-1 C ~B,.-I] + D 

und 

(c) b. + 
ion-1 

WO 

+ 

tA~_q ' 

Am-a _ al l +  a~l aal am-,I 
Bin-1 I s al ~2 + I-a3 + "'" + lain-l" 

Was zun/ichst die Notwendigkeit der Bedingungen betrifft, so setzen wir vor- 
aus, dass 

b~l b~t b~l b l l +  + + . . . + - -  

der Anfang der monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbruchentwicklung jeder 
Zahl 

A y J +  B 
Cy~+ D 

is~, WO 

all a~l a~l aml 

eine Irrationalzahl in dem Intervall.bedeutet, dessen Grenzpunkte 

und 

a~l ~31 a~l a l l +  + + . . . +  . . . .  + 
Isal ~ ~ J~. 

am o I 
Igm, n + 1 

a~l a~l a~l a~ I 
[ s a l + ~ + ] ~  + ' ' ' +  Jam+ 1 
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sind. Hierbei bedeutet gm, n die grSsste der Zahlen am und bn. Welter soil die 
Entwicklung der Zahl ~ '~M-schlussgleich mit der Zahl ~ sein, d.h. die Beziehung 

A ~ + B  b~l b~l b~l b.I 
q~ C ~ + D  i~-b; + I~ + ~ + + I~ + ~  

soil gelten. Es sei bemerkt, dass aus der Voraussetzung betreffs ~ folgt, dass 

gm,~ < o < l ,  d .h ,  1 <  1 < 1  + 1 - -  - - 7  
gm, n + 1 oJ gm, n 

so dass der erste Teilz/ihler bei der Entwicklung von o in einen monotonen, 
nicht-abnehmenden Kettenbruch > gin, n ist. Die Entwicklungen von ~ und 
werden dann tats~chlich monotone, nicht-abnehmende Kettenbriiche. 

Nach dem Beweis des Satzes 1 ist dann 

a."  B ~ - I  - -  a . - l "  Bm = A k 

a n - l "  Am - -  an" A m - 1  = B k  

ft." Bra-1 - -  f in- l"  B m =  C k 

f l , , - l" A m  - -  ft," A m - 1  = D k ,  

w o k  eine Konstant~ ist. Dann ergibt sich 

A + B ~2(~.'Bm-x-- ~.-l'Bm) + ~.-~'Am-- ~.'Am-t 
r - -  

o ~ + v  Bm(~..B~_I ~.-i. Bm)+~.-~.Am--~..Am_~ 

= o c . ( A m . B ~ - I - - A ~ - I - B m )  ~,~ 

~.(Am" Bm-i -- Am-~" Bm) p. 

bll b,I b31 b.-~l b.I 
= I tbl  + V~ + ]ba +""  + ~ + lb. '  

d.h.  die Bedingung (A) ist erfiillt. 
Weiter ergibt sich 

A / A m - l ~  
~ B m - x l  -b B 

~Ara-1 I 
(J \Bm-~] ~ D 

Die Bedingung (B) ist 

A m - 1  (~Xn" B i n -1  - -  ~Xn-l" B~)  + oc,,-1" A,,, - -  ~,~" A ~ - I  
Bm - 1 
Am-1 
Bin-----1 (~n" Bin-1 - -  f in--l" Bin) d- f i n - l "  Am - -  fla" Am-1 

~. -1  (A~ B ~ - I  - -  A ~ - I  B . )  e . -1  

~n--1 (Am Bin-1 - -  Am-1 Bin) ~n--1 

b,l + b~l b~l b.-~l 
Itb, g Q + f ~ +  +lb.'~" 
mithin erfiillt. 
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Ebenso ergibt  sich 

C IB,n + D  

ta.-q C, ~Bm-1] § D 

Am 
~m(fln. Bm-l  - -  fln-x. Bm) + f ln- , .  A m - -  fl,i" A,n-1 

Am-1 
Bin-1 (t~n" Bin-1 - -  ~n-a" Bin) § fin-l" Am - -  fin" Am-1 

B,n-1 fl,~(A~ Bin-1 - -  Am-1 Bin) 
Bm fln--i (Am Bin-1 - -  Am-1 Bin) 

B,~ f l . - l "  

Es gil t  aber  (cf. O. PERRO~: Die  Lehre von den Ket tenbr i ichen ,  Leipzig und 
Berl in 1929, p. 12) 

und ebenso 

Bm a~[ a~-~[ aal a21 

_ b. I b . - i l  b,I b,l  

Die Bedingung (C) is t  mi th in  erfiillt.  

Wir  wollen j e t z t  zeigen, dass die Bedingungen hinreichend sind. Wi r  setzen 
mi th in  voraus,  dass die Bedingungen (A), (B) und  (C) erfii l l t  s ind und miissen 
dann  folgendes nachweisen:  F i i r  jede I r ra t iona lzah l  

al I A_a21 a31 am[ +oJ 
v2 = l~-a- 1 [a t- ~ a  + ' ' '  + ]a ~ 

in dem In te rva l l ,  dessen Grenzpunkte  

al I § as [ aa I am I gr~, n I al I as I aa I ~_ am I 
I sa ;  [ a 2 + ~ - a + ' " + ~ §  u n d [ s a l + i ~ + [ - ~ 3 '  " ' §  1 

sind, gilt, dass  die e indeut ig  bes t immte  monotone,  n ich t -abnehmende  Ke t t en -  
bruchentwicklung der I r ra t iona lzah l  

A ~ v +  B 

die folgende ist  

1 Die hier auftretenden Entwicklungen fiir Bin~Bin_ I und fin~fin-1 sind fiir Sax = 1, bzw. 
t b 1 -- 1 monotone, nicht-wachsendo Ket~enbriiche und fiir s a 1 > 2 as, bzw. t bl > 2 b2 fast- 
monotone, nicht-wachsende Kettenbriiche. Die fraglichen Kettenbriiche habe ich in einigen 
Schriften behandelt. (Cf. Arkiv f6r matematik, astronomi och fysik, Bd 31 (1944) und Bd 34 
(1947), und Arkiv f6r matematik, Bd 1 (1949).) 
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q ~ = [ t b l + l  b, +[b~ + ' " + N  +~~ 

wo fiir die Zahl ~o ihre monotone, nicht-abnehmende Kettenbruchentwicklung einge- 
setzt wird. - -  Wie oben wird gezeigt, dass die Entwicklungen yon ~o und ~ unter 
den gemachten Voraussetzungen tatsachlich monotone, nicht-abnehmende Ketten- 
briiche werden, so dass ~0 und q0 dann in der Tat ~M-schlussgleich sind. 

Der Beweis gestaltet sich folgendermassen: Aus 

al I a21 aa [ am l + eo ~ ~  l a 2 + ~ + ' " +  la~ 

folgt wie oben bei dem Beweis yon dem Satz 1 

Dann ergibt sich 

A~o+ B 
q)-  C y~ + D 

Am-1 ~ + Am 
~P= Bm-l  o) + Bin" 

Am-lrO + Am 
A + B  

Bin-1 o9 + Bm 

C" Am- l  o) + Am 
Bin-1 o +Bm + D 

= o (AA~_~ + BBm-1) + AA~ + BB,n 
eo(C, Am-1 + DBm-1) + CAm + DBm 

AAm-1 + BBm-1 AAm + BBm 
CAm-1 + DBm-1 CAm-1 + DBm-1 

m+ 
CAm + DBm 

CAm-1 + DBm-1 

~Bm-l] + B 
(.0 

~ m m - l ~  
C ~B~-I] + D 

(A.) (A.) 
A Bm + B  C Bm +D Bm 

+ 

C Bm + D  C \ B m _ l l  +D 

co+ 

(Am) 
C B m + D  Bm 

~A~-I] Bm-1 
C ~Bm-1] + D " 

Nach den Bedingungen (B) und (C) wird dann 

A~o+ B 
~ - C y , +  D 

~n -- 1 O~n ~n 
~ + 

(Xn--1 (D @ ~(n 

~n 1(.0 -b ~n 

336 



A R K I V  F O R  M A T E M A T I K .  B d  1 n r  2 3  

bl 1.~  + 2_ . . .  + 

Itbx Ibz Ibz Ib,, 
+ r  

kann aber folgendermassen geschrieben werden (vgl. den Beweis bei dem Sat, z 1) 

woraus sich ergibt 

.-1 y~ + B 
~ - C ~ v +  D 

( / n - 1  O) -{- ~ n  

/3,,_ ~ o~ + fl,, 

b x l  ~ + . ._ + . . . .  ~_ + _ 

: l t b ,  1 ~  II,~ ib,, <o. 

Entwicklungen der im Satz 2 angegebenen Form 

bl [ q b2[ b3i bn-l]  bn] 
l tt , ,  Ib~ -~ tt,:, ~' . . . .  ~ Ib,,-~ + If),, 

kSnnen aus der fast-monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbrucheutwickhmg der 
Zahl r 

c1 ] C2I, C3] c,.[" l ]  
--- z- -~  . . . .  ~ 4-  - -  

mit c,. > c,._1 in zweierlei Weise erhalten werden: entweder 

cl [ c2[ c a ] + . . . + c , . - - l ]  c,.]_Lc,.+,[ mit c,.+l>c, ' 
r = l u ; ;  + It,., + Ic~ Ic~,._~ + Ic,, ' I ~ . ~  

oder 

c~] c21 c3l c,,-~] c , - - l l  c , , - - l l + c , _ . . ~ 2 _ ! m i t c , . + , , > c , _ l .  
" = [;,c~ + ic2 -~ Ic3 + ' + iC;-1 + ]c~- - - i  + i - Z - - i  Ic~+~ 

Andere Entwieklungen dieser Art gibt es nicht. 

Wenn ins besondere die lineare Substitution ganz ist, d .h.  C = 0, so ver- 
einfachen sich die Bedingungen des Satzes 2 in folgender Weise: 

(A) 0 < A A,,~ B 
D B . + ~  < 1  

(B) .Itb~ + N~ + lb3 + "  + lb.-;  + (b.-_-I = D ' B ~ - ,  + D 

bn ] bn-i[ 541 ba] be ] am ] 

+ Ih,n-.2 + + la~  ' i S a l "  
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Noch einfacher werden die Bedingungen, wenn A > 0, B = 0, C = 0 und 
D = 1, d .h .  die Substitution yon der Form ~ = A-y~ ist. Dann ergibt sich 
fiir m > 3 und n > 3 

a2[ aa] aml < ~ 
(A) ~ s ~  + ]a~ +Vaa + . . . .  ~[~,~ 

(c) b~ + ib~_l+ +.. + ~  + ~ :  

am I am-l] 
a= + [amZ + [a~----2 + 

am[ am-ll 
+ ~aa! + ]sal 

mit der als Definition der by dienenden Gleichung 

b~l§ b~l b=::l b=-~l b=l 
itb-x ~ + I:b3 ~' . . . .  + {b~--~ + Ib~-~ + ~ 

~ A [  a ~ l+a 2 1  aal am]~ 
~]sa I I ~  + ] ~  +"" + ~m]" 

Denn die Bedingung 
schrieben werden 

(B) in dem Satz 2 kann jetzt  in folgender Weise ge- 

fl,,-1 1 Bin-1 
�9 n-1 A Am-1 

Die als Definition dienende Gleichung gibt 

A m  (Xn _ A 

fin Bm 

Die Bedingung (C) in dem Satz 2 kann in folgender Weise geschrieben werden 

[~n Bm 
3.--1 Btrt-1 

Durch Multiplikation dieser drei Gleichungen erh~lt man 

Otn Am 
~n--1 Am-1 

Durch Induktion kann bewiesen werden, dass 

bzw. 

"n--1 jail-1 ~- ~ -~- ''" -~- [b 3 ' ]b$ 
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Mithin ergibt sich die speziel[ere Bedingung (B) oben. - -  Es sei bemerkt, dass die 
vorstehenden Bedingungen (B) und (C) die Existenz yon mehr/achen Ketten- 
bruchentwicklungen der in Rede stehenden Art fiir die entsprechenden Zahlen 
fordern. (Cf. loc. cit.) 

Yerwenden wir das in dem Satz 2 ausgedruckte Kriterium auf die Substitu- 
tion (S) mit A = 2 ,  B = 0 ,  C = 0  und D =  1, d .h .  ~0 = 2% und a u f d e n A n -  
fang (a) mit m =  2, a l =  15, a2 = 15 und s = 7, so erhalten wir r = 15/53, 
d .h .  die Bedingung (A) ist erfiillt. Ferner gibt die fast-monotone, nicht-abneh- 

mende Kettenbruehentwicklung der Zahl r, r = ~ + ~ + ~ + , zwei Reihen 

yon Entwicklungen (b) 

11 11 71 hi  11 11 61 61 bsI , = ~ + ~ + ~ + ~  unO ~ = ~ + ~ + ~ + ~ + l b ~ "  

Die Bedingung (B) wird nur fiir die erste Reihe erfiillt. 
gibt dann 

71 11 151 
b, + + ~ + [~ = 15 + I10~ 

Die Bedingung (C) 

und mithin b4 = 14. Jede Irrationalzahl yJ in dem Intervall, dessen Grenzpunkte 
16 

[-105 1 1 5 + ~  1801 . . . . . .  0,1415929 

sind, hat die Eigenschaft, dass die monotone, nicht-abnehmende Kettenbruch- 
entwicklung yon 2 y~ ~M-schlussgleich mit F ist. Die Entwicklung von 2 y~ be- 

ll 11 71 141 
grant mit [~ + [~ + [~ + 114" Die Zahl . ~ -  3 gehSrt diesem Intervall. 

MSglicherweise kSnnen die monotonen, nicht-abnehmenden Kettenbriiche und 
ihre entsprechenden Intervall-Transformationen bei einer kiinftigen Theorie der 
transcendenten Zahlen von Nutzen sein. 

Tryckt den 22 september 1950 

Ui)psala 1950. Almqvist & Wiksells Boktryckeri AB 
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