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Sur les fractions continues monotones non-d~croissantes 

p~riodiques 

Par FOLKE RYDE 

Soit donnde une fraction continue de la forme 

all a2] a31 aml 

17aa, +ia2+ + + ' 

off s; al, az, a3 . . . .  am, . . .  sont des nombres entiers positifs tels qu'on ait 

a l  ~ as  < a3 < ~ am < ' "  . 

Dans un mdmoire prdsent4 ~ l'Acaddmie des sciences de Stockholm 1, j'ai trait6 
cette classe de fractions continues sous ]e nora de ~factions continues mono- 
tones non-ddcroissantes. 

Les fractions continues monotones non-ddcroissantes sont p&iodiques si et 
seulement si tous les nombres a, sont dgaux pour tous les  indices n s partir 
d'une certaine valeur N. ]~videmment chaque fraction continue monotone non- 
ddcroissante pdriodique repr~sente une quantit6 irrationnelle quadratique r~elle. 
Mais le probi~me inverse prdsente des difficultds singuli~res. Le r~sultat le plus 
precis que j'ai obtenu dans cette direction est contenu dans le th~or~me suivant: 

Soit donn$e une $quation quadratique irr~ductible P O2+ Q O + R =0, dent les 
coe/]icients P, Q et R sont des nombres entiers sans aucun ]acteur commun et 
dont l'une des racines, soit 

satis]ait d la condition 

V Q ~ - - 4 P R  Q 
2P  2i 5' 

O< V Q 2 - 4 P R  Q < 1 .  
2 P  2P 

La condition ndcessaire et su]]isante pour que l~ developpement uniquement d$- 
termind de 0 sous la /orme d'une ]faction continue monotone non-ddcroissante soit 
pdriodique, c'est-d-dire qu'on ait 

Eine neue Art  monotoner Kettenbruchentwicklungen, A r k i v  fSr m a t e m a t i k  B d  1. Nr  22 
(195o). 
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F. RYDE, Sur les fractions continues monotones non-dgcroissantes pgriodiques 

I/-Q 2 - -  4 P R Q a l [  a2 ] aa I 
2 P  2 P - I s a 1 + i a - ~ +  ld33 + ' ' +  

am-~l am-ll aml '~1, '~1 
+ l a~--2 + Jam-1 + lain + I~ -~ I-~ + '  

O~ 8; al, as, a a . . . .  am-z, am-l, am et ~r sont des nombres (mtiers positi]s tels 
qu'on ait 

al ~ as <~ aa ~ .. .  <= am-2 ~ a m - 1  ~= am ~ G, 

est que 

1. a soit contenu dans rensemble des nombres entiers 

2 1 - n "  T n  + 2 

oiz n e s t  un  nombre entier positi/ et oit (T; U) est le syst~me des solutions les plus 
petites positives de l'~quation de Fermat-Pell, t 2 -  Du  z=  4, oz~ Q z _  4 P R  = S ~ D, 
S z dtant le /acteur entier carrd le plus grand qui est contenu dans Q 2  4 P R ;  

2. am-1 et am d~pendent de P, Q, R, s, a~, as, a a . . . .  am-2 et (r de la mani~re 
suivante 

+'(E2--E1)" 2 i /  ~(~ + 4) 
am--1 = 

et 

et 

et 

E1 E2 (p  ~2 + Q ~ + R) 

P E1 ~2 + Q (El + E~)~ + R E~ 

am= 2 - - 1 /  Q2 4 P R  . (E __E1)~  

a31 a.,~-21 
+ = I~all + ~ + ~ +"" + [~;__~ +1 

1 [ am-2[ aa[ as[ 
El  = 1 +  ~ + [am_a +" + l a z + l s a l  

1 I a~-zl aa[ 1 
E~. = 1 + ~ + [-am~ + " + l a--~" 

Dans le cas oiz m = 2 les expressions ci-dessus se simpli/ient en 

J" R e m a r q u o n s  ici qu ' on  peu t ,  en  p a r t i r a n t  des  express ions  ci-dessus de am_ 1 e t a  m, ob- 

ten i r  des express ions  de a m e t  a en P ,  Q, R ,  s, al, a2, aa . . . .  am_ 1. 
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et 

a 1 

2" (a + 4) + R s  

,s) 

a s =  2 - -  2 -  4 P R "  + R s  �9 

D e  m~me, pour m = 1 les conditions correspondantes deviennent 

al 
2 ~ f  a (~ + 4) 

= R . . . . . . . . . .  Q + R s  R .  Q2 4 P R "  

2 

Pour d4montror la ndcessitd des conditions, supposons que le nombre entier 
positif Q 2  4 P R  contienne un facteur entier carr6 S ~ et que S 2 soit le facteur 
entier carr6 le plus grand qui est contenu dans Q u _  4 P R .  Posons Q 2 - - 4 P R  .... 
- S 2 D  e~ consid~rons l'~quation diophantienne de Fermat-Pell 

(1) t ~ - -  D u  2 ~ 4. 

D'apr~s la th6orie g6n6rale de cette 6quation il existe une infinit4 de solutions 
en nombres entiers positifs t et u, et on les obtient routes par l'~quation 

oh 1', U est la solution la plus petite en nombrcs cntiers positifs et o[t l 'exposant 
doit parcourir t~ms les nombres enticrs positifs. Ainsi nous obtenons 

En  ~liminant D par suite de la relation D = ( T 2 - - 4 ) / U  2 nous obtenons 

+ T n-  ~ ( I '  - 2) 2 (T  + 2) ~ + " 1  ~ 

De mgme, en gliminant D par suite de la relation D = (t 2 -  4 ) /u  2 nous ob- 
tenons que le nombre Q ~ - - 4 P R  = S2D peut s'6erire 

S ~ S 2 S 2 Q~--4PR:=S2.D ~ ~ ( t ' - - 4 )  = ;~  { ( t - -  2) ~ + 4 ( t - -  2)} ~ -~v(v+ 4), 

oh 
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F. RYDE, Stir les fractions con t inues  monotones  non-ddcroissantes pdriodiques 

,2.., v=t_2  l 

- 2 .  

II s'ensuit que le nombre 0 = ( V Q 2 - 4 P R - Q ) / 2 P  peut s'6crire 

0 V Q ? - - - 4 - P R - - Q  S V v ( v + 4 ) - Q u  2 S 0 ) + S v - Q u  
2 P  2 P u  2 P u  

or, 0) = ( V v ( v  + 4 )  - v ) / 2 .  
Employons maintenant le th6or6me suivant que j 'ai d6montr6 ailleurs: 1 (, Soit 

donn6e une substitution lin6aire 

~ 0 ) + f l  
2o- + a' 

dont les coefficients ~, fl, y e t  J sont des nombres entiers quelconques avec la 
seule restriction que : r  fly r 0. Soit aussi donn6e une 6quation quadratique 
irr6ductible p0)~+ q w + r = 0, dont les coefficients p, q et r sont des nombres 
entiers sans aucun facteur commun, d'ailleurs quelconques avee la seule re- 
striction qu'entralne la condition d'irr6ductibilit6. Cela pos6, on peut toujours 
d6terminer - et d'une infinit6 double de m a n i g r e s -  une autre substitution 
lin6aire (A0) + B)/(C0) + D), dont les coefficients A, B, C et D sont des nombres 
entiers tels que l'6quation quadratique donn6e peut s'6crire sous la forme 

a 0 )  + fl = A 0 )  + B 

~ o  + ~ C0) + D "') 

En vertu de ce th6or~me l'6quation 0)2+ v0)=  v, qui est satisfaite par 

peut s'6crire 

Vv 2 + 4 v -  v 

2 

2S.o~ + S v - Q u  _ Ao~ + B 

0.0) + 2 P u  Ceo + D ' 

oh A, B, C et D sont des hombres entiers, et, par cons6quent, le nombre 

0 = V Q g " - 4 P R - Q  2 P peut touiours s'exprimer et d'ailleurs d'une infinit6 double 

de mani6res sous la forme 0 = ] / ~  - -  4 P R - -  Q _ A w + B et cela pour route 
2 P  C o  + D 

X Les quantitds irrationnelles quadratiques et lee substitutions lindaires. Arkiv f6r mate-  
mat ik .  B d  1. Nr  15 (1949). 
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valeur donn~e de w = ~ (]/V (v + 4) - -  v), off v est un nombre entier positif arbi- 
trairement choisi parmi l'ensemble des hombres entiers positifs (2"). 

Quant aux coefficients A, B, C et D nous obtenons les relations suivantes 
(3) en identifiant les ~quations 

2Sw + S v - - Q u  A o  + B 
et eo 2 + v ~ o = v :  

2Pu  Co  + D 

(3) 

d'oh d~coule 

(3 A) 

et 

d'ofi par  (3 A) 

I 
C ( S v - - Q u ) - - 2 P u A  + 2 S D  
- -  2SC =v  

D ( S v - - Q u ) - -  2 P u B  
2SC - -  = --v ,  

D = PU~ " A + Sv  + Qu" 

Sv S v - -  Qu D, B=p.C+ 2P " 

Sv  S v - Q u ( ~ . A  + S V + Q u  c )  
B = Puu" C + 2Pu  2S " 

S v - - Q U . A  + ( S v  S2v2--Q2u2~ 

= + YpuS I ~  

S v - Q u  A + S2V(V + 4)--Q2u2 
�9 . C  

2S 4 P u S  

S v - - Q u  A + S2Du2--Q2u'~ 
�9 ,C 

2S 4 P u S  

~ V  - -  Q U  U 2 
= 2S . A + ~ ( S  D- -Q2) .C  

et ainsi 

(3 B) 

S v - - Q U . A _  u_u__.4PR.C 
2S 4 P S  

B = Sv'-QU.A--::~.~" C. 
2 8  
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F. RYDE, Sur les fractions continues monotones non-ddcroissantes pdriodiques 

I1 s'ensuit que le nombre 0 = ( V ~ - 4 P R -  Q) /2P  peut toujours s 'exprimer 
sous la forme 

~ ....... A w + S v - - Q U . A _ R s u _ .  C 
0 = }'Q z-4pR--Q-Q = A~o_+B = 2S 

' S S v + Q u c  2 P Co) + D Co) + �9 A + - - ~  ~ 

d'oh 

A 
(4) 0 = �9 

C 
o ) + - -  

S v - -  Qu R u  C 
2 s  - - ~ ]  

P u  A Sv + Qu' 
s 0 + 2 s  

oh o = �89 (Vv(v + 4) - v), v ~tant donn6 par (2"). L'expression (4) peut 8tre 
modifi6e de la mani~re suivante. Nous avons Q ~ - - 4 P R  = S2D et v(v + 4) = Du 2, 
d'oh l 'on conclut que 

f i  , , (v  + 4) u 
/ Q2:C~p)~- 

1 / -  v ( v + 4 )  
(Remarquons en passant que le nombre --[// (~2 - -4P-R  est rationnel.) 

obtenons 

V - [ /Qv~(v+4)  R l f -  v ( v + 4 )  q. V 
4 P R  " V - Q ~ = 4 P R  

O)-b 
A 2 A / C  

(4') o = . c ] 4) 

c o +  2 + P l / ,  @ - -  ~FR" O 

Nous 

Supposons maintenant  pour d6montrer la n~cessit~ des conditions du th~or~me 
~nonc~ que le d~ve]oppement de 0 =  ( ] / - Q 2 - - 4 P R - - Q ) / 2 P  en fraction con- 
tinue monotone non-d~croissante soit p~riodique, c'est-~-dire de la forme 

o = V ~ - 4 P R - Q  at] a21 a3[ 
2 P  = Isax + [ ~ ,  + [~3 + ' ' ' +  

a.,-~l a,.-il ~ '~1 ~1 
+ l~m~ + ~ + _ _  + i~ + ~ + ' ;  

off s; at, a,, a3, . . .  "~--e, ~,~-1, a.~ e~ a ~ont des erfiers positifs tels qu'on air 

al <= a~ <= aa < ... < am_2 <= am_l ~ am <= a. 

D'apr~s la tMorie g6n4rale des fractions continues nous pouvons ~crire 
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(5) 0 :  | /Q~--4PR--Q :A~,+Am-~'�89176 + 4 ) - - 0 )  
2P B,, + B,n-~" ~ (Vo(o-~--4i_ o) 

o~t 

et 

A~ 
Am_, + (V~;-(o + 4) - o) + A;;5, 

B.~ _ 
B , . - 1  � 8 9  + Bin-1 

A., all a2l aal am-2l a=-l[ aml 
B '~= isal + la~ + ~ + " "  + ia~_-2 + la;n_x + [a~ 

A.~-I all a2l aa[ a.~-2] am-l[ 
B, ._ ;  = l sa ,  + ~ + ]a~ + ' ' ' +  [am_2 -}- ]am_l ' 

car la quantit~ positive 

ol ol 
: I~ + l-~ + 

,satisfait ~videmment h l'~quation quadratique x2+ o x = 0. 
En identifiant les expressions (4') et (5) de 0 nous obtenons 

{6) 

2Am 
A , . _ ,  V o  (o + 4) - -  o + A--=--:~ 

2 B~ 
Bin-1 Vo(o + 4)-o-+- Bin-1 

A 
V~v + 4) ~ Q ~ / / Q~ -- 4PR A/C 

1/ v<v++ 1/ v<v++ Vv(v+4)+Q.  Q~--4PR +2P / Q~:--4i'--R':C 

En posant 

K Am-1 
Bm-1 

A 
C 

M= - -a+  2A~ 
Am-1 

2B~ 
N = - - a +  Bin---1 (M~N)  

415 



F. RYDE, Sur les fractions continues monotones non-ddcroissantes p&iodiques 

M I = - -  Q + 2R.  Q2 4 P R  

( .~Vl= Q+ 2P.  QV(v4p  R ( M i e N 1 ) ,  

oh routes les expressions sont rationnelles, l '~quation (6) se simplifie en 

d 'oh  d~coule 

et par  suite 

Va(a ~--4) + N 

Vv(v + 4) § M 1 

k V v ( v  + 4) + N~ 

M - -  N M1 - -  N1 
K + K .  = k + k "  

V a ( a + 4 ) + N  V v ( v + 4 )  + N 1 

K + K ( M - - N ) ( V a ( a  + 4 ) - - N )  = k + 
a (a + 4) - -  N 2 

On en d~duit 

k(M~--N1) (Vv(v + 4 ) - - N ~ )  

K ( M - - N )  . V a ( a  + - 4 ) -  k ( M 1 - - N 1 ) 2 . V v ( v + 4 )  = 
a(~ + 4 ) - N  ~ v(~:~ 4) -~1 

K N (M - -  N) k N1 (Mx - -  N~) 
= k - - K +  

( a + 4 ) - - N  2 -  v ( v + l ) - - N ~  

En  observant que l 'expression h droite est rationnelle tandis que l 'expression g 
gauche est irrationnelle, ~ moins qu'elle ne soit nulle, nous obtenons que le nombre 

Va  (a + _4)) dolt ~tre rationnel, soit = P,  oh p e t  q sont  des nombres entiers 
Vv(v  + 4) q 
positifs sans aucun facteur commun. Cela pos6, nous obtenons 

~p2 
(a + 4) = (a + 2) 8 - -  4 = q~- ((v + 2) 3 - -  4 ) .  

Mais (v + 2, u) est une solution de l '~quation t 2 -  4 = Dug".. I1 s 'ensuit  que 

p~ u~ 
( a + 2 )  2 - 4 =  q8 "D- 

En observant  que l 'expression ~ gauche repr~sente un nombre entier, nous ob- 

tenons que p u dolt ~tre aussi un nombre entier. E n  effet, nous avons suppos6 
q 

que le nombre D ne contienne pas de facteur cart& Par  consequent, q ne peu~ 
pas contenir de facteur qui n 'ent re  pas comme facteur en  u, car au cas con- 
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traire D doit contenir ce facteur doublement, ce qui est impossible. Il s'ensuit 
que (a + 2, pu/q) est une solution de l'6quation (1) de Fermat-Pell et, par con- 
s6quent, a est contenu dans l'ensemble des hombres entiers (2"). 

Nous pouvons donc fixer la valeur du nombre v e n  le posant 6gal ~ a. 
Observons de plus que les nombres entiers A et C dans l'expression (4') sont 
encore ind6termin6s. Ainsi nous sommes en droit de fixer leurs valeurs de la 
ma,ni~re suivante A = 2SAm- l ,  C = 2SB~-1 ,  d'oh 

(7) A Am-1 
C Bm-1 

A Am-1 
En abr6geant nous posons C - Bm-1 ~b. Alors l'6quation (6) peut s'6crire 

- -  2Am Va(a + 4 ) ( Q  + 2 ~ )  
Vo(  + 4) + A- -2 : i  - -  - -  

2 Bm Va(a  + 4) + (Q + 2 P @) r '  
Va(a  + 4 ) - ~  + Bm-~ 

1 /  + 4) 
oh r = VII  Q~---4PR d6signe un nombre rationncl. De cela d6coule 

( V a ( a + 4 ) .  r ( Q + 2 P @ ) +  Am-1 Bin-1 + r  Q +  

Am-l] (Q + 2P@) Bin-l] 

En observant que l'expression s droite est rationnelle tandis que l'expression 
s gauche est irrationnelle, h moins que la parenth~se dans l'expression h gauche 
ne soit nul]e, nous obtenons 

Bm 
(8) Bin-1 
et 

Am r 
Am-1 

(p@2 + Q@ + R) 

(9) Am-l" (Q + 2P~)  + B--~-I" Q + - -  = ~" (p@2 + Q~ + R). 

Remarquons en passant qu'il d~coulr de (8) et (9) en 61iminant (p@2 + Qr + R)/@ 
que 

A___~ = a @ - - Q r @ - - 2 R r  
Bm a + Qr + 2 P r ~  

D'apr~s la th6orie g6n6rale des fractions continues nous avons (cf. O. PERRON, 
Die Lehre yon den Kettenbriichen, Leipzig und Berlin 1929, p. 12) 
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off 

Bm am [ am-ll  aa] as ] 
Bin-1 am + ]am---~ + la,n-2 + + ~ + [sa~ = am + 

am 
a ~ - a "  E 1 

1 I am-2l aa[ a2 [ . ( m > 2 ) "  
E 1 = 1  t- [am~2 + ~am_3 + "" + ]a2 + ~-a~ 

De m~me nous posons 

off 

Am am I am 1[ a41+aa[  am 
A m _ t -  am + ~am~ + l a . ~ _ 2 + " +  la ~ =  am + a m - l " E 2 '  

1 I am-2[ a4l aa [ (m > 2). (E2 = 1 pour m = 3). 
F ~ :  1 + i~m-~ + ~=-~  + + la. + i a ,  

En faisant usage de ces relations on trouve par l'interm6diaire de (8) 

am __ am = r 
a m - l "  .E 1 am-l"  E2 ~ " (P +~ + Q+ + R), 

d'o~_ d@oule 
(8') am E 1 E 2 r 

a~-~ = E~-- E~'~" (p+~ + Q~ + R) 

et par l'intermgdiaire de (9) 

(9') ( a m +  am-l'E2am 1 )  ) (am am "~-l~( (Q + 2 P ~ .  + + - Q 
am-I Eli 

( p ~ 2 _ ~ Q ~ .  R),  

d'oh d6coule ( ~ 
2 a . ~ ( Q + p 6 + ~ )  a am Q + 2 P 6 ~ _  = ~ . ( p ~ +  Q~ + R) . . . .  

am--1 J~2 --~i ] 

En remplagant ici am~am-1 par l'expression dans (8') nous obtenons 

2 a m  O ~ 
--+ . (p~2 + Qq, + R) = ~-(p(~2 + Q~ + R) 

E1E2 r + 2 P ~  +- -=El  ~ . 
- -  k2 - -  E-l ' ~r " ( P q)2 + Q q) + R) " E2 

Ell divisant par l'expression 2 ( P o  2 + Q6 + R ) / 6 ,  qui ne peut  pas s'annuler, 
on troupe, en tenant compte de la valeur de r, 
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(10) a | / ~ ( a  + 4) P E l q ~ U + Q ' E i + E 2  ~ 2 - - - q ~  + RE~= 

am = -~ - -  i/ Q~ __ 4 P R (E~- -  E1) 

Par  l'interm6diaire de (8') nous obtenons finalement 

(11) am-1 = 
~ ' ( E 2 - E I ) ' 2 1 /  ~ ( a + 4 )  P E ~ + Q "  2 ~ + R E 2  

E1 E~. (P ~ § Q ~ + R) 

I1 s'ensuit que les conditions du th~orgme 6noncg sont de n@essitg remplies. 
I1 reste h d4montrer que les conditions du tMor~me en question sont su/- 

]isantes pour que le nombre irrationnel 

O= all asl aal am-el am-~l aml ol ~1 
~al  § ~ § la3 § ' '  -~ ~ _ 2  § ~ ; = 1 §  la~ § lff § iff § " , 

Oh s; al, a2, aa . . . .  am-2, am-i, am, <I sont des nombres entiers positifs tels 
qu'on air 

ai ~ as ~ aa ~ . . .  ~ am-2 ~ am-1 ~ am ~ a, 

satisfasse ~ l '6quation quadratique P 02 + Q 0 + R = 0. D'apr~s la thgorie g~- 
n~rale des fractions continues nous pouvons @rite (cf. (5)) 

= Am-1 .  rp -t- Am 

Bm- l  " q) §  

A m - 1  qJ + Am~Am-1 

Bin-1 ~ § Bm/Bm-1  

am 
q~ + am + am-l" E2 

= dp. 
am 

q~ § am § - -  
am-1 " E 1 

selon la ddfinition de r E i e t  E2 et en posant 

- . 

En divisant les expressions de am et a m - 1  de l'~nonc~ du tMorgme en question 
on obtient 

a m  = E _ ! E ~ .  a ( a  + 4) . P ~  + Q~ + R 

am-i E 2 - -  E i  - -  4 P R  

En substituant aussi les expressions de r et de am nous obt'enons 
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0=~. 

d'ofi 

V,~ (a + 4) 

Va((~ + 4) 

| /  Q2__4PR E2--E1 

| / a(a + 4) PE~+ + Q(F~ 1 =~ E2) -~- RE~ 
r 

~/ Q2-__4p ~" E2--E1 
E 1 | /  a(a+4) p ~ 2 + Q ~ + R  

-+ E2 -- E 1~/ Q~ --  4 P R 4' 

E2 | / /  a ( a + 4 )  p r  
E2 --  E1 V Q2 _ 4 P R 

0=,] ,  

VQ2 - 4 P R 1 .  ( RE1 Q E1 Q E2 ~Eg.) 
2 - -~- E 2 - - E  1 Q E1 + ,~ 2 2 

VQZ--4PR2 + E~---I "( PE2'~ QE12 Q-E2z) 

=+ 
VQ* - 4PR Q R 

2 2 ,~ 
VQ 2 - 4PR Q 

2 + +P~ 

En multipliant le num6rateur ainsi que le ddnominateur par (VQ2-4pR-Q)/2 
nous obtenons 

0=~. 

=4' 

( VQz-24PR Q2 ~)(  VQ~-24PR 

Q~--4PR4 Q24 + P~(VQ~24PR 

VQ2--4PR R (VQ~--4PR 
V Q  2 - 4 P R Q 

c'est-~-dire, 

P ~ ( V Q 2 - - 4 P R Q ~ ) 2  2 2P  2P '  

le nombre 0 satisfait h l'~quation P 0 ~ + Q 0 + R = 0. 
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