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Communiqu(t le 9 janvier 1952 

Contributions h la th6orie des s~ries de Dirichlet 

N o t e  I V  

P a r  FRXTZ CARLSON 

1. Soient 2v des nombres rdels v~rifiant 

0<,~I <~2 ... <)va< ~n+l .... ~n -+00 

et  Cn des hombres quelconques tels que 

(1) I C.] -< ~+1 ,  n = 1, 2 . . . .  

Consid6rons la s6rie 
2v+1 ~v+2 

�9 I 
%+i 

pour des valeurs r4elles et positives.de x. Les parentheses ~tant positives, cette 
~ r i e  a la majorante 

~+1 ~+2 

(~) _ ~§ ~ - ~ u  
�9 V = I  

;iv )~d-F1 

~r ie  qui converge uniform~ment pour x-> ~ > O. On voit faci]ement que ]a 
~omme (3) a ]a valeur 

; ~ 2 e - X ~ - - X l e - ~  < 1 
~2 - -  21 

:pour x > 0. La s6rie (2) peut  ~tre d~riv~e. On aura 

~+1 L l f  IF(")(~)I <.-1 ~: a. a.+,---~, e - ~ ( ~ u " - - n , " - l ) d u - -  
av 

~v+2 
1 ~+2_~v+l f e-u'(xu'--nu'-l)dul 
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et, par  un calcul facil, 

I ~(~)(~)1 < I~ 

Donc le d6veloppement  

(4) 

converge pour  

(5) 

X ~t 
K constante.  

F (~) (x) 

0 

[ z - - x [ < x .  

Mais x 6rant arbi t ra i rement  grand, tou t  point  donn6 du demi-plan R ( z ) >  0 
appar t iendra  s un cercle (5). Pa r  cons6quent la s6rie (4) d6finit une fonct ion 
analyt ique  r6guli4re pour  R ( z ) >  0 et  ident ique ~ la fonct ion (2) pour  z = x 
r6el et  positif. On a IF(x)[  <- 1 pour  x r6el et  positif. 

Cela 6tant,  supposons la s6rie de Dirichlet  

or 

(6) /(s)  = ~ave-~v  s 
1 

convergente pour  une valeur finie de s. ~oit s = a + i t  ( a > O ) u n  point  ~. 
l ' int6rieur du demi-plan de convergence et posons 

o o  n 

Qn = ~ a v e  -~vS, s,~ = ~ave-~v  ti. (So = O) 
V~n V~I 

On a ~n--> 0 et, /~ l 'aide d 'une  sommatiori  partielle, on t rouvera  

Posons 

Alors 

8ne -~ns --> O. 

n 
~(~n+l--).v)ave -~vti = Cn(t) = Cn. 

~ av e -av 8 = ~ (sv - -  8 v - l )  e -~lv a = 
v=l v=l 

~ v + l  

= ~ C~ e -U~du  

A n + l  

+ 

2 v + 2  

.,lv+ 1 

C n - I  (T f 
]tn+l--,~n e -Uadu  + sne-~n"" 

+ 

A n 

Supposons main tenan t  que les C.  vdrifient ]es indgalit6s (1) et  faisons tendr~ 
n v e r s  l'infini. On aura  
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J lv+l  a v + 2  

(7 

av av+l 

NOUS avons 4tabli cette 4galit4 pour a positif et plus grand que l'abscisse de 
convergence de la s~rie (6). D'apr~s ce que nous avons d~montr4 plus haut  
l '@alit6 subsiste pour a > 0; /(s) est une fonction r~guli~re dans ce domaine 
e t  de module -< 1. Donc: 

pour  que la s&ie  (6) s u p p o s &  convergente pour  u n e  v a ~ r  / in ie  de s dd]inisse 
u n e  /onct ion r~guli&e et de m o d u l e  <-1 dans le demi-p lan  a > O, il  su]/i t  que 

{8) [ ~  (~n+l - -  ~v)ave  -~"ti] <-~n+l 
v = l  

p o u r  n = 1, 2, 3, . . .  et pour  route valeur r&lle  de t. 
Inversement,  supposons que la s6rie (6) converge pour un s fini et qu'elle 

repr6sente une fonction / (s) r6guli4re et de module -< 1 pour a > 0. Alors pour 
So = t i ,  f i > O ,  x > O  

�9 1 f d z  (x - -  2v) ave-av  t i - / (z) eX(Z-,o) _ _ _ _  
a~<~ 2 ~ i  J (z - -  so) ~ 

fl - -  i ov 

/ ~ - i c a  

f l  + i c~ 

de sorte que 

I ~ ( x - - ~ v ) a v e  -avti] <- 2 ~  
2V < g~ 

e2 (Z+i (y-t)) _ 

d z  

(~-So) ~ 

e-  ~ (~+i(y-t))12 d y  

I I f l + i ( y - - t ) l  2 

1 f du = ~ (e ~x + e -~X~  2 cos u x )  u2 + f12 
0 

e ~x + e - ~ x -  2 .-I- 
:~8 2 

2x [ (sin u/2 
_ _  _ _  d u = x  
~ j \ u ]  

0 

0 

quantit~ qui tend vers 

Par  cons6quent : lorsque fl tend vers z~ro. 

d u 

1 + u  2 
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Tour que la /onction / ( s )  dd/inie Tar la sdrie (6) supposde convergente Tour un  
s / in i  reste rdguli~re et de module < 1 Tour a > 0 il /aut  que 

(9) I Z ( ~ - ~ ) , ~ e - ~ " l  -<- 
~ < x  

pour tout x positi] et Tour tout t rdel. 

2. On vol t  que l 'in6galit~ (8) est  analogue ~ l 'in~galit6 correspondante  q u i  
expr ime la condition .pour  qu 'une  s6rie de puissance repr6sente une fonct ion 
r6guli6re et  de module  -< 1 dans  le cercle unit6.1 L 'une  et  l ' au t re  sont  li6es 
la sommat ion  des s6ries. I1 y a d ' au t res  analogies. E n  ma in tenan t  l 'hypoth6se  
que la s6rie (6) d6finit une fonction r~guli6re e t  de module < 1 pour  (r > 0 ,  
o n  a u r a  

lira ~ II(a + it)l~dt = ~ la~lZe -2a~" 
-to 

pour  a > O .  Done ~ 

(I0) ~ la~P --< I, 

et, en particulier,  

(11) la~l <- 1, ~ = x, 2, 3 . . . .  

S'il y a un v pour  lequel l a ,  [ =  1, t o u s l e s  autres  av s 'annulent .  Appl iquons 
cela ~ l ' int~grale 

�9 1 f e~ 8 e(~l_z~), + c2e(Z2_~n)8 + . . .  + cve(Zp_X~),}2ds l i m ~  i / ( s )  {1 + cl 

oh fl > O. Cette l imite est  ~gale 

si 
an + 2 cl al  + 2 e~ a2 + "" + 2 ~ a~ 

(12) 2 ~ -- 3~ < ~x. 

D ' au t r e  p a r t  sa valeur  absolue est  major~e pa r  

lira ~ [1 -1- e l  eQlx-)~a)# - t- . . . --J-  C,,oe~ = ~ '  1 + ~ ! ~ 1 ~ ( ~ - ~ ,  )a 

et  comme fl > 0 est  arbi t raire ,  nous en concluons 

x C. f. p. e. L~wvAu, Darstellunq und Beqritnduruj einiger neuerer Ergebnisse der Funktio- 
nentheo~e, Berlin 1929. 

Voir Note I, /krkiv f6r Matematik etc., t .  16, n:o 18 (i922). 
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P P 

(13)  fan + 2~c~a~l-~ 1 + ~Ic~ l  ~. 
1 1 

Supposons an r~el et  positif e~ choisissons 

C~) ~ d v.  

Alors, en posant  

il s 'ensuit  

2 (14) 0:. < 1 - ~ -  ~ . .  - 0:~. 

Si 

(12') 2 2p - -  2.  = 2a 

l'in~galit~ (13) sera remplac4e par  l'in~galitd 

p P 
2 a 1 ]  _~ 1 -]- ~]cv[ 2. [an + 2 ~ c, av + % 

1 1 

En  choisissant main tenan t  

on aura 

, c v = g v ,  v = l ,  2 , . . . p - - 1  
cp 1 + 0:1 

2 ~p  
(15) ~ < 1 -  0:~ . . . . .  2 _.  

= 0:p-1 1 + al 

Observons que l'in4galit~ (12) est toujours v4rifi~e pour p = 1, n = 2, 3 . . . .  de 
sorte que 

2 (16) ~n < 1 - - ~ 1 ,  n = 2 , 3 , . . .  

ce qui e s t  une premiere amelioration de (11). 
Consid~rons p. e. une s~rie de la forme 

Si ] (s) est r4guli~re et de module < 1 pour a ~ 0 les in6galit~s (16) conduiront  

~ < 1  ~ -  

oh a '  est la racine de l '6quation 

~ n a' 1 + o~ 1 

ou bien 
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(18) n 1 - 1 + 1 , 
! 1 +or 

P 1---- pa' 

p d6signant les hombres premiers. (On a suppos6 0(1 < 1.)  La s6rie (17) peut 
6tre 6crite sous la forme d'une s6rie de puissance d'une infinit6 de variables. 
En effet, en posant 

1 
x v = - - ,  v = 1, 2, . . .  p~ 

O~1 Pl = 2 ,  P 2  = 3 . . . .  sont les nombres premiers, la s6rie (17) s'6crira 

al  + ~,CvXv + ~_,cv~v~xr~x~ + ~_,Cv~v~v, xv~xv~xv~ + "'" 

Consid6rons la fonction d 'un hombre fini ou infini de variables 

(19)  F ( z 1 ,  x2, xa, �9 . . )  = al + ~ ,cvxv  + ~Cv,  v~Xv~Xv~ + "'" 

jouissant de la propri~t~ que pour tout m la section Fm(Xl, X2 . . . .  Xm) obtenue 
en posant dans F 

Xm+l = XmA~2 . . . . .  0 

est r 6 g u l i ~ r e  et de module < 1 pour I~11 < 1, I~1 < 1 , . . .  I~ml < 1. Alors 
l'int6grale 

l f f f  �9 . . . . . .  x m) x?+14.+~ ~ +1 (2~ri) m F m ( x l ,  �9 x~)(1 + ~x~'  ~ ~ d x l d x 2  .'".. dX~x,~ 

prise suivant des cercles ]x~ I = R~ < 1 est @ale g 

b + 2 # a x  

o~ b est le coefficient de xVl l x~ ' . . ,  x~m. D'autre  par t  la valeur absolue de 
l'int~grale est 

< 1 + I~1 *. 
I1 s'ensuit 

I b l - <  1 - a ~ ,  al = l a l l  

N o u s  en concluons 

pour ] xv I <- ~v, v = 1, 2 . . . .  olt 

- < 1 +  
v = l  1 - -  ~v 1 + ~1 
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