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Remarques sur les corps r~solvants des coniques, cubiques 
et quartiques 

Par TRYGVE N A G E L L  

1. Conlques. - -  Dans une note qui vient de paraitre dans ce Journal  (voir 
NAGELL, Un th6or~me arithm6tique sur les coniques, Arkiv f. Matematik,  Bd 2, 
Nr 14, Stockholm 1952) j 'ai  6tabli le r~sultat suivant:  

T h 6 o r ~ m e  1. Soit C une conique propre (irr~ductible) rationnelle dans le do- 
maine -(2, qui n'admet aucun point rationnel dans .Q. Alors tout corps rdsolvant 
de C dans D est d'un degr5 pair relativement d [2. 

Nous allons completer un d6tail clans la d~monstration de cette proposition. 
Supposons qu'il  y ait sur C un syst~me rationnel S,, de n points et que 
n = 2 m - 1  soit un nombre impair >3 .  Par  ces points et par 

E t = � 8 9  1) 

points rationnels P1, P2 . . . .  , P~ en dehors de la conique je puis faire passer 
une courbe alg6brique C (m) de degr6 m. Cette courbe aura 6videmment les 
coefficients rationnels. On volt  que /~ > 2. 

Pour  m = 2 on a ,u = 2; dans ce cas les deux coniques C et C (2) sont distinctes, 
vu que les points rationnels P~ et P~ sont en dehors de C. Pour  m > 3  on a 
/x > 4; dans ees cas on peut  choisir les [t points P1, P~, �9 �9 -, P ,  de telle fagon 
que la eourbe C (m) ne contienne pas la conique C. En effet,  pour  obtenir cela 
il suffit de les choisir tels qu'ils ne soient pas tous sur une m~me courbe alg6- 
brique C (m-2) de degr6 m - 2 .  C'est possible puisqu 'on a 

# = � 8 9  3 ) - 2 m +  1 > � 8 9  2) ( m +  l). 

Alors la courbe C (~) coupera la conique en exactement  2 m points, qui formeront  
un systbme rationnel. Parmi  ces points se t rouvent  aussi le syst~me rationnel 
S= de n = 2 m - 1  points. On en conclut qu'il y a n6cessairement un point  
rationnel sur la conique C. Comme cela est contre l 'hypothgse, le th6or6me 1 
se t rouve d6montr4. 

2. Cubiques. - -  D'une  mani6re analogue on peut  compl6ter la d6monstrat ion 
de la proposition suivante (voir NAGELL, Sur la r6solubilit~ des 6quations cu- 
biques ~ deux inconnues dans un domaine relat ivement alg6brique, Nova Ac ta  
Regiae Societatis Scientarum Upsaliensis, Ser. IV, Vol. 13, N:o 3, p. 5 Upp-" 
sala 1942) : 
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T h 6 o r 6 m e  2. Soit C u n e  cubique propre (irrdductible) rationnelle clans le do- 
maine $2, qui n'admet aucun point rationnel clans Q. Alors le degrd relativement 
d Q de tout corps rdsolvant de C dans .(2 est divisible par 3. 

Supposons qu ' i l  y a i t  sur la cubiquc C un syst~me ra t ionnel  Sn de n points  
et  que n soit  indivisible  par  3. 

Soit  d ' abord  n - 3 m - 1 .  P a r  les n points  du syst~me S~ et  pa r  

~ = �89 + 3) - ( 3 m -  l )  

points  ra t ionnels  P1, P2 . . . . .  P ,  en dehors  de la cubique je puis  faire passer  
une courbe Mg6brique C (m) de degr6 m. Cette courbe aura  6v idemment  les 
coefficients rat ionnels .  

Pour  m - 1  et  pour m = 2  on a t t - 0 ;  clans ce cas ]a courbe C (~) repr6sente 
ou une droi te  ou une conique, e t  ainsi  elle ne peu t  pas  conteni r  la cubique C. 
Pour  m = 3  on a i t = l ;  darts ce cas les deux  courbes C et  C (m) ne coincident  
pas, puisque le point  ra t ionnel  P1 est en dehors de la cubique C. Pour  m > 4 
on a #=> 3. Dans  ces cas on peu t  choisir  les points  ra t ionnels  P1,  P2 . . . . .  P ,  
de telle fagon que la courbe C (~) ne contienne pas  la cubique C. En  effet, pour  
obteni r  cela il suffit  de ]es choisir  te ls  qu ' i ls  ne soient  pas  tous sur une m~me 
courbe alg6brique C (~-a) de degr6 m - 3 .  C'est  possible pu isqu 'on  a 

/ x - � 8 9  1 > . ~ ( m - 3 ) m .  

Alors la courbe C ~m~ coupera  la cubique C en exac t emen t  3 m  points ,  qui for- 
Ineront  un systSme rat ionnel .  P a r m i  ces points  s e  t r o u v e n t  aussi  le systSme 
ra t ionnel  Sn de n = 3 m -  1 points.  On en conclut  qu ' i l  y a n6cessairement  un  
po in t  ra t ionnel  sur la cubique C. Comme eela est  contre  l 'hypothSse,  le th6or6me 
2 est  d6montr6 dans  ce cas. 

Consid6rons ensui te  le cas de n =  3 m - 2 ,  m ent ier  > 2. Pa r  les n points  du  
syst~me S~ et  pa r  

I t=�89 3 ) -  ( 3 m - 2 )  

points  ra t ionnels  P1,  P 2 , - . . ,  P ,  en dehors de la cubique je puis  faire passer  
une courbe alg6brique C (m) de degr6 m. Cette courbe aura  6videmment  les 
coefficients rat ionnels .  

On peut  choisir  les # poin ts  ra t ionnels  P1,  P 2 , . . . ,  P ,  de tel le  fagon que 
la courbe C (m) ne contienne pas  la cubique C. Cela est  dvident  quand  m =  2 et  
# = 1 .  Pour  m = 3  on a t t = 2 ;  dans ce cas les deux courbes C et  C (m) n e c o i n -  
c ident  pus, vu  que le point  ra t ionnel  /)1 est  en dehors de la cubique C. Pour  
m > 4  on a /~>4 .  Duns ces cas il suffit  de choisir les points  P1, P , , . . . ,  Pt, 
tels  qu ' i ls  ne soient  tous  Sur une m~me courbe alg6brique C (~-8) de degr6 m - 3 .  
C'est  possible pu i squ 'on  a 

t t=�89 3 ) -  3m+ 2 >  �89  3)m. 

Alors la courbe C ~)  coupera  la cubique C en exac temen t  3 m  points ,  qui for- 
meron t  un  syst~me rat ionnel .  P a r m i  ces points  se t r ouven t  aussi  le syst~me 
ra t ionnel  8~ de n = 3 m - 2  points.  On en conclut  qu ' i l  y a n6cessairement  une 
couple ra t ionnel le  sur  la cubique C. Or, nous venons de mon t r e r  que la cubique 
n ' a d m e t  aucun corps r~solvant  quadra t ique .  Donc le th6or&ne 2 se t rouve  d6- 
montr6  dans tous les cas. 
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3. Quar t iques .  - La d6mons t ra t ion  du  th6or~me 4 darts la note  pr6cit6e est  
ineompl&e,  paree  que la courbe auxi l ia i re  du m ~m~ degr6 peu t  eontenir  la. 
quar t ique .  11 t au t  r emplaee r  ee th6orbme pa r  la propos i t ion  su ivan te :  

T h 6 o r 6 m e  3. Soil O une qua;'tique prop;'e (irr~duclible) ;'alionnelle darts le do- 
maine D. Si  Q admel un sysl~me rationnel dans .(2 d'un hombre impair de points, 
elle admet un triplet rationnel dans .(2. 

Dgmonsh'ation. Supposons  qu ' i l  y a i t  sur  ]a qua r t ique  Q un systfime ra t ionnel  
S,~ de n points ,  n impa i r  > 5 .  

Soit d ' a b o r d  n = 4 m -  3, off m est un ent ier  =>'2. P,~r Its n points  du sys tgme 
S~ et pa r  

!~ - ~- m ( , ~  -! 3 )  -- (4 m --  3) 

points  ra t ionnels  P a ,  P~ . . . . .  P ,  en dehors  de ]a quar t ique  je puis Iaire passer  
une eourbe  alg6brique C (''~ de degr6 m. Cet te  courbe attra. 6v idemment  les 
coefficients rat ionnels .  

Pour  m - - 2  et  pour  m---3 on a /t--O. Dans  ees deux eas il est  6vident  que 
la eourbe C (") ne peu t  pas  eonteni r  la quar t ique  Q. Pour  m = 4 on a i f =  1; 
dans  ee eas les deux quar t iques  Q et  C (4) ne coinc ident  pas, puisque le po in t  
ra t ionnel  Pa est en dehors  de ]a qua r t ique  Q. Pour  m > 5  on a /~_->3. Dans  
ees eas on peu t  ehoisir  les poin ts  P~,  P~, . . . ,  P ,  de telle fad, on qne la eourbe 
C ('~ ne eont ienne  ])as la qua r t ique  Q. En effet ,  pour  ob ten i r  eela il suff i t  de 
]es ehoisir  te ls  qu ' i ls  ne soient  pas  tous  sur une mOme eourbe alg6brique C ('~-4) 
de degr6 m - 4 .  C'est  possible pu i squ 'on  a 

/~=- ~m(m-!-3)-4m !-3>~(m-.l)(m--l). 

Alors  la eourbe C (m> coupera  ]a quar t ique  Q en exae t emen t  4 m  points ,  qui for- 
meron t  un syst6me rat ionne].  P a r m i  ees poin ts  se t r o u v e n t  aussi ]e syst6me 
ra.tionnel S~ de n = 4 m - - 3  points .  On en eonclut  qu'i] y a. n6cessairement  un 
t r ip le t  ra t ionnel  sur la quar t ique  Q. 

Considdrons ensui te  le eas de n:: 4 m  5, oh m est un ent ier  _->3. P a r  les 
n poin ts  du syst~me S,  et pa r  

/ t  ~ m ( ~ ! 3 ) - ( 4 , ~ - 5 )  

poin ts  ra t ionnels  P1, P ~ , . , . ,  P ,  en dehors  de la quar t ique  je puis  faire passer  
une eourbe a]g6brique C (''~ de degr6 m. c e t t e  eourbe a.ur~L 6v idemment  ]es 
coefficients ra t ionnels .  On a it > 2. 

Pour  m = 3  on a /~- -2 ;  dans ee eas la e o u r b e , C  ( ') est  une eul~ique, et  ainsi 
elle ne peu t  pas  eonteni r  la quar t ique  Q. Pour  m = : 4  on a # - - 3 ;  dans  ee eas 
]es deux quar t iques  Q et (J<' ne coincident  pas, vu que le po in t  ra t ionnel  P~ 
est en dehors  de la quar t ique  Q. Pour  m > 5  on a ~_->5; dans  ees eas on peu t  
ehoisir  les po in ts  P~, P2 . . . . .  P ,  de te l le  fapon que la eourbe 6 '~'') ne eont ienne 
pa.s la qua r t ique  Q. En effet, pour  ob ien i r  eela il suffit  de ehoisir  ees po in ts  
tels  qn ' i l s  ne soient  ])as tous  sur une m~me eourbe alg6brique C (m-4) de degr6 
m - 4 .  C'est  possible pu isqu 'on  a 

!~ = �89 m (m -! 3) - 4 ,~  i- 5 "> ~ (m - 4)  Cm--- ] ). 
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Alors la eourbe C <''> c,.)upera la quartiqtte en exaetement 4m points, qui for- 
meront un systSme rationnel. Parmi ees points se trouvent attssi le systSme 
rationnel S,  lie n 4 m - - 5  points. On en conelut qu'il y a n@essairement un 
systSme rationnel de 5 points sur la quartique Q. D'apr6s ce que nous venons 
tie montrer  il y a done ttn triplet rationnel sur Q. Le thdorbme 3 est ainsi (16moiltr~. 

4. Syst~mes rationnels des points singuliers sur les courbes alg6briques. - -  Soit 
C (') une cottrbe alg6brique propre d u n  ~m~ degr6, rationnelle dans le domaine 
.Q et repr6sent6e par l '6quation en eoordonn6es homogb.nes 

(1) F(x,  ,j, : ) - 0 .  

oh F est uue forme ternaire dtt ,)tt~me degr6 en x, y, z "t coefficients ratimmels. 
On obtiendra les points singuliers de eelle-ci par le syst~me d'6quations suivant: 

OF ~b' 
(2)  -f-F = 0, = 0 ,  

La premibre polaire ,lu point (a, b, c) par rapport 'h la courbe (9(") a l '6quation 

(3) OF bOF ~ F  O, 

Cette courbe a n(n  I) points d'interseetion avee la eourbe C ('). 
Soient maintenant a, b e t  c des nombres rationnels dans f2. Alors les 

coefficients de la eourbe (3) appart iennent "t 52. Dans ee eas les points d'inter- 
section des deux eourbes (1) et (3) forment un syst5me rationnel de n ( n - 1 )  
points. II en r6sulte que les points singuliers de C (~) sont des points alg6briques 
d 'un (legr6 < n ( n -  1) relativement h .(2. Ou volt ais6ment que la eourbe (3)ne 
l)eltt l)asser par aumm point fixe atttre que les points singuliers, lorsque les 
nombres (rationnels) a, b et c varient de toutes les mani6res. II en r6sulte que 
les points singuliers ne peuvent 5tre eonjuguds qtt 'entre eux. Ainsi les points 
singuliers de C ('') forment un sys%nm rationnel de }(u 1) (n -2) points au plus. 
On en eonelut: 

T h 6 o r 6 m e  4. Les points singuliers d'une courbe alg6brique propre d u n  ~'''~ 
degr~ dans le d,omaine Q /orment t,3t syst~me rationnel da.ns 'i-2 de { - ( n - 1 ) ( n -  2) 
points (tit plus. 

5.  Syst~mes rationnels et points singuliers sur les quartiques. - Soil donn6e 
la quartique propre Q dans le domaine .(2. D'apr(~s le th6orSme 4 les points 
singuliers de Q forment un syst6me rationnel dans .(2 de trois points au plus. 

Si la qttartiqtte admet un point rationnel qui n'est pas singulier, elle admet 
une infinit(~ de triplets rationnels. En effet, route droite rationnelle passant par 
le point rationnel coupera la quartique en un triplet rationnel. 

Si la quartiqtte admet tm point rationnel ordinaire P, qui n 'est  pas un point 
d'inflexion, die admet une couple rationnelle. En effet, la tangente T en P e s t  
une droite rationnelle, qui eoupera la qt tar t ique ell une couple rationnelle. Si 
T e s t  mm tangente double ou si T passe par nn point singulier, la couple se 
rdduit g ml settl point rationnel. 
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Quand la quartique est unicursale, elle est ~quivalente dans .(2. ou g une 
droite rationnelle ou h une conique rationnelle, qui n ' admet  aueun point ra- 
tionnel. Dans ]e premier eas elle admet une infini% de points rationnels; dans 
le second eas elle n 'admet  aueun systSme rationnel d 'un nombre impair de 
points ordinaires. Par  eonsdquent, si une quartique de genre zt~ro admet  un 
systSme rationnel d 'un nombre impair de points ordinaires, elle admet n6ees- 
sairement un point rationnel ordinaire. 

Exemple. Soit L) rSel. La quartique 

x 2 y 2 + x  2z  2 .  y 2 z  2 _ _ 0  

est unieursale; die a les trois points singuliers: (0, 1, 0), (0, 0, 1) et (1, 0, 0). 
Elle n 'admet  aueun autre point rationnel dans L). Done, si elle admet  un 
syst~me rationnel de n points ordinaires, le nombre 'n est pair. Elle admet 
~videmment une infinit5 de eouples rationnelles. 

Consid~rons ensuite une quartique Q du premier genre. Si Q admet un point 
rationnel ordinaire, elle est ~quivalente dans o ~ une eubique rationnelle de 
genre un; voir H. PO~NCaRk, Sur ]es l)roprit~tt~s arithm6tiques des eourbes algd- 
briques, Journa] de Math4matiques, 5 ~" sSrie, t. 17, p. 161 (1901). Alors elle 
admet une infini% de triplets rationnels. Si Q n 'admet  aueun point rationnel 
ordinaire, on peut montrer  qu'il n 'y  a aueun triplet rationnel de points ordi- 
naires sur la eourbe. Nous allons en donner la d~monstration dans un travail 
qui paral tra proehainement. 

Exemple. La quartique 

x 4 ~ y4 : 3 ye z o . 

est du premier genre; elle a ] e s  deux points singuliers eonfondus "a l'origine 
(nmud de tangenee). Elle n 'admet  aueun autre point rationnel dans K (1). Si 
elle admet  un corps %solvant de degr5 n > 1, le nombre n est pair. Elle admet  
une infinitd de corps rt%olvants quadratiques dans K (1). 

Quand ]a quartique est du deuxi~me genre, elle admet une infinit6 de couples 
rationnelles. En effet, le point singulier est rationnel, et toute droite rationnelle 
mende par eelui-ei eoupera ]a quartique en une couple rationnelle. 

Exemple. Soit D %el. La quartique 

x ~ + y~ + (x  ~ -i y2) z 2 :_ 0 

est du deuxiSme genre; ]e point singu]ier est h ]'origine. Elle n 'admet  aucun 
autre point rationnel dans 52. Done, si e]]e admet  un systSme rationnel de ~ 
points ordinaires, le nombre n est ])air. E]le admet 6videmment une infinit5 
de couples rationnelles. 

Une quartique du troisi~me genre n'a am, un poin* singulier. Elle peut ad- 
mettre des triplets rationnels ou non. 

Exemple. La quartique 

am 4 + b y 4 + c z  4 0 

a ~videmment le genre 3. Choisissons les coefficients a, b e t  c tels que la conique 
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a x  2 ]-by2-i-cz 2 -  0 

n 'admet te  attctm point rationnel dans .Q. Alors il est 6vident que la quartique 
n 'admet  aucun syst6me rationnel de n points dans Q, lorsque u est impair. 
(Thdorbme 1). 

Notts allons conthmer l)rochainement nos recherches sin' l 'arithm6tique des 
quartiques. 

Tvy(:kt don IS ~Ol~t(,ml,er 1952 
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