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Zur Theorie der Zerlegung von Permutatlonen in Zyklen 

Von OsIAs GRUDER 

Jede Permutation von n Elementen kann bekanntlich auf eine und - -  von 
der Reihenfolge der Zyklen abgesehen - -  nut  eine Art als Produkt zyklischer 
Permutationen, die kein Element gemeinsam haben, dargestellt werden. Die 
Zerlegung yon Permutationen in Zyklen gewinnt bei mehreren gruppentheore- 
tischen Untersuchungen eine besondere Bedeutung. 

J. J. SYLVESTER 1 hat fiber die Zerlegung von Permutationen in Zyklen die 
folgenden S~tze aufgestellt: 

I. Die Anzahl aller Permutationen yon n Elementen, die als Produkt von k 
elementenfremden Zyklen darstellbar sind, ist gleich der Summe der Produkte 
yon je n - k  verschiedenen der Zahlen 1, 2 . . . . .  n - 1 .  

II.  Die Anzahl aller Permutationen yon n Elementen, die als Produkt von 
k elementenfremden Zyklen ungerader 0rdnung darstellbar sind, ist gleich der 
Summe aller jener Produkte yon je n -  k verschiedenen der Zahlen 1, 2 . . . . .  n -  1, 

n - k  
in welchen die n - k  Faktoren aus T Gruppen yon je 2 aufeinanderfolgenden 

Zahlen bestehen. 
III .  Die Anzahl aller Permutationen yon n Elementen, die als Produkt von 

k elementenfremden Zyklen darstellbar sind, wobei die Ordnungen aller Zyklen 
1 (rood. m) sind, ist gleich der Summe aller jener Produkte von je n - k  

verschiedenen der Zahlen 1, 2 . . . .  , n - 1 ,  in welchen die n - k  Faktoren aus 

n-_~_k Gruppen yon je m aufeinanderfolgenden Zahlen bestehen. 
m 

SYLVESTER betraehtet hier kurz auch den allgemeinen Fall, in dem die 
Ordnungen aller Zyklen ~ a (rood. / J )se in  sollen, ohne jedoch fiir diesen Fall 
das Bildungsgesetz ffir die gesuchte Anzahl der Permutat ionen mitzuteilen. 

IV. Die Anzahl aller Permutationen yon n E!ementen, deren Zyklen alle von 
ungerader Ordnung sind, ist gleich 

[1 .3 .5  . . . .  ( n -  1)] 2 ffir n = 2 m  

[1 .3 .5  . . . .  ( n - 2 ) ]  2n fiir n = 2 m + l .  

1 JAMES JOSEPH SYLVESTER: 
1. G~n6ral isat ion d ' u n  th~or~me de M. Cauchy ,  Comlotes R e n d u s  de l 'Acad~mie  des Sciences, 

Par is ,  1861, t ome  53, io. 644--645.  
2. Addi t ion  ~ la no te  inti tul6e- "G6n6ral isa t ion  d ' u n  th6or~me de M. Cauchy" .  Comlotes 

Rendus ,  Par is ,  1861, t ome  53, 1O. 722--724.  
3. On  a genera l iza t ion  of a t h e o r e m  of Cauchy  on a r r angemen t s .  Phi losophica l  Magazine,  

1861, vo lume  22, p. 378--382.  
1, 2 u n d  3 auch  in: The  collected m a t h e m a t i c a l  1oaloers of J .  J .  Sylvester ,  vol. I I ,  19- 2 4 5 - -  

246, 247- -249 ,  290--293,  (Cambridge,  Un i ve r s i t y  Press,  1908). 
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V. Die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, deren Zyklen alle von 
gerader 0rdnung sind, ist gleich 

[1 .3 .5  . . . .  ( n - l ) ]  ~ fiir n = 2 m .  

SYLVESTER hat die Si~tze I, IV und V bewiesen, beziiglich der S~tze II, I I I  
und des allgemeinen Falles bemerkt, dass sich dieselben durch Verallgemeinerung 
der von ihm verwendeten Methode ergeben. 

Zu den ~ltesten Aufgaben, die mit der Zerlegung der Permutationen in Zyklen 
zusammenh~ngen und zu einem Zeitpunkt gestellt wurden, da der Begriff des 
Zyklus als eines Faktors der Permutation noch nicht bekannt war, gehert das 
,,probl~me des rencontres". ~ Diese bekannte kombinatorische Aufgabe, die dem 
Gliickspiel ,,Jeu du Treize" entstammt und die EULER als ,,quaestio curiosa ex 
doetrina combinationis" bezeichnet hat, lautet:  Wie viele der n! Anordnungen 
der Zahlen 1, 2 . . . . .  n sind so beschaffen, dass keine Zahl auf ihrem ,,natiir- 
lichen" Platze steht ? Die gesuchte Anzahl ist offenbar gleieh der Anzahl aller 
jener Permutationen von n Elementen, in welchen die Ordnungen aller elementen- 
fremden Zyklen > 2 sind. 

Die in den angefiihrten S~tzen von SYLVESTER und in der erw~hnten kom- 
binatorischen Aufgabe behandelten Fragen kSnnen als Spezialf~lle des folgenden 
allgemeinen Problems aufgefasst werden: 

Es ist die Anzahl aller Permutationen yon n Elementen zu bestimmen, die in 
eine vorgegebene Anzahl k yon elementen]remden Zyklen zer]allen und in welchen 
/iir die Ordnungen der Zyklen ein Wertevorrat 

al, a2,  aa ,  � 9  

beliebig gewdhlter, ganzer positiver Zahlen vorgeschrieben ist. 
Der Behandlung dieses allgemeinen Problems und einiger Spezialf~lle desselben 

ist diese Arbeit gewidmet. 
Das Ergebnis der Abschnitte 1 und 2 lautet (Satz 1 und 2): 
Bezeichnet F (n) die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, in welchen 

die Ordnungen aller elementenfremden Zyklen dem Wertevorrat al, ag., a 3 . . . .  
angehSren, und setzt man 

al az 

so lautet die erzeugende Funktion fiir die F (n ) :  

Z e,(z)= ~oF (n) ~.- 

Bezeichnet /(k,  n) die Anzahl jener unter den F(n)  Permutationen, die in 

2 p .  R.  DE MONTMORT: Essa i  &ana lyse  sur  les j eux  de hazard ,  Par is ,  1708, p. 5 4 - - 6 4  
EUOEN NETTO: L e h r b u e h  der Combinator ik ,  zweite Auflage yon  V~Goo BRUN u n d  TH. 

S KOLEM, Leipzig,  1927, p. 66- -72 .  

386 



ARKIV FOR MATEMATIK. B d  2 nr  2 0  

eine vorgegebene Anzahl k yon elementenfremden Zyklen zerfallen, so erh~ilt 
man ](k, n) als Koeffizienten yon 

X k Z n 

n! 

in der Entwicklung von e xh(z) nach t)otenzen yon z. 
Im Abschnitt 3 wird als Wertevorrat ffir die Ordnungen der Zyklen die Folge 

a, a + b, a + 2 b . . . .  angenommen, wobei die a, b beliebig gew~ihlte, ganze positive 
Zahlen bezeichnen. Die Methode der erzeugenden Funktionen fiihrt wohl auf 
kurzem Wege zum Ziele, wenn der Wertevorrat al, a~, a3, . . .  fiir die Ordnungen 
der Zyklen ganz allgemein vorgeschrieben wird. Aber dieser Weg liisst die 
eigentliche Quelle nicht erkennen, der die hier herrschenden kombinatorischen 
Beziehungen entspringen. Wir haben daher die Ergebnisse des Abschnittes 3 
ohne Benfitzung des Satzes 2 abgeleitet. Das Resultat lautet (Satz 3 und 4): 

Bezeichnet /(k, n) die Anzahl aller aus k elementenfremden Zyklen zusammen- 
gesetzten 1)ermutationen yon n Elementen, in welchen die Ordnung eines jeden 
Zyklus > a  und --~a (rood. b) ist, bezeichnet ferner F(n) die Anzahl aller 
solcher Permutationen ffir jede mSgliche Anzahl yon Zyklen, so gelten die 
folgenden Rekursionsformeln : 

[(k,n) = ] ( k - l , n - a )  ~ ] ( k , n - b )  
(n - 1) ! ( n  - a )  ! ( n  - b - 1) ! 

F (n) F (n - a) F (n - b) 
( n - l ) ! -  (n-a) !  + ( n - b - l ) !  

mit den im Text angeffihrten Anfangswerten. 
Fiir spezielle Werte von a, b ergeben diese Formeln die einleitend angefiihrten 

S~itze I b i s  V yon SYLVESTER und die bekannte LSsung der erwahnten kom- 
binatorischen Aufgabe. 

Die independente LSsung obiger Rekursionsformeln fiir allgemeine Werte yon 
a, b wird im Abschnitt 5 gegeben. Die hierzu erforderlichen Ausffihrungen 
konnten wit dutch Einfiihrung einer kombinatorischen Matrix wesentlich abkiirzen. 

Die im Abschnitt 4 eingeffihrte kombinatorische Matrix 

mit Zeilen r = 1, 2, 3, . . . ,  k 
A (k, 1)=l[a,s H 

und Kolonnen s = 0 ,  1, 2, . . . ,  l 

wird wie fo]gt definiert: 

[larsH=~aif~a2G...ak,k, 

die Summe erstreekt fiber alle Kombinationen k-ter Klasse mit Wiederholung 
il, i2 . . . . .  ik der Zahlen 0, 1, 2, . . . ,  1. Besteht also die Matrix aus einer Zeile, 
so ist sie gleieh der Summe der Elemente dieser Zeile, besteht sie aus einer 
Kolonne, so ist sie gleich dem Produkte der Elemente dieser Kolonne. Fiir die 
Entwieklung dieser Matrix nach den Elementen der letzten Zeile oder der 
letzten Kolonne ergeben sich einfache Formeln. 
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Im Abschnitt 5 w~hlen wir als Elemente der Matrix die Zahlen 

1 
arS=ar+b s 

In diesem Falle liefert das Entwick]ungsgesetz der kombinatorischen Matrix 
Rekursionsformein, welche mit denen fiir die Zahlen ](k, n)iibereinstimmen. 
Hierdurch erhalten wir das allgemeine Bildungsgesetz fiir die Anzahl aller aus 
k elementenfremden Zyklen zusammengesetzten Permutationen yon n Elementen, 
in denen die Ordnung eines jeden Zyklus > a und --= a (mod. b) ist (Satz 5 
und Korrolar zu Satz 5). 

Im Abschnitt 6 werden die S~itze I, II  und I I I  von SYLVESTER als Spezial- 
f~lle unseres Satzes 5 bewiesen. 

Der Abschnitt 7 enth~lt eine Anwendung unserer S~tze 2 und 4 auf die 
erwahnte kombinatorisehe Aufgabe. Die fiir diese Aufgabe von verschiedenen 
Autoren aufgestellten Formeln kfnnen auf Grund dieser S~tze auf kurzem 
Wege bewiesen werden. Ferner ergibt sich hier das folgende Resultat:  

Bestimmt man ein Polynom Hn (x) dutch die symbolische Rekursionsformel: 

und setzt 

( H ( x ) + x ) n = x ( x + l ) ( x + 2 ) . . .  ( x + n - ] ) ,  n=>l, 

H0 (x) = 1, (H (x)) ~ = H~ (x) 

H.(x)= ~p(k,n) x k, H.(1)=Pn, 
k = l  

so ist der Koeffizient p(k, n) gleich der Anzahl aller jener Permutationen yon 
n Elementen, die jedes Element durch ein yon ihm verschiedenes ersetzen und 
in k elementenfremde Zyklen zerfallen. Fiir den Spezialfall x =  1 iibergeht obige 
Rekursionsformel in eine bekannte Formel ( P + l ) n = n l  ffir die Anzahl aller 
Permutationen von n Elementen, die jedes Element durch ein von ihm ver- 
schiedenes ersetzen. 

Das nahere Studium 0biger Rekursionsformel fiir die Polynome H~ (x)ergibt  
eine Ubersicht fiber die Verteihmg aller n ! Permutationen in : 1) Permutationen, 
die in eine vorgegebene Anzahl k yon elementenfremden Zyklen zerfallen, 
2) Permutationen, die bei Zerlegung in elementenfremde Zyklen eine vorgegebene 
Anzahl s > 0 yon Zyklen v(m der Ordnung 1 aufweisen, 3) Permutationen, fiir 
welche die Anzahl k und die Anzahl s gleichzeitig vorgeschrieben sind. 

Im Abschnitt 8 werden die entsprechenden Beziehungen ffir die Anzahl aller 
jener Permutationen von n Elementen abgeleitet, die bei Zerlegung in elementen- 
fremde Zyklen keinen Zyklus von weniger als a Elemente aufweisen. Die bier 
erhaltenen Forme]n geben ein Bild dariiber, wie alle n! Permutationen durch 
die Zahl a in gewisse Teilgesamtheiten verteilt werden, die keine Permutation 
gemeinsam haben. Der Spezialfall a = 2  fiihrt auf die wiederholt erwghnte 
,,quaestio curiosa ex doctrina combinationis". 

Im Abschnitt 9 wird gezeigt, dass man der bekannten kombinatorischen 
Definition der Zahl e 

e = lim n ! .  
n--~oo P n  
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(Pn bezeichnet, wie oben, die Anzahl aller Permutat ionen von n Elementen, die 
jedes Element  durch ein yon ihm verschiedenes ersetzen)/ihnliche kombinatorische 
Definitionen fiir zwei andere t ranszendente Zahlen, fiir die Eulersche Konstante  
und fiir die Zahl ~, zur Seite stellen kann. 

1. 

Zerf~llt eine Permuta t ion  von n Elementen in k elementenfremde Zyklen, 
und zwar in a I Zyklen (al > 0) mit  je einem Element,  in a s Zyklen (as > 0 ) m i t  
je zwei Elementen,  . . . ,  so ist 

a l +  2 a s +  ...  + n a n = n ,  

(1) a l +  a s + . . . +  an = k ,  

a l > 0  , as_->0 . . . . .  an=>0. 

In  der symmetr ischen Gruppe ailer n!  Permutat ionen gibt es genau 

(2) n! 

al  ! as  ! . . .  an ! 1 ~ 2 ~ . . .  n an 

Permutat ionen,  die vollkommen gleichartig in k elementenfremde Zyklen (also 
in a 1 Zyklen yon der Ordnung 1, in a s Zyklen yon der Ordnung 2 , . . . )  zer- 
fallen.a 

Es soll zun~tchst der Ausdruck (2) so umgeformt  werden, dass an Stelle der 
Anzahlen al, as . . . .  an die wirklich vorkommenden Ordnungen Cl, cs . . . .  ck der 
k Zyklen (c~>0) in Evidenz gesetzt werden. Zu diesem Zwecke vermerken 
wit den 

Hil/ssatz: Die Anzahl aUer Permutationen yon n Elementen, die in k elementen- 
]remde Zyklen mit den vorgegebenen Ordnungen Cl, c s , . . ,  ck zer/allen, ist gleich 

n~ 1 (3) 
k! ~ c l  cs .. c~ 

wobei die Summe iiber alle Anordnungen ( Permutationen im Sinne der Kombinatorik) 
der Zahlen Cl, c 2 . . . . .  ck zu erstrecken ist. 

Beweis: Sind unter  den Zahlen c1, c2 . . . . .  ck etwa a Zahlen gleich ~, b Zahlen 
gleich fl . . . .  , so is t :  

c, c2 �9 �9 ck = :~a fib . . .  (V 

1 1 k! 

~ cxe 2 . . .  c~=oca fl b . . ~ ' a !  b! . . .  d ! '  

a A. CAVCHY: Oeuvres  c0mpl~tes,  I re S6rie, T o m e  9, p. 421 (Comptes  R e n d u s  de l 'Acad6mie  
des  Sciences, Par is ,  T ome  21, p. 1123). Der  von  CAVCHY fiir (2) gegebene Beweis  is t  aueh  
bei  J .  A. SERRET: H a n d b u c h  der  hSheren  Algebra  (deutsch  von  G. Wer the im) ,  B a n d  I I p .  218 
der  2. Auflage,  angefi ihr t .  

389 



O. GRUDER, Zur Theorie der Zerlegung von Permutationen in Zyklen 

wodurch (3) auf (2) zuriickgefiihrt ist. Der Ausdruck (3) ist also nur eine andere 
Schreibweise fiir (2), eine Umformung, die sich fiir unsere Zwecke als sehr 
bequem erweisen wird. 4 

Es sell nun die Anzahl aller Permutationen yon n Elementen best immt 
werden, die in k elementenfremde Zyklen zerfallen, wobei die 0rdnungen 
x~, xz . . . .  , xk der Zyklen gewissen Bedingungen geniigen sollen. Als allgemeinste 
Fassung wiihlen wir die Bedingung, dass die Xl, x2 , . . . ,  x~ einem be]iebig vor- 
gegebenen Wertevorrat  angehSren sollen und stellen die Frage nach der Anzahl 
solcher Permutationen. 

Satz 1. Bezeichnet /(k,  n) die Anzahl aller Permutationen yon n Elementen, 
welche die /olgenden Bedinqungen er/iillen: 

1. Jede Permutation zer]iilh in k elementen/remde Zyklen. 
2. Die Ordnungen der Zyklen sind Zahlen eines beliebig vorgegebenen Wertevorrats 

ganzer positivr Zahlen: 

(4) a l ,  a~ . . . .  , as, 

so besteht die Beziehung: 
n 1 1 (5) l(k, 

. . .  

In  (5) ist die Summe iiber alle iene LSsungen yon 

(6) xl +x~ + .." + x k = n  

zu erstrecken, die dem Wertevorrat (4) angeh6ren. 
Beweis. Es seien 

c(2 ~ 2 ~  . , , ~  

i = l ,  2, . . . ,  r 

a N a c h s t e h e n d  se i  n o c h  e in  a n d e r e r  ( d i r ek t e r )  B e w e i s  y o n  (3) ange f t i h r t :  
E s  i s t  a u f  

g ~  c 1 c s c a c l !  c l [  . . ,  C k !  

A r t e n  m S g l i c h ,  a u s  n E l e m e n t e n  z u e r s t  e i n e n  K o m p l e x  y o n  c I E l e m e n t e n ,  d a n n  e i n e n  K o m -  
p l e x  y o n  c 2 E l e m e n t e n  . . . .  , s ch l i e s s l i ch  e i n e n  K o m p l e x  d e r  l e t z t e n  ck E l e m e n t e  h e r a u s -  
zugre i f en .  F a s s t  m a n  j e d e n  K o m p l e x  a l s  e i n e n  Z y k l u s  auf ,  so e r h ~ l t  m a n  P e r m u t a t i o n e n  
y o n  d e r  F o r m  

P =  (e (1) e (1) . . ,  e(1)~ ,e(2) e(c2,) ) (el(k) e(k)~ 
c I ] ~ 1 . . . . . . . . .  c k ! "  

J e d e  d e r  g A r t e n  e r g i b t  j e  
h = ( c ~ -  1)! ( % -  1) ! . . .  (Ok--  1) ! 

so l che r  P e r m u t a t i o n e n ,  w e n n  m a n  i n n e r h a l b  e ines  j e d e n  Z y k l u s  d i e  E l e m e n t e  in  j e d e r  m S g -  
l i c h e n  R e i h e n f o l g e  a n o r d n e t .  B e f i n d e n  s ich  u n t e r  d e n  Z a h l e n  c 1, % , . . .  ck e t w a  a Z a h l e n  
g l e i c h  r162 b Z a h l e n  g l e i ch  f l , . . . ,  so  s i n d  v o n  d e n  so e r h a l t e n e n  g h P e r m u t a t l o n e n  je  

t = a !  b ! . . .  d! 

i d e n t i s c h ,  d a  s ie  s i ch  p a r  d u r c h  d i e  R e i h e n f o l g e  d e r  Z y k l e n  g l e i c h e r  O r d n u n g  u n t e r s c h e i d e n .  
M a n  c r h ~ l t  a l so  

g h = 1 1 

t C 1 % . . .  ck a !  b! . . .  d !  . c 1 c a . ck 

v e r s c h i e d e n e  P e r m u t a t i o n e n  y o n  d e r  F o r m  P u n d  es i s t  o f f enba r ,  da~s m a n  a u f  d i e s e m  
W c g e  a u c h  a l l e  P e r m u t a t i o n e n  y o n  n E l e m e n t e n  u n d  d e r  Form~ P e r h a l t e n  m u s s .  
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alle Kombinationen 
die Bedingung 

k t~ Klasse mit Wiederholung der Zahlen (4), ffir welche 

C(1 l)  • ~( t )  • ~(~) __  

erfiillt ist. Alle diese und nur diese r Kombinationen kommen als Ordnungen 
der k Zyklen in Betracht. Gibt es keine solche Kombination der Zahlen (4), 
so ist sinngem/iss und auch nach dem Wortlaut des zu beweisenden Satzes 
/ ( k , n ) = 0 .  Es sei also r >1.  Setzt man ffir ein festes i: 

n! 1 
A, = X 

wobei die Summe fiber alle Anordnungen (Permutationen im Sinne der Kom- 
binatorik) der k Zahlen c~ ) . . . . .  c~ ) zu erstrecken ist, so ist A, nach dem vor- 
angeste|lten Hilfssatz gleieh der Anzahl aller Permutationen von n Elementen, 
die in k elementenfremde Zyklen mit den Ordnungen c~,), . . . ,  ~,-(t) zerfallen. Ffir 
die Anzahl /(k, n) der im Satz 1 angeffihrten Permutationen gilt offenbar: 

/ (k, n) = ~ Ai 
r 

n 1 

: k ~ i ~ = I ~ C ( I ' ) C ( ~ ) . . C  ( / ) "  f = l  �9 k 

Da c(1 ~) . . . . .  c(~ ) eine L5sung yon (6) ist, so ist aueh jede andere Anordnung 
dieser k Zahlen eine LSsung von (6), und es ist daher: 

~ 5  1 5 x  1 1 
�9 t~k X 2 � 9  Xk 

wobei die Summe rechts fiber alle ganzzahligen positiven LSsungen von (6) zu 
erstrecken ist, die dem Wertevorrat (4) angehSren. 

Korollar 1. Die Anzahl aller aus k elementen/remden Zyklen zusammengesetzten 
Permutationen yon n Elementen, in welchen die Ordnungen aller ZyMvn 

-~ a (rood. b) und > a 

sind (a, b ganze positive Zahlen), ist gleich 

n! 1 
(7) k ~. ~ (a + b zl) (a + b z2) . . .  (a + b zk)' 

wobei die Summe iiber aUe ganzzahligen, nichtnegativen L6sunqen der Gleichung 

n - - a k  
Z 1 - ~ z  2-~- . . .  ~-Z  k = - ~ -  

zu erstrecken ist. 

Beweis: Als Wertevorrat (4) w~ihle man: 

n - a k b .  
a, a+b,  a+2b ,  . . . ,  a + - -  b 
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Naturgem~ss muss n = a k (mod. b) und n > a k sein; fiir ein n, welches diese 
beiden (notwendigen und hinreichenden) Bedingungen nicht erfiillt, gibt es keine 
Permutation v o n d e r  im Korollar 1 beschriebenen Art. 

Korollar 2. Die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die jedes Element 
durch ein anderes ersetzen, ist gleieh 

E (~) n! 1 

k = 1 X 2 X k  

Hier ist die innere Summe i~ber alle L6sungen der Gleichung: 

xl +x2+ ...  + x ~ = n  

in ganzen positiven Zahlen, die >= 2 sind, zu erstrecken. 5 

Beweis: Als Wertevorrat (4) w~ihle man: 

2 ,  3, . . . ,  n - 2 k + 2 .  

Korollar 3. Die Anzahl aUer Permutationen yon n Elementen, die in k elementen- 
/remde Zyklen zer/allen, ist gleich 

n! 1 
(9) ~ .  Z X 1 X 2 X k  

wobei die Summe i~ber alle L6sungen der Gleichung: 

xl +x2+ ...  + x k = n  

in ganzen positiven Zahlen zu erstrecken ist. 

Beweis: Als Wertevorrat (4) w~hle man: 

1, 2, . . . ,  n - k §  

2. 

Der hier folgende Satz ermSglicht es, erzeugende Funktionen fiir  die Anzahl 
F (n) aller Permutationen yon n Elementen aufzustellen, in welchen die Ordnungen 
der Zyklen beliebig vorgegebenen Teilbarkeitsbedingungen geniigen. Es ergibt 
sich hierbei ein bemerkenswerter Zusammenhang zwischen der erzeugenden 
Funktion 

Z n 
F (n) n ! (F(0) = 1) 

n~0 

fiir die Zahlen F ( n )  und einer anderen Potenzreihe, deren Koeffizienten in 
einfacher Weise die Anzahl jener unter den F ( n )  Permutationen zu bestimmen 
gestatten, die in eine vorgegebene Anzahl von Zyklen zerfallen. 

5 Die Formeln  (8) und  (9) wurden auf anderem Wege von E. SCmCSDER bewiesen. Archly 
der Mathematik  und  Physik (Grunert-Hoppe),  68. Band, 1882, p. 366, 374. 
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Satz 2. Es bezeichne 

(10) aa, a2, a3 . . . .  

eine (endliche oder unendliche) Folge beliebig gewdhlter, ganzer positiver ZaMen, 
die ungleich und der Gr6sse nach geordnet sind (at<al+i). Zu jedem endlichen n 
9eh6re als ,, Wertevorrat" die Gesamtheit 

(11) al, as, . . . ,  as, 

aller ]ener Zahlen yon (10), die < n sind. 
F(n) bezeichne die Anzahl aller Permutationen yon n Elementen, die (bei Zer- 

legung in elementen/remde Zyklen) als Ordnungen der Zyklen nur Zahlen des 
Wertevorrats (10) au/weisen, und /(k, n) sei die Anzahl ]ener der F(n) Permuta- 
tionen, die in k elementen/remde Zyklen zer/aUen. Ferner sei de/initionsmdssig: 

(12) 

Setzt man: 

(13) 

F ( 0 ) = I ,  / ( 0 , 0 ) = I ,  /(0, n )=0  /~r n ~ l .  

2~al 2;a2 
h(z)= + - - + . .  

al as 

so bestehen die /olgenden Beziehungen: 

(14) / ( z )=e  h(~)= f ( n  
?t=0 

gn 

05) (/(z)) �9 = ~ ~ (x) ni 
n=O 

(16) H~(x)= ~ /(k, n)x  ~. 
k=0 

Beweis%" Durch Vergleich yon (13) mit 

] z z ~ z a 

/ 1 _ ~ = 1 §  ... 

erkennt man, dass h(z) und daher auch alle bei diesem Beweis vorkommenden 
Potenzreihen ffir IzI< 1 konvergent sind. Setzt man : 

or 

(h (~))~ = Z S= (k) ," 
rt~k 

so folgt aus (13): 
1 

(17) & ( k ) = ~ ' x l x s  . . .  x~' 

wobei diese Summe fiber alle jene LSsungen yon 

X 1 + X 2 -~  " * " + X k  = Tb 

s Wir beniitzen bei dlesem Beweis eine Veral lgemeinerung der  Methode, nach welcher 
SYLVESTE~ den in tier Einle i tung angeftihrten Satz I bewiesen hat .  
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zu ers t recken ist, die dem W e r t e v o r r a t  (11) angehSren;  fiir jane n, fiir welche 
es keine solchen L5sungen gibt,  ist  demgemiiss:  

s .  (k) = o. 

Aus (17) in u  mi t  (5) ergibt  sich: 

Es ist also: 

k~ s.(k) =~!/(z., n). 

exh(z)= ~ xk zn 
k=0 n =k 

Ordnet  man  die Doppe l summe rechts  7 nach Potenzen yon z, so ergibt  sich: 

eXh(z)~ ~ zn n 
. -o  ni ~ o  l(k' n)x~" 

Hierdurch  erscheint  (15) und (16) bewiesen. 
Nach der Defini t ion yon F(n) is t :  

F(n) = / ( 1 ,  n ) + / ( 2 ,  n ) +  . . .  +/(n, n) ffir n > 1. 

(Die Zahlen /(k, n) k6nnen natiirl ich auch gleich Null sein). ~Tach (12) dar f  
reehts  das Glied /(0,  n) hinzugefi igt  warden;  es ist also: 

(18) F ( n ) =  ~ [(k, n ) = H n ( 1 )  fiir n > 0 ,  
k=0 

womit  aueh (14) bewiesen ist. 
Die in der Einle i tung erwghnten  Sgtze i, IV  und V yon SYLVESTER kann man 

leicht als Spezialfglle des Satzes 2 ableiten. 

Wi~hlt man  als (10) die Folge 1, 2, 3, . . . ,  so ergibt  sich der Satz I, wie folgt: 

(19) 

1 1 
h (5) = 1 V-~-~' / (5) = ~ _ - ,  

Hn(x)=(- l )n  n!(--n x) =x(x+ l) . . .  ( x+n-1)  fiir n > l .  

Der  Vergleieh von (19) mi t  (16) ergibt  unmi t t e lba r  den Satz I yon SYLVESTER. 8 

D a s  i s t  e r l a u b t ,  d e n n  n a c h  d e r  D e f i n i t i o n  y o n  ] (k, n) i s t  /(k, n)<n! a l so  

i or zn 1 
rt=k n .  

8 U m  d e n  S a t z  I I  u n d  I I I  a u f  d e m s e l b e n  ~Vege zu  e r h a l t e n ,  h a t  m a n  a l s  (10) d i e  F o l g e  
1, 1 +b, 1 + 2 b . . . .  zu w~ihlen. Wit unterlassen hier die Durchfiihrung der diesbeziiglichen 
Reehnung, um im Abschnitt 6 den Sats I I I  als Spezialfall eines anderen Satzes und nach 
einer anderen Methode zu beweisen. 
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Wird als (10) die Folge 1, 3, 5 . . . .  gewiihlt, so erhSlt man den Satz IV: 

= i / Y z :  + 77;z : jo F= (n) n.~' 

F ( 2 n )  F ( 2 n + l )  _ 1 ) ~ ( -  ~). 
(20) (2n)! = ( 2 n + l ) ! - (  n ~ 

W~hlt man als (10) die Folge 2, 4, 6 . . . .  so ergibt sich der Satz V: 

_ 1 _ r ( n ) ~ 7 ,  t(z) V:C-~ n-O 

(21) F ( 2 n )  (n '~ )  (2n)! - ( - 1 ) 4  , F ( 2 n + l ) : = 0 .  

Es seien noch die folgenden zwei Korollare zu Satz 2 vermerkt: 

Korollar 1. Die Polynome H~ (x) geni~gen der Rekursions/ormel: 

Hn(x)  tHn (x) 
(22) (n - ~  1)~ ~ (n-- al)! (n--a2)! (n--as)! ] 

]i~r alle n des Intervalls: 

(23) a~ < n < a~+l. 

Ferner ist: 
H o ( x ) = l ,  H ~ ( x ) = 0  /i~r l < n < a l ,  

(24) 
Ha (x) - (n - 1)! x /i~r n = al. 

Beweis. Differenziert man (15) nach z so ergibt sich: 

dh(z )  ~ ~ ~ z ~-1 

Hieraus folgt durch Vergleich der beiderseitigen Koeffizienten yon z ~-1 die 
zweite der Gleichungen (24) fiir 1 < n ~ a  1 und die Formel (22) fiir a l l e n  des 
Intervalls (23). 

Die erste der Gleichungen (24) folgt aus (I2) und (16), die dritte aus (22) 
fiir s = 1. 

Korollar 2. Fiir die im Satz 2 ndher beschriebene Anzahl  F ( n )  yon Permuta- 
tionen gilt die Rekursions/ormel: 

F ( n )  ~ F ( n - a ~ )  
(25 )  ( n -  1)'. ,-~- (n-~, ) ' .  /a~ = as < n ~ a s + l  

mit den An/angswerten: 
F ( 0 ) = l ,  F ( n ) = 0  /i~r l < n < a l ,  

(26) 
F (n) = (n - 1) ! /i~r n = a 1. 
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Beweis: Man setze i n  (22) und (24) x- -1  und beaehte (18). 
Durch Vergleieh der Koeffizienten yon x k auf beiden Seiten yon (22)und  

(24) ergibt sieh eine ~ihnliehe Rekursionsformel auch ffir die Anzahl / (k ,  n) jener  
der F(n) Permutationen, die aus k elementenfremden Zyklen zusammengesetzt 
sind. 

o 

Die weiteren Ausfiihrungen beziehen sich auf den Fall, dass als (10) die Folge 

a, a + b ,  a +  2b, . . . 

gewiihlt wird. Es wfi.re leicht mSglich, die ffir diesen Fall geltenden besonderen 
Formeln fiir F ( n )  und / (k ,  n) aus (22)abzuleiten. Wir wi~hlen jedoch einen 
anderen Weg, und zwar aus dem folgenden Grunde: Die im Abschnitt 2 ange- 
wendete Methode (Vergleichung von Koeffizienten von Potenzreihen) fiihrt auf 
kurzem Wege zum Ziele, vielleicht auf dem kfirzesten, w.enn die Folge (10) 
ganz allgemein gegeben ist. Aber dieser Weg liisst die eigentliehe Quelle nicht 
erkennen, der die hier herrschenden kombinatorischen Beziehungen entspringen. 
Wir werden daher die niichsten drei Siitze ohne Benfitzung des Satzes 2 und 
nach einer anderen Methode ableiten. 

Zu diesem Zwecke beweisen wir zuniiehst einen Hilfssatz fiber den Ausdruek 

1 
5, 

X 1 X 2 , . .  X k  

diese Summe erstreekt iiber alle jene LSsungen der Gleichung 

(27) x l + x 2 +  ' "  + x k = n  

(tie dem Wertevorrat 
a, a + b ,  a + 2 b  . . . .  

(a, b ganze positive Zahlen) entnommen werden kSnnen2 

9 Die Anzahl der LSsungen von (27) ill ganzen, nichtnegativen Zahlen ist bekanntlich gleich 

k - 1  

(Einen kurzen Beweis dieser Formel ergibt die sI)fiter, im Ansehluss an (71), gemaehte 
Bemerkung. ) 

Setzt man in (27) x~=a+bz~, so ergibt sieh: 

z l + z 2 +  " ' "  + z k - -  b 1. 

Die Anzahl aller L6sungen yon (27), die dem ~Vertesystem a, a+b, a+ 2 b , . . . ,  entnommen 
werden kSnnen, ist also gleich 

k -1  

Naturgemfiss muss, wenn solehe L6sungen existieren sollen, l eine ganze niehtnegative Zahl sein. 
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Hil/ssatz. Fiir ganzzahlige, nichtnegative k, 1 sei g (k, 1), wie /olgt, de]iniert: 

(28) g (o, o) = L a(o,  l) = o / a r  l >  o 

(29) 1 g(k,  l) 
= Z~ (a + bzl) (a + bz~) . . .  (a + bz~) fib" k > I ,  /=>0; 

in (29) ist die Summe i~ber alle L6sungen der Gleichung 

(30) z~ + z2 + "'" + zk = l 

in ganzen nichtnegativen Zahlen zu erstmcken; a, b bezeichnen beliebig gew~ihlte, 
ganze positive Zahlen. 

Fi2r die so de/inierten g(k,  l) besteht die Rekursions/ormel: 

1 

(31) ( a k + b l ) e ( k , l ) = k ~  g ( k - l ,  2) /i~r k> l , l>=O 
),=0 

mit den An/angsbedingungen (28). 

Beweis: Ffir k =  1 folgt aus (31): 

(32) g (1, l) - 
a + b l  

in Uebere ins t immung mi t  (29); 
Ffihrt  man  

in (30) ein, so fo]gt aus 

fiir k > 2 :  

es ist daher  (31) nur  fiir k=>2 zu beweisen. 

x , = a + b z ~ ,  n = a k + b l  

x~ + x 2 +  . . .  +xk = n  

+ . . .  n 1 1 

~ . . . ~  ~ . . . ~  ~ . . . x ~  X 1 X 2  �9 . .  X k -  1 

Es ist daher  auch 

Xx2 1 + Z  1 ~-... +5~1z2  1 (33) Y~I ~ , . . .  ,~ ~ . . .  ,~ ,~ ~ . . .  x~ . . .  ~_~ 

wenn in (33) xi wieder durch a+bz~ ersetzt  und jede Summe  fiber alle ganzen 
nichtnegat iven zl, z~ . . . . .  z~, ffir die 

ist, erstreek~ wird. 
Die linke Seite yon (33) 

Seite gilt : 

X 1 
x~ x 3 . . .  xe 

z~ +z~+ .-. + z k = l  

ist mi t  ( a k + b l ) g ( k ,  l) identisch;  ffir die rechte 

1 1 

2 ~ , ~ . . . ~  . . . . .  X x , ~ . . .  x~_ ~ 
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und jede dieser k Summen TM ist gleich 

g ( k -  1, 0 ) + g ( k -  1, 1)+ -.- + g ( k -  1, 1), 

womit (31) bewiesen erscheint. 
Ersetzt man in (31) 1 durch l+  1 und subtrahiert (31) v o n d e r  so erhaltenen 

Gleichung, so ergibt sich die zum Beweis des n~chsten Satzes dienende Rekur- 
sionsformel : 

(34) ( a k + b ( l + l ) ) g ( k , l + l ) = ( a k + b l ) g ( k ,  1 ) + k g ( k - l , l + l )  fiir k > l ,  l>0 .  

Satz 3. Bezeichnet / (k ,  n) die Anzahl aller aus k elementen/remden Zyklen 
zusammengesetzten Permutationen von n Elementen, in welchen die Ordnungen aller 
Zyklen 

~--a (rood. b) und > a 

sind, und wird /i~r k = 0  de/initionsmdssig 

(35) / ( 0 , 0 ) = 1 ,  /(0,  n ) = 0  /i~r n > l  

/estgesetzt, so besteht die Rekursions/ormel: 

(36) t (k, n) ] (k, n - b) ~ / (k - 1, n - a) 
( n - 1 ) !  ( n - b - l ) !  ( n - a ) !  

[~ir alle Wertesysteme ganzzahliger 

(37) a > l  b > l ,  k > l ,  n=>l. 

Hierbei wird jedoch /estgesetzt, dass in (36) rechts der erste Summand /4r 

(38)  n = 1, 2, . . . ,  b 

und der zweite Summand liar 

(39) n = l ,  2 . . . , a - 1  (also nur ]i~r a > 1 )  

durch Null zu ersetzen ist. 
Als An/angswerte gelten (35) und: 

/(1, n ) = ( n - 1 ) !  [i~r n=:---a (rood. b) und >a 
(40) 

/ (1, n) = 0 ]i~r alle anderen n. 

lo Die ~te dieser k Snmmen:  

1 

~-" (a +bzx) . . . (a-}-bZt_l) (a +bzt+ 1) . . .  (a +bzk) 

ist fiber alle ganzen, niehtnegativen L6sungen der Gleichung 

Zl+Z~+ . , ,  +Z~_I+Zi+I+ , . -  + z k ~ - l - - z  t 

ffir die  Werte  z i = 0  , 1 , . . .  1 zu erstrecken. Es  ist also jede der k S umme n  fiber dieselben 
Systeme yon j e k - 1  Zahlen zu erstrecken. 
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Ferner ist: 
. ,  ( a k ) !  

(41) / (k, a~)= ~T " ~ .  

Der Weft yon /(k,  n) ist dann und nur dann yon Null verschieden, wenn die 
beiden Bedingungen 

(42) n ~ a k  (mod. b), n > a k  

er/iillt sind. 

Beweis. Ist ](k, n )>0 ,  so ist (42) erfiillt und umgekehrt. Die zweite der 
Formeln (40) folgt aus dem Nichterfiilltsein yon (42). Die erste der Formeln (40) 
und die Formel (41) folgen aus (7). Es ist also nur noch (36)zu beweisen. Zu 
diesem Zwecke unterscheiden wir die folgenden drei F/ille: 

1. / ( k , n ) > O  und n > a k  

2. / ( k , n ) > O  und n = a k  

3. / ( k , n ) = 0 .  

Ad 1. Nach (7) und (29) ist 

n! (43) / (k, n) = ~ g (k, z) 

fiir alle ganzzahligen 

a>=l, b>=l, k > l ,  l>O, n = a k + b l .  

Nach (28) und (35) gilt (43) auch fiir k = l  =n = O. Fiihrt man nun (43)in (34) 
ein, so ergibt sich die Richtigkeit von (36) fiir die Werte 

n = a k + b l ,  l>1.  

Ad 2. Ist n = a k ,  so ist in (36) der erste Summand rechts fiir n < b  wegen 
(38) und fiir n > b  wegen (42) durch Null zu ersetzen. Es iibergeht also (36) 
ffir n = a k in 

/ ( k , n )  _ l i k - - l , n - a )  
(n - 1) ! (n  - a) ! 

und diese Formel ist durch (41) erfiillt. 

Ad 1. und 2. Die Werte 

n = a k ,  ak+b ,  a k + 2 b , . . .  

umfassen nach (42) alle jene und nut jene Wertesysteme yon 

a > l ,  b > l ,  k->_l, n=>l, 

fiir die /(k, n) yon Null verschieden ist. 
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Ad 3. Is t  /(k,  n ) =  0, so sind auch die beiden Summanden auf der rechten 
Seite yon (36) gleich Null, und zwar der erste Summand fiir n < b nach (38) 
und fiir n>b  nach (42), der zweite Summand fiir n < a - 1  nach (39) und fiir 
n > a - 1  nach (42). 

Hiedurch ist (36) fiir alle Wertesysteme (37) bewiesen. 
Dem Satz 3 kann man nochmals als Spezialf~lle die in der Einleitung er- 

wiihnten Siitze I, I I  und I I I  yon SYLVESTER entnehmen: Satz I folgt aus (36) 
fiir a =  b = 1, Satz I I  und I I I  fiir a =  1, b > 1. Die hierzu erforderliche LSsung 
der Rekursionsformel (36) fiir den allgemeinen Fall a > 1, b > 1 wird im Ab- 
schnitt 5 angefiihrt. Hier sei noch im Anschluss an Satz 3 der Fall betrachtet, 
dass die Anzahl k der Zyklen nicht vorgeschrieben ist. Fiir diesen Fall erhiilt man: 

Satz 4. Bezeichnet F (n) die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, in 
welchen (bei Zerlegung in elementen/remde Zyklen) die Ordnungen aller Zyklen 

(44) ----a (mod. b) und > a 

sind, Und wird de/initionsmdssig 

(45)  F (o) = 1, 

/estgesetzt, so besteht die Rekursions/ormel." 

(46) F (n) F (n -- b) F (n - a) 
( n - 1 ) ! - ( n - b - 1 ) !  A ( n - a ) !  

/~r alle Wertesysteme ganzzahliger 

a ~ l ,  b ~ l ,  n ~ l .  

Hierbei wird jedoch /estgesetzt, dass in (46) rechts der erste Summand /iir 

(47) n =  1, 2 . . . . .  b 

und der zweite Summand ]iir 

(4s) n= 1, 2 . . . . .  a - 1  (also nut /iir a > l )  

durch Null zu ersetzen ist. 
Als An[angswerte gelten (45) und: 

(49) F ( 1 ) = F ( 2 )  . . . . .  F ( a - 1 ) = 0  /iir a > l ,  

(50) F ( a ) = ( a - 1 ) !  /iir a>=l. 

Der Weft yon F(n) ist ]iir n > 1 dann und nur dann von Null verschieden, 
wenn /iir mindestens ein ganzzahliges k > 1 die beiden Bedingungen 

(51) n - = a k  (mod. b), n > a k  

er]iillt sind. 
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Beweis : Aus der Definition yon F(n) fiir n > 1 folgt: 

F ( n ) =  ~ / ( k , n )  fiir n > l .  
,~ffil 

Berficksichtigt man (35) und (45), so ergibt sich: 

(52) F(n)= ~/ (k ,n)  fiir n > 0 .  
k = 0  

(49) folgt aus der zweiten der Bedingungen (44). 
(50) folgt aus (40), denn nach (52) ist F(a)=/(1, a). 
(51) folgt aus (42) und (52) fiir n >  1. 

Es ist also nur noch (46) zu beweisen. Zu diesem Zwecke seien in (36) 
a, b, n fest und k durchlaufe die Werte 1, 2 . . . .  , n. Addiert man die so er- 
haltenen n Gleichungen, so ergibt sich (46), wenn die Formel (52) entsprechend 
berficksichtigt wird. 11 

Satz 4 ergibt als Spezialf~lle die in der Einleitung erw~hnten S~tze IV und 
V von SYLVESTER und eine Rekursionsformel ffir das dort erw~hnte kombina- 
torische Problem. 

~ 

Die bier folgenden Ausffihrungen fiber eine kombinatorische Matrix gelangen 
im n~chsten Abschnitt zur Anwendung. 

Wir fiihren die folgende Matrix ein: 

11 Die Addition der n Gleiehungen ergibt: 

( n - l )  T f (/c,n) ( n _ b _  1)! k= 1 = . = ( n - a ) !  .f(k 1, n - a ) .  

Diese drei Summen  kSnnen, wie folgt, umgeformt  werden: 
Fiir  die erste Summe gilt nach (35) und  (52): 

n n 

k~f lf (k, n) = k ~ :  (~, . )  = F (n ) f a r  n~__--l .  

Fiir die zweite Summe gilt, wenn n > b  ist: 

n n-b 
k ~ l f  (k, n - b )  = k~__~).f (k, n - b ) ~ - F  ( n - b ) .  

Ftir die Werte  n _--< b kommt  die Vorsehrift  zu (47) in Betracht ,  die der Vorsehrift  zu (38) 
entspricht.  

Schliesslieh ergibt sich ftir die drit te Summe,  wenn n >_--a ist: 

n - - ~  

k~=l] (k -- l ,  n -- a) ~ k~=of (k, n -- a) = F (n -- a). 

Fiir n ~ a  entspricht  die Vorschrift  zu (48) der Vorsehrift  zu (39). 
Auf diesem Wege ergibt die im Text  erw~hnte Addition der Gleichungen die Rekursions- 

formel (46) mi t  der bei (47) und  (48)ungef t ihr ten  Vorschrift.  
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alo a l l  . . .  a l l ~  

(53) A(k ,  1)= ~ a ~ ' a ~ l " " a 2 z )  =llar~H. 

:aL 
Es sei gestattet, das Wort ,,Matrix" zu beniitzen, obwohl hier die iiblichen 
Verkniipfungsregeln fiir Matrizen nicht gelten. Die Indizes der Spalten bezeichnen 
wit mit 0, 1, 2, . . . ,  1 um A (k, l) auch fiir l = 0 beniitzen zu kSnnen. 

Der Weft der Matrix (53) sei dutch die /olgende Summe de[iniert: 

(54) A (k, 1)= ~ alh a2,~ . .. ak,k , 

die Summe erstreckt iYdoer alle Kombinationen k ~ Klasse mit Wiederholung 
i x , i  S , . . . , i k  der Zahlen O, 1 ,2  . . . .  1. Es ist also: 

Ferner sei 
0 < i 1 < i 2 . . .  <l. 

(55) A (0, l) = 1 /i~r 1 > 0 

de/initionsm~issig /estgesetzt. 

Aus (54) folgt: Besteht die Matrix A (k, l) aus einer Spalte, so ist sie gleich 
dem Produkt der Elemente dieser Spalte, besteht sie aus einer Zeile, so ist sie 
gleich der Summe der Elemente dieser Zeile: 

(56) A (k, 0)=alo a~o . . .  ako fiir k=  > 1, 

(57) A(1, l )=a~o+al~+ " ' "  +al l  fiir l_>-0. 

Fiir die Entwicklung der Matrix A (k, l) nach den Elementen der letzten Zeile 
ergibt sich : 

l 
(58) A (k, l) = ~ akaA (k - 1, 4) 

fiir k > l ;  wegen (55) gilt (58) auch fiir k =  1. 
Fiir die Entwicklung der Matrix A (k, l) nach den Elementen der Ivtzten 

Spalte erh~lt man: 
k 

(59) A ( k , l ) = A ( k , l - 1 ) +  ~ a , , t a v + ~ , ~ . . . a k . ~ A ( v - l , l - 1 ) ,  k>-_l, l > l .  

Wegen (55) gilt (59) auch fiir k =  1. 
Aus (58) folgt die Rekursionsformel: 

(60) A ( k , l + l ) = A ( k ,  1 ) + a k , , + l A ( k - l , l + l ) ,  k > l ,  l>-_O, 

mit den Anfangswerten (55), (56). 
Nach dieser Darstellung kann die LSsung einer Rekursionsformel yon der 

Form (60) aufgestellt werden, wenn als Anfangswerte (55) und (56) vorgeschrieben 
si~d. Es ist dies die Matrix (53), wenn der Weft derselben durch (54) und (55) 
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definiert ist. Im nKchsten Abschnitt wird gezeigt, dass man die Rekursionsformel 
(36) flit die Anzahl ](k, n) der im Satz 3 n~her bezeichneten Permutationen 
auf die Form (60) bringen kann. Hierdurch wird sich die Matrix A (k, l) bei 
geeigneter Wahl der Elemente aTs auch als LSsung yon (36) erweisen und ein 
independenter Ausdruck fiir ] (k, n) gewonnen werden. 

. 

W~hlt man in (53) als Elemente aTs der Matrix A (k, l) die Zahlen 

1 r= 1, 2 . . . . .  k 

a r S = a r + b s '  s=O, 1 . . . . .  l 

so ergibt sich der folgende Satz: 

Satz 5. Bezeichnet /(k,  n) /iir beliebig gewdihlte, ganzzahlige 

a>=l, b > l ,  k > l ,  n > l  

die Anzahl aller aus k elementen/remden Zyklen zusammengesetzten Permutationen 
von n Elementen, in welchen die Ordnungen aller Zyklen 

= a  (rood. b) und > a 

sind, und ist / (k, n) yon Null verschieden (das ist dann und nut  dann der Fall, 
wenn die Zahl 

n - a k  
(61) l = - - - ~ - -  ganz und >=0 

ist), so gilt /iir k =  1 die Formel: 

(62) / (1, n) = ( n -  1)! 

und /iir k > 2 die Formel: 

(n-  1)! 
(63) / (k, n) = ~ (a + b il) (2 a § b i2) . . .  ((k - 1) a + b i~_1)" 

In  (63) ist die Summe fiber alle Kombinationen ( k -  1)-ter Klasse mit Wiederholung 

il, i2 . . . . .  ik-1 

der Zahlen 0, 1, 2 . . . . .  1 zu erstrecken. 

Beweis: (61) folgt aus (42), (62) aus (40). 
wit (36) in der Form: 

(64) ] ( k +  1, n + a + b )  
( n + a + b - 1 ) !  

und setzen : 

Um (63) zu beweisen, schreiben 

_ / ( k +  1, n+a)  + / ( k , n + b )  
( n + a - 1 ) !  (n+b)!  
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/ ( k , n ) _ X ( k ,  1) fiir k > l ,  l>O, n :=ak+bl .  (65) (n -  1)! 
Fiihrt man (65) in (64) ein, so ergibt sich: 

1 
(66) A ( k + l , / + l ) = X ( k + l ,  1 ) + a k + b ( l + l ) d ( k , l + l ) ,  fiir k > l ,  l > 0 .  

Aus (65), (40) und (41) folgt: 

(67) d ( 1 , 1 ) = l  fiir l > 0 ,  

1 
(68) .~(k, 0) ( k - 1 ) ! a  k-1 fiir k_->l. 

Durch Vergleich der Rekursionsformel (60) mit  der Rekursionsformel (66) und 
der Anfangswerte (55), (56) mit  den Werten (67), (68) erh~lt man die Beziehung: 

(69) d ( k + l ,  1 )=A(k , l )  fiir k>=l, l=>0, 

und fiir die Elemente ars die Werte (a,s flit s = 0  folgt aus (68)): 

1 r - l ,  2 . . . . .  k; 
- - - - 7  

ar~=ar+bs  s = 0 ,  1 , . . . , 1 .  

Aus (65) und (69) ergibt sich schliesslich: 

/ ( k , n )  A ( k - l , / )  fiir k > 2 ,  l > 0 ,  
(n -  1)! 

womit (63) bewiesen ist. 
Aus Satz 5 folgt: Die Anzahl /(k,  n) ist fiir a > 1  durch die ersten a - 1  und 

durch die letzten a - 1  der Zahlen 1, 2 , . . . ,  n - 1  teilbar. Erg~nzend sei be- 
merkt,  dass /(k,  n) auch durch n teilbar ist, wenn k >  1 and n e i n e  Primzahl 
ist; das folgt aus (29) und (43). 

Die unter (62) und (63) angefiihrte Vorschrift zur Berechnung der ](k ,n)  
kann auch, wie folgt, ausgesprochen werden: 

KoroUar zu Satz 5. Die Anzahl /(k,  n) der im Satz 5 ndher bezeichneten Per- 
mutationen ist gleich der Summe aller jener Produkte P von je n -  k verschiedenen 
der Zahlen 1, 2 . . . .  , n -  1, welche die /olgenden Eigenscha/ten haben: 

1. Teilt man die n -  k Faktoren so in Teilgruppen ein, dass man alle in der 
nati&lichen Reihen/olge unmittelbar au]einander/olgenden Zahlen zu je einer Teil- 
gruppe vereinigt, so zer/allen in jedem Produkt P die n -  k Faktoren in k Teil- 
gruppen. 

2. Die Anzahl cler Faktoren einer jeden Teilgruppe ist 12 

12 Man bemerke den folgenden Zusammenhang: 
1. Jede der ](k, n) t)ermutationen zerf~llt in k elementenfremde Zyklen und jedes der 

Produkte P zerfMlt in k Teilprodukte aufeinanderfolgender Zahlen. 
2. Die Anzahl der in jedem der k Zyklen vorkommenden Elemente ist 

a (mod. b) und _--> a, 

und die Anzahl der Faktoren eines jeden der k Teilprodukte ist 
~ a - 1  (rood. b) und _>--a-1. 
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(70) ------a-1 (mod. b) und > a - 1 .  

Der Fall  a = 1 bildet n u t  inso/ern eine Ausnahme, als /iir a = 1, k >  1 die Anzahl  
der Teilgruppen, in welche die n -  k Faktoren zer/allen, nicht genau gleich ]c sondern 
< k ist. 

Beweis. Es ist hier erforderlich auf  einen Zusammenhang  hinzuweisen, der 
zwischen den L6sungen der Gleichung 

(71) l~ +12 + ".. + l k = l  

in ganzen nichtnegat iven Zahlen und den Kombina t ionen  ( k - ] ) t c r  Klasse mi t  
Wiederholung der Zahlen 0, 1, . . . ,  I besteht .  Bezeichnet il, i2 . . . .  , ik-1 eine 
solche Kombina t ion  und l~, 12 . . . . .  lk eine LSsung yon (71) in  ganzen nichtnega- 
riven Zahlen, so gibt  es eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den Werte-  
sys temen il, i2, . . .  ik-1 und den Wer tesys temen 11, l~ . . . .  , Ik, und zwar13: Zu 
dem Wer tesys tem l~ . . . .  , lk geh6rt  das Iolgende Wer tesys tem der i~, i2, �9 �9 ik-1 : 

i I = 11, i2 = 11 + l 2 . . . .  , i g - 1  = l 1 -~ 12 + "'" + I k - 1 .  

Zu dem Wer tesys tem i I . . . .  , ik-1 gehSrt  das Iolgende Wer tesys tem der 11, 12, . . .  Ik: 

l l  = i l ,  12 = i2 - -  i i  . . . . .  l k - 1  = i k - 1  - -  i k - 2 ,  lk = 1 - -  i k -  1 . 

Es sei nun P ein P roduk t  von n -  k versehiedenen der Zahlen 1, 2 . . . . .  n - 1, 
das die beiden in obigem Korollar  angefi ihrten Eigensehaften besitzt.  Dem- 
gemiiss sei : 

P = T 1 T 2  . . T k  

wobei T~ das P roduk t  jener t~ aufeinanderfolgenden Zahlen bezeichnet, welche 
die s-te der k Tei lgruppen bilden. Nach der Eigenschaft  2 ist :  

und daher  

Ferner  ist : 

Wird noch 

t I -~ t 2 ~- . 

gesetzt,  so ergibt  sich: 

ts = a -  l + b l s ,  18>0, 

+ t k = k ( a - 1 )  +b( l l  +12 + . .  + lk). 

t l + t 2 +  "" + t k = n - k .  

n - a k  

b 

11+12+ . . .  +l ,=l .  
la E ine  ahnl iche,  e in-e indeut ige  Zuordnung  bes teh t  zwischen den L6sungen der Gleichung 

(71) in  ganzen  pos i t i ven  Zahlen  und  den K o m b i n a t i o n e n  ( k -  1)-ter Klasse  ohne Wiederholung  
der Zahlen 1, 2 . . . .  ,1 - 1. Beze ichne t  m a n  diese K o m b i n a t i o n e n  m i t  c~, . . . ,  ck 1 so ist: 

c l = l  1, c,  =l~ +l~, . . . .  C k - l ~ l l  §  ' '  �9 + / k - l ;  

11=cl,  1 2 = c ~ - c l ,  . . . ,  l k - l = C k - l - - C k - 2 ,  I k = l - - c k - 1 .  

Diese und  die im Tex t  e rw~hnte  e in-e indeut ige  Zuordnung  l iefert  g le ichzei t ig  einen einfachen 
Beweis fiir die  Anzah l  der  LSsungen von  (71) in  ganzen  posi t iven,  bezw. in ganzen nicht-  
nega t i ven  Zahlen.  
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Hieraus folgt: Die Anzahl aller jener Produkte P yon je n - k  verschiedenen 
der Zahlen 1, 2 , . . . ,  n - 1 ,  welche die in obigem Korollar unter 1 und 2 ange- 
fiihrten Eigenschaften besitzen, ist gleich der Anzahl der LSsungen der Gleichung 
(71) in ganzen nichtnegativen Zahlen, also gleich 

(71, 1) (l+k_ik-1). 

8etzt man nun (zur Formel (62) und (63) zurfickkehrend): 

S = ( n - 1 ) !  fiir k = l ,  

8 ( n - 1 ) T  �9 fiir k > 2 ,  
(a+bi l )  (2a+bi2) . . .  ( ( k -  1) a+bik-1)  

so ist nach der bei (63) angefiihrten Bedeutung yon il . . . . .  ik--l: 

0 < i  1< i  2 . .  <ik-1 <l ,  l = n - - - a k ,  
�9 = b 

und der Ausdruck S ist ein Produkt von n - k  verschiedenen der Zahlen 
1, 2 . . . . .  n - 1 .  Ferner ist folgendes evident: 

1. Die n - k  Faktoren yon S haben die in obigem Korollar unter 1 angefiihrte 
Eigensehaft. Die k Teilgruppen T1 , . . . ,  1'~ lauten fiir a >  1 wie folgt: 

1, 2 . . . .  , a + b i l - 1 ;  

a + b i l + l  a + b i l + 2 , . . . , 2 a + b i ~ - l ;  u.s.w. 

Fiir a = l ,  k > l  ist die Anzahl der Teilgruppen <k. 
2. Die Anzabl t8 der Zahlen der Teilgruppe T8 ist gleieh 

a - 1 + b i, fiir s = 1, 

(72) a - 1 + b (i8 - is-l) fiir 2'< s < k - 1, 

a - l + b ( 1 - i k _ l )  fiir s=k .  

Die Bedingung (70) ist daher erfiillt. 
~Iieraus folgt, dass jedes Produkt S die beiden Eigenschaften der Produkte 

P besitzt. Da ferner die Anzahl der Produkte S (das ist die Anzahl der Kom- 
binationen ( k -  1)-ter Klasse mit Wiederholung der Zahlen 0, 1, . . . ,  l) der unter 
(71, 1) angefiihrten Anzahl der Produkte P gleich ist, so ergibt sich, dass die 
Gesamtheit der Produkte S mit der Gesamtheit der Produkte P identisch ist. 
Es ist daher auch die Summe der Produkte P gleieh der Summe der Produkte 
S, also nach (62) und (63) gleich /(k, n). 

. 

Auf Grund des Satzes 5 und der angeschlossenen Korollars ist es leicht 
mSglich, die in der Einleitung angefiihrten S~tze I, II  und I I I  yon SYLVESTER 
auf kurzem Wege in Evidenz zu setzen. 
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Fiir k = 1 sind diese drei S~tze dutch (62) best~tigt. Fiir k = n verlieren die 
S~tze ihren Inhalt .  (Fiir k = n gibt es nur eine Permutat ion,  die Einheitsper- 
mutation).  Es sei also 2 < k < n -  1. Ferner sei 

(73) S - (n - 1)! 
( a + b i t ) ( 2 a + b i 2 )  . . .  ( ( k - 1 )  a + b i ~ - l )  

Beweis des Satzes I : Fiir a - b = 1 durchlaufen in (73) die Zahlen a + b il, 
2 a + b i2 . . . .  alle Kombinat ionen (k - 1) ter Klasse ohne Wiederholung der Zahlen 
1, 2 , . . . ,  n - 1 .  Es durchl~uft  also S alle Produkte  yon je n - k  verschiedenen 
der Zahlen 1, 2 . . . . .  n - 1 ; nach (63) ist / (k, n) gleich der Summe aller dieser S. 

Beweis des Satzes I I  und I I I :  Es sei: a = l ,  b >1 .  Nach dem Korollar zu 
Satz 5 ist / (k,  n) gleich der Summe aller Produkte  P yon der Form 

(74) P = T 1 T 2  . . .  Tk 

und mit  den dort  n~her bezeichneten Eigenschaften. T8 ist ein Produkt  yon 
t8 aufeinanderfolgenden Zahlen. Es is t :  

t l+t2•  . . .  + t k = n - k ,  k ~ n .  

Fiir a = 1 kSnnen nach (72) auch Werte ts = 0 vorkommen (tl = t2 . . . . .  tk = 0 
kann  nicht  vorkommen).  Es sei daher  festgesetzt, dass jene Ts fiir welche 
t~=0  ist, in (74) als nicht  angeschrieben zu betrachten sind. Nach (72) ist 

t~=bl~, l~>O, s = l ,  2 . . . . .  k. 

I s t  t ~ ) 0 ,  so besteht  T8 aus b l~ aufeinanderfolgenden Zahlen, also aus l~ Teil- 
produkten yon je b aufeinanderfolgenden Zahlen. Es zerf~llt daher in (74) das 
Produkt  P in 

n - I t  
11+12 + "'" + l k =  

b 
Teilprodukte yon je b aufeinanderfolgenden Zahlen. 

, 

Es sollen jetzt  die erhaltenen Resul tate  auf ein wiederholt behandeltes kom- 
binatorisches Problem angewendet werden, das wir schon in der Einleitung 
erw~hnt haben und das wie folgt formuliert werden kann :  

Es ist die Anzahl aller Permuta t ionen von n Elementen zu bestimmen, die 
jedes Element  durch ein von ibm verschiedenes ersetzen. 

l~ber diese Anzahl - -  sie sei mit P~ bezeichnet - -  sind die folgenden Be- 
ziehungen bekannt  14 : 

14 Beziiglich der  L i t e r a t u r a n g a b e n  sei au f  das  L e h r b u c h  v o n  NETTO (1. C. 2) u n d  auf  die 
S tud ie  y o n  SCHR6DER (1. C. 5) verwiesen.  

D i e  A n z a h l  P n  wurde  a u c h  zur  Theor ie  der  D e t e r m i n a n t e n  in  Bez iehung  gesetz t  (J. J .  
W~.YRAUC~, J o u r n a l  fiir die reine u n d  a n g e w a n d t e  Ma thema t ik ,  B a n d  74, 1872, p. 273--276):  

Fiir  e ine D e t e r m i n a n t e  yon  n 2 F. lementen:  

i s t  P n  die Anzah l  aller jener  P roduk t o  

a l  i i  a ~ I ~  . . . a n  i n  , 

die ke in  E l e m e n t  der I -Iauptdiagonale  en tha l t en .  
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(75) P,=(n-1) (Pn-x+Pn-2) ,  n>2,  P o = l ,  P~=0.  

(76) Pn=nPn_l  + ( -  l) n, n >= l, 

(77) p~ ~ (-1)" = ~ 0  v ~  n! '  n>O' 

n e-Z ~ p  z Iz[<l 
(78) ~ 1 - z '  

P 0  ~ 1 .  

Die Formeln (75) bis (78) kSnnen leicht aus Satz 2 und 4 abgeleitet werden. 
Wird im Satz 4: a=2, b - 1  angenommen, so ist F(n)=Pn und (46) geht in 
(75) fiber. Mit (75) ist auch (76) und (77) bewiesen. Die Formel (78) folgt aus 
Satz 2, wenn als (10) die Folge 2, 3, 4 . . . .  gew/~hlt wird. 

Auf Grund des Satzes 2 ist es ferner mSglich, auch die Anzahl jener unter 
den Pn Permutationen zu bestimmen, die in k elementenfremde Zyklen zerfallen. 
Bezeichnet p (k, n) diese Anzahl, so ist nach (15) und (16): 

Z n 
e-XZ ~_, Hn (x) nT.' (79) ( l - z )  x n-o 

n 

(80) H= (x) = ~ p (k, n) x ~ , 
k - 1  

n_- > 1 

Aus der Definition von p (k, n) folgt: 

p(k,n)=0 ffir k>~. 

(n) 
Das Polynom Hn(x) ist also vom Grade E ~ . Schreibt man nun (79) in der 

Form : 
o0 2:rt 

eXZ Z Hn (x) ~. = (1 - z )  -x 
rtffi0 

so ergibt sich durch Vergleich der beiderseitigen Koeffizienten von z k die folgende 
symbolische Rekursionsformel zur Bestimmung der Polynome H= (x), also auch 
der Zahlen p (k, n) : 

(81) ( H ( x ) + x ) n = x ( x + l ) ( x + 2 ) . . . ( x + n - 1 )  ffir n > l ,  H 0 ( x ) = l .  

An diese Forme115 sei noch die folgende Bemerkung gekniipft: 

15 I n  (81) i s t  d i e  l i n k e  Se i t e  n a c h  d e m  b i n o m i s c h e n  L e h r s a t z  z u  e n t w i c k e l n  u n d  d a n n  d i e  
s y m b o l i s c h e  l ) o t e n z  (H (x)) s d u r c h  Hs (x) z u  e r s e t z e n .  

D i e  e r s t e n  W e r t e  y o n  Hn (x) s i n d :  

H1  ( x ) = 0 ,  H 2 ( x ) = x ,  H a ( x ) = 2 x ,  H 4 ( x ) = 3 x 2 + 6 x ,  

H 5 (x) = 2 0 x 2 +  2 4 x ,  H e (x) = 1 5 x a +  130x~ + 1 2 0 x .  
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Bezeichnet man mit: 
/(k, n) die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die in k elementen- 

fremde Zyklen zerfallen; 
G (s, n) die Anzahl jener der n ! Permutationen, die s Zyklen yon der Ordnung 

1 aufweisen ; 
/(k, n, s) die Anzahl jener der /(k, n) Permutationen, die s Zyklen yon der 

Ordnung 1 aufweisen (=Anzahl  jener der G(s, n) Permutationen, die in k 
elementenfremde Zyklen zerfallen), so ist durch 

n ! = Y / (k, n) = a (s, n), 
kffil s=0 

k 

/(k,n)= y./(k,~,s), a(s,n)= ~/(k ,  n, s) 
sffiO k=l  

die Einteilung der n T Permutationen nach der Anzahl k der Zyklen und nach 
der Anzahl s der Zyklen v o n d e r  Ordnung 1 gegeben. Es ist leicht zu zeigen, 
dass alle bei dieser Einteilung in Betracht kommenden GrSssen, das i s t / (k ,  n), 
G(s, n), ] (k, n, s) in der Formel (81) auftreten16: 

Die /(k, n) kommen als Koeffizienten auf der rechten Seite von (81) vor: 

n 

x ( x + l ) . . .  ( x + n - 1 ) = ~ ] ( k , n ) x  k. 
kffil 

Die G (s, n) kommen als Summanden auf der linken Seite yon (81)vor, wenn 
x = 1 gesetzt wird : 

(82) ( P +  1 )n=n! ,  n=>l, p 0 = l .  

(83) 

Vergleicht man schliesslich in (81) die beiderseitigen Koeffizienten von x ~ so 
ergibt sich : 

(84) (;) (-) p(k,n)+ p ( k - l , n - 1 ) + . . . +  k - 1  p(1, n -k+l )=] (k ,n ) .  

Die hier links auftretenden Summanden 

( n ) p ( k - s , n - s ) ,  s = 0 , 1  . . . . .  k - l ,  

sind die Zahlen / (k, n, s). 
Die Formel (81) ergibt also eine l~bersicht fiber die Einteilung aller n! Per- 

mutationen nach der Anzahl k der elementenfremden Zyklen und nach der 
Anzahl s der Zyklen yon der 0rdnung 1. 

le Die  hier  fo lgenden  F o r m e l n  (82) b is  (84) s ind  n i ch t  n e u  u n d  k 6 n n e n  leicht  a u c h  d i rek t  
bewiesen  w e r d e n  (ScH~OI)EI% 1. c. 5, Sei te  365 u n d  373; N~,Tro, 1. c. 2, Sei te  72). 
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~ 

Auf Grund des Satzes 2 ist es ]eicht mSglich, das im letzten Abschni t t  be- 
handelte  Problem einer Verallgemeinerung zu unterziehen. 

Es  bezeichne 
P~ (a) die Anzahl aller Permuta t ionen  von n Elementen,  die aus elementen-  

f remden Zyklen, deren Ordnungen > a sind, zusammengesetz t  werden kSnnen 
(wobei a > 2 angenommen wird) ; 

Rn (a) die Anzahl  jener der n!  Permuta t ionen,  in welchen die Ordnungen aller 
e lementenfremder  Zyklen < a sind. 

U m  die P~ (a) und Rn (a) zu erhalten, ha t  man  im Satz 2 als Wer tevor ra t  
(10) die Folge a, a +  1, a + 2  . . . .  , beziehungsweise die endliche Folge 1, 2, . . . ,  a - 1  
zu wiihlen. Man erh~lt so als erzeugende Funkt ionen  fiir Pn (a) und R ,  (a): 

z ~ z a - 1  
- z -  

(85) P~ (a = 
n=o 1 --Z 

z a - 1  

) Z~V " eZ + Z~ + " " + a -1 (86) R~ (a = �9 
n = 0  

(85) ist eine Verallgemeinerung von (78). Aus (85) und  (86) ergeben sich die 
Rekursionsformeln : 

( n - l ) ! .  
P~ (a) = (n - 1) P~- I  (a) • (~--~.T r n - a  (a) 

( n -  1)! 
Rn (a) = n Rn-1 (a) (n--~.T R.-a  (a). 

Diese Formeln  gelten f i i r n  > a. (Die erste ist. eine Veral lgemeinerung von (75) 
und ergibt  sich auch aus Satz 4 fiir b = 1). Fiir n < a  erh~lt  m a n  die Wer te :  

P o ( a ) = l ,  P ~ ( a ) = 0  fiir n = 1 , 2  . . . .  , a - 1 .  

R o ( a ) = l ,  R ~ ( a ) = n !  fiir n = l ,  2 . . . . .  a - 1 .  

Fi ihr t  man  noch die Entwicklungskoeffizienten T .  (a) ein:  

z 2 z a - 1  oo n 

(87) e -z ~ a-1 = ~ T ~ ( a ) _ ~  
n - - 0  

( a =  > 2) 

( a >  2). 

so ergeben sich als Verallgemeinerung von (76) und (77) die Formeln :  

(88) Pn (a) = n Pn-1 (a) + Tn (a) 

T~ (a) 
(89) Pn (a) = n! 

~,=0 "P! 
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Bezeichnet man mit p(k, n; a) die Anzahl jener der P~(a)Permutationen, 
die in k elementenfremde Zyklen zerfallen, un4 setzt 

H~(x, a )=  ~ p  (k, n; a) x k (n~  1) 
k f f i l  

so ergibt sich (als Verallgemeinerung von (81) und auf dem gleichen Wege)die 
folgende symbolische Rekursionsformel zur Bestimmung der H,, (x, a), also auch 
der p ( k , n ; a ) :  

(90) (H (x, a)+xR(a)) n=x(x+ l) . . .  ( x+n-  1). 

Man kann sich leicht ein Bild dariiber machen, wie alle n! Permutationen 
durch die Zahl a verteilt werden, und zwar auf folgende Weise: 

Bezeichnet man mit G(s,n, a) die Anzahl jener der n! Permutationen, in 
welchen die n Elemente auf die einzelnen (etementenfremden) Zyklen so verteilt 
sind, dass genau s Elemente in Zyklen, deren Ordnungen ~ a  sind, vorkommen 
(also genau n - s  Elemente in Zyklen yon der Ordnung _>-a), so ist 

(91) n p 
G(s,n,a)= (s) n-s(a)Rs(a). 

Dureh diese Verteilung sind alle n! Permutationen in Teilgesamthciten G(s, ~, a) 
verteilt, die keine Permutation gemeinsam haben. Diese - -  teilweise leeren - -  
Teilgesamtheiten sind dutch s = 0 ,  1, 2 . . . . .  n gegeben und es ist daher 

(92) n ] = ~ G ( s ' n ' a ) = ~ ( n )  Pn-s(a) sffio 

was man aueh symbolisch sehreiben kann: 

(93) (P (a) + R (a)) ~ = n ! 

(93) ist eine Verallgemeinerung von (82) und kann aueh dirckt aus (85) und 
(86) abgeleitet werden. 

. 

Es bezeichne, wie friiher, 
P .  die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die jedes Element dureh 

ein yon ihm versehiedenes ersetzen, und 
P~ (a) die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die bei Zerlegung in 

elementenfremde Zyklen nur Zyklen mit Ordnungen > a aufweisen. Es ist also 
P .  (2) = P . .  

Aus (87) und (89) folgt: 

I 1 1 

(94) lira n !  _ 1 + ~ + ~ . . . + - - ,  ~-~ Pn (a) e a-1 (a > 2) 
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Diese Formel ist eine Verallgemeinerung der folgenden bekannten kombina- 
torischen Definition der Zah] e: 

�9 nW 
(95) lira ~ = e. 

Aus (94) kann eine ~hnliehe kombinatorische Definition fiir die Eulersche Kon- 
stante C abgeleitet werden. Von den verschiedenen Definitionen der Eulerschen 
Konstante (die alle einander aequivalent sind) sei bier die folgende gew~hlt :aT 

1 1 1 - log a) (96) C= l im  1 + ~ + ~ + . . - +  �9 
a-*co a - -  1 

Schreibt man (94) in der Form 

n !  1 1 
= e l + ~ +  -" " + ~ 1 _ 1  - -  l o g  a (97) lira 

. ~  a P .  (a)  

so ergibt der Grenziibergang a-+c~, der bei (97) gestattet ist: 

( n,) 
(98) C = log lim lim �9 

Die Eulersche Konstante C hat also eine kombinatorische Definition, die dUrch 
(98) beschrieben ist. 

Nachstehend sei eine ~hnliche Betrachtung noch fiir eine dritte Teilgesamtheit 
durchgefiihrt, bei der sich als Grenzwert des VerhMtnisses zwischen der Anzahl 
aller n! Permutationen und der Anzahl der Permutationen der betrachteten 
Teilgesamtheit die Zahl ~ ergeben wird. 

Es bezeichne U (n) die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die bei 
Zerlegung in elementenfremde Zyklen nur Zyk.len von einer ungeraden Ordnung 
aufweisen. Laut  Formel (20) ist: 

(99) U (2 n) - (2 n)!2 
n!222~' 

(100) U (2 n +  1) = (2 n +  1) U (2 n). 

Die Formel yon WALLIS kann in der Form geschrieben werden: 

17 HARALD CRAM~R: M a t h e m a t i c a l  M e t h o d s  of  S t a t i s t i c s ,  U p p s a l a  1945,  p .  125,  e n t h a l t  d i e  
A b s c h ~ t z u n g  

~ l =  logn+C+ 1 +0(1,) 
1 2n ' 

w a s  m a n  a u c h  i n  d e r  z u  (96) f i i h r e n d e n  F o r m  s c h r e i b e n  k a n n :  

n - l l =  +c_1+o(1) 
~1 ~- log n . 
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(n  I) 4 2 4 '~ 
-- = lim I 2 " 2 ,-~or ( 2 n + l )  

Der Vergleich mit den Formeln (99) und (100) ergibt die folgenden zwei Dar- 
stellungen fiir die Zahl ~: 

( l o l )  ] #~ = (2 ~)! 
[2 !im~ u i2 ; i : F ~ : +  i 

(lo2) -I//~--z (2n -4- l)I 
~ = ] i m  U ( 2 n + l ) . l / ~ n + l  

Die Formel (101) soll noch einer naheliegenden Umformung unterzogen werden, 
die es gestattet, (101) und 002) in eine einzige Formel zusammenzufassen. 
Bezeichnet man die rechte Seite von (101) mit lira an, setzt 

V b~= 1 + 2 ~  

und wendet den fiir allgemeine Werte yon an und bn giltigen Satz an:  

(lira an) (lim b~) = lira (an b=), 

so ergibt sich an Stelle von (101): 

(103) ~ 2  = lim (2n),  
- ~  v (2 n). V~n 

Schliesslich darf man an SteIle yon lira fiir n-~c~ in (102) lim ffir (2n+  1)-~oo 
und in (103) lira fiir 2n->oo schreiben, wodurch beide Formeln in eine iibergehen. 

Nachstehend seien die Ergebnisse dieses Abschnittes zusammengefasst: 

Satz 6. Bezeichnet P~ (a) die Anzahl aller Permutationen yon n Elementen, die 
bei Zerlegung in elementen/remde Zyklen nut  Zyklen yon der Ordnung >= a au/- 
weisen, wobei a > 2 ange~wmmen wird, so gilt: 

1 1 1 n I 1 + ~ + -  + .  �9 + ~-_~. 
lim - " "  =e  3 
n~,~  P~ (a )  

Ist der Grenziibergang /i~r n-+oo vollzogen, so ergibt der - -  der Reihen/olge nach 

zweite - -  Grenziibergang /i~r a-+oo ]iir die Eulersche Konstante C die Beziehung 

( n,) 
C=log  lim lira 

a-~r162 \~-*:r a-P~ (a) 

Bezeichnet U (n) die Anzahl aller Permutationen yon n Elementen, die bei Ze,r- 
legung in elementen/remde Zyklen nut  Zyklen ungerader Ordnung au/weisen, so 
gilt /iir die Zahl • die Darstellung: 
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(104) = lira n ! . 
,~--,oo U (n). Vn 

In  den Formeln (94), (95), (98) und (104) erscheinen Grenzwerte yon Quo- 
t ienten aus der Anzahl aller n!  Permutat ionen und der Anzahl der Permuta-  
t ionen der bet rachte ten Teilgesamtheit (Pn (a), P, ,  aPn(a) und U(n).Vn). Es 
ist bemerkenswert,  dass man auf diesem Wege nicht  nu t  - -  wie es seit Euler 
bekannt  ist - -  fiir die Zahl e, sondern aueh fiir zwei andere transzendente Zahlen, 
die Eulerscke Konstante  und die Zahl vr, Definitionen erh~lt, die man als kom- 
binatorische bezeichnen kann. 
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