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Mitgeteilt  am 11. April 1955 durch T. N&OELI, und OTTO FROSTMAN 

tJber eine Klasse von kubischen diophantischen Gleichungen 

mit drei Unbekannten 

Yon S T I G  C H R I S T O F F E R S O N  

§ 1. Einleitung 

W i r  b e t r a c h t e n  die d iophan t i sche  Gle ichung 

ua + ab2va + a2bwa- 3 a b u v w = C ,  (1) 

wo a u n d  b nat f i r l iche  Zah len  sind, deren  P r o d u k t  a b > 1 durch  kein  Pr imzah l -  
q u a d r a t  t e i lba r  ist ,  und  C eine na t i i r l iche  Zahl  ist.  

W e n n  die  ganzen r a t i ona l en  Zahlen  u, v, w die Gle ichung (1) befr iedigen,  so 
wi rd  die Zah l  

o ) = u  + v ~  + w ~ ,  (2) 
3 3 

m i t  ~ = l / ~  und  f l = V a ~ ,  

eine L6sung von (1) gena lmt .  ~ und  fl sollen die ree l len  d r i t t e n  Wurz e ln  sein, 
u n d  sie s ind also nach  der  Vorausse tzung fiber a u n d  b pos i t ive  i r r a t iona le  
Zahlen.  Es  is t  keine  Einschr~nkung,  wenn wir  im fo lgenden  a > b vorausse tzen ,  
d a n n  wird  ~ <  ft. Eine L6sung ¢o heiss t  grSsser als eine andere  L6sung oJ 1, wenn 
yon  der  Zahlen  ¢o und  0)1 die  ers tere  die  gr6ssere ist ,  u n d  u m g e k e h r t  nenn t  m a n  
d a n n  0) 1 k le iner  als  0). Zwei LSsungen  o~ und  0) 1 heissen gleich, wenn 0)=  0)1, 
was  nu r  fiir  u = U l ,  V =Vl,  W = W  1 v o r k o m m t .  

I n  dem re inen  kubischen  Zah lk6rper  K ( ~ )  is t  die F o r m  

F (u, v, w) =ua + ab*va + a*bw3- 3a buvw 

einfach die N o r m  der  Zah l  o~=u+v~z+wfi, und  wenn  0 und  0 2 die p r im i t i ve n  
kubischen  E inhe i t swurze ln  sind, 03+ 0 +  1 = 0 ,  wird,  m i t  

¢o'=u+vo~q+wflo 2 und  o./ '=u+v~o2+wflo,  (3) 

W i r  se tzen 

F (u, v, w) = 0) 0)' 0)". 

co' 0)" = 0) = ~ +  ~ ÷ z~fl, 

~ = u ~ - a b v w ,  ~=aw~-uv ,  ( v=bv2-uw.  
(4) 
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Die Form .F(u,  v, w) kann damit als Produkt yon zwei Faktoren geschrieben 
werden : 

F (u, v, w)  = (u + v ~  + w fl) (r~ + ~:c + ~ fl). 

Mit u, v, w sind auch u, v, w ganz rational. F ( u ,  v, w)  kann gleich 0 sein, nur 
wenn u = v = w = O, denn u + v ~ + w fl = u + v ~ + w b-  l ~z 2, und das Polynom xa - a b ~ 
ist im rationalen Zahlk6rper irreduzibel, e5 = 0 hat auch u = v = w  = 0 zur Folge. 
Uns interessiert also nur der Fall C :~ 0, und wegen F (u, v, w) = - F ( - u,  - v, - w)  
geniigt es, positive C zu betrachten. 

0)' und ¢o" sind nach (3) imagin/irkonjugiert, d .h .  ~ = 0)'0)" ist stets nicht- 
negativ, und ftir positives C muss also eine LSsung 0) von (1) positiv sein. 

Wir bemerken auch, dass 

mit 
(z + y ~  + ~ ) ( u  + v~  + w ~ ) =  Ul + v l ~  + Wl~, 

[ u l  = x u  + a b y w + a b z v ,  

." v I = x v  + y u  + a z w ,  

I w l  = x w + b y v + z u .  

(5) 

Daraus folgt, dass ein Produkt  yon einer endlichen Anzahl yon Zahlen des 
Typus (2) eine Zahl desselben Typus ist, und wenn wir der Kiirze halber 

setzen, so folgt 
F (0)) = F (u, v, w) 

F (0) o)1) = F (0)) F (0)1), 

well 0) (91 ((9 ( i l l ) '  ((,o O)l)t '  = (.o (9 '  o~"  0) 1 (,o~ (,o~'. 
Aus (5) folgt auch, wenn man x + y c z + z f l = ~ + ~ + ~ f l  setzt, 

" u ~ + a b v @ + a b w ~ = $ ' ( u ,  v, w) ,  

(6) 

u ~  + vq2 + a w @ = O ,  (7) 

u @ + b v ~ + w ~ = O .  

Die Existenz yon unendlich vielen LSsungen der Gleichung 

u a + D v  a + D 2 w  a - 3 D u v w = l ,  (8) 

wenn D kein Kubus einer ganzen Zahl ist, folgt natfirlich aus der allgemeinen 
Theorie der Einheiten in algebraischen ZahlkSrpern. Mehrere Verfasser haben 
sich mit der numerischen Berechnung yon LSsungen der Gleichung (8) besch~ftigt. 
In  Arbeiten von MARKOFF [1] 1, MEISSEL [2], DEDEKIND [3], NAGELL [4], WOLFE [5], 
CASSELS [6], und SEL~,IER [7] findet man Tafeln von L6sungen fiir kleine Werte 
von D. Bei NAOELL, CASSELS und SELMER geben die LSsungen im allgemeinen 
die Fundamentaleinheiten in entsprechenden K6rpern. SELMER hat ausserdem 

1 D ie  Z a h l e n  in  e c k i g e n  K l a m m e r n  v e r w e i s e n  a u f  da s  L i b e r a ~ u r v e r z e i c h n i s  a m  E n d e  d e r  
A r b e i t .  
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Tafe ln  ftir D _< 250 und  fiir  D gleich ungeraden  Vie l fachen von 4 bis  nach  D < 400 
in Auss ich t  geste l l t .  

Der  Zweck dieser  Arbe i t  ist,  einige e l emen ta re  Absch/ i tzungen  der  LSsungen 
yon  (1) herzule i ten ,  und  zun~chst  wird  eine von DIRmrILET [8] angegebene  
Bewei sme thode  so ausgenu tz t ,  class sie eine Absch/~tzung einer  LSsung fiir  C = 1 
ermSgl icht .  

Hilfssatz 1. 

§ 2. Itilfssiitze 

Die Ungle ichung  

0 < F ( u ,  v , w ) < 3 ~ 2 + 5 ~ f l + a f l  2 (9) 

h a t  unendl ich  viele LSsungen  in ganzen Zah len  u, v, w. 

Beweis. W e n n  t eine nat f i r l iche  Zahl  ist ,  und  v und  w die  Zah len  0, 1 . . . . .  t 
unabh~ngig  vone inander  durchlaufen ,  k a n n  m a n  zu j e d e m  solchen P a a r  v und  w 
eine ganze Zahl  u bes t immen ,  so dass 

O < _ u + v : c + w ~ < l .  

Fi i r  u gi l t  also - t ( g + f l ) < u < _ O .  Von den  ( t + l )  ~ Zah len  u + v t z + w f l  l iegen 
mindes t ens  zwei, 0) 1 = u I + v I ~ + w 1 fl und  to 2 = u 2 + v 2 ~ + w~ fl, in e inem I n t e r v a l l  
de r  L~nge ( t~+2 t )  -1. Mi t  u = u l - u 2 ,  v = v l - v 2 ,  w = w l - w  ~ wird  dann ,  wenn 
OJ 1 > (D2~ 

O< u + v~ + w f l  < (t2 + 2t) -1, 
(10) 

I~,l<t(~+~), Zvl<<-t, Iwl<-t. 

Fi i r  d ie  so e rha l t enen  u, v, w is t  

+ ~ ~ + ~ fl = ½ { ( u -  ~ ~)~ + ( ~  - w fl)~ + (v ~ - w ~)~} 

< ½ t ~ {(2 ~ + fl)~ + (~ + 2 fl) '  + (~ + t~) ~} = t ~ k, 

m i t  k = 3 ~ + 5 ~ f l  + 3fl  ~. 

]:)ann wird  0 < F (u, v, w) < t ~ k (t 2 + 2 t) -1 < k, 

u n d  
F (u, v, w) 1 

u + v~  + w f l = ~ t  + ~ + ~ f l  > t2 k 

W e n n  j e t z t  t '  so gewi~hlt wird,  dass  1 / ( t ' 2 + 2 t ' ) < l / t ~ k ,  also s icher  wenn 

t '  ~ t  Vk, b e k o m m t  m a n  neue Zahlen  u ' ,  v' ,  w', die (9) geniigen.  U n d  mi t  

t ~ = ( [ V k ] + l )  ~, v = 0 , 1 , 2  . . . . .  

b e k o m m t  m a n  unendl ich  viele Zah len t r ipe l  u, v, w, die (9) geniigen.  
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H i l f s s a t z  2.  W e n n  e = x + y ~ + z fl > 1 eine LSsung der Gleichung _~ (x, y, z) = 1 
ist, sind die Zahlen x, y, z alle positiv. 

B e w e i s .  Ftir die reziproke LSsung ~ gilt 

0 < ~ + ~ a + ~ f i < l ,  

und damit  k6nnen 
Wegen ~=~  folgt aus (4) und (7): 

x = ~ - a b ~ 5 ;  

y = a ~ 2 - ~ ;  

z = b ~ 2 - ~ ;  

x ~ + a b y S + a b z ~ = l .  

nicht 2, ?~, 5 alle nichtnegativ oder alle nichtpositiv sein. 

(4a) 

(4b) 

(4c) 

(7 ~) 

Aus (7 a) folgt sogleich ~ = 0 ,  und es kann auch nicht ~ = 5  =0 .  Wir k6nnen 
damit folgende vier F~lle behandeln: 

1. ~ = 0 ,  2 5 < 0  oder ~=0,  ~ < 0 .  
Aus (4a), (4b), (4c) folgt x > 0 ,  y > 0 ,  z > 0 .  

2. ~ > 0 ,  ~ > 0 ,  2 < 0  oder ~ < 0 ,  ~ < 0 ,  2>0 .  
Aus (4a), (4c) folgt x > 0 ,  z > 0 ,  und aus (7a) folgt y > 0 .  

3. ~ > 0 ,  ~ < 0 ,  5 > 0  oder ~ < 0 ,  ?~>0, ~<0.  
Aus (4a), (4b) folgt x > 0 ,  y > 0 ,  und aus (7a) folgt z > 0 .  

4. ~ > 0 ,  ~ < 0 ,  ~ < 0  oder ~ < 0 ,  ~ > 0 ,  2 >0 .  
Aus (4b), (4c) folgt y > 0 ,  z > 0 ,  und aus (7a) folgt x > 0 .  

§ 3.  E x i s t e n z  u n d  A b s c h i i t z u n g  e iner  L 6 s u n g  f i ir  C = 1 

Unter  den unendlich vielen Zahlentripeln u,  v, w ,  die (9) befriedigen, miissen 
auch unendlich viele F ( u , v , w )  einen bestimmten Wert n < 3 ~ 2 + 5 ¢ c f l + 3 f l  2 
geben. Und unter  diesen letzten Zahlentripeln muss es auch solche geben, fiir die 

u t - - u s ,  v ~ v s ,  wi=--w s (mod n), 

denn die inkongruenten MSglichkeiten sind ja nur n a. Dann ist 

u s Jr v s a. + w s f l  n n 

= u, up -- a b u,  v s w s + a b 2 v, v~ - a b v, u s w s + a 2 b u,, w~ - a b W, u j  v j  

= F ( u ,  v , w ~ ) = 0  (mod n). 

= a ui w 2 - ui uj v s + v~ up - a b v, vj w s + a b wi v~ - awi us ws-= 0 (mod n). 

$ = b u ,  v~ - u i u s w  s + a b v i w [  - b v i u s v s +  w i u ~  - a b w ,  VsWs = 0 (mod n). 
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Wegen F(~, ~, ~ ) = n  a (vgl. (6)), ist dann x = ~ / n ,  y = r l / n  , z = ~ / n  eine ganz- 
zahlige LSsung der Gleichung 

F(x, y, z)= 1, (H) 

und sie ist yon der trivialen L6sung x =  1, y = z = O  verschieden, weil 

ui  + v~ ~ + wi fl * uj  + vj ~ + wj  ft. 

Der Existenzbeweis ist damit geliefert. 

In  der Menge yon LSsungen > 1 sind nach Hilfssatz 2 u, v, w alle positiv. 
Also gibt es nur eine endliche Anzahl solche LSsungen unter einer festen Grenze, 
und daher gibt es auch eine kleinste solche LSsung, el, die wir Fundamental- 
15sung der Gleiehung (11) nennen. 

Wenn ~e ine  beliebige LSsung >1  yon (11) ist, gibt es eine natiirliche Zahl 
n "C ~ n + l  • n, so dass el _ e  ~1 ~ also 

l ~ , ~ ' < e  1. 

e ~  ist auch eine L6sung von (11), und wegen der Definition von el muss also 
e ~ = 1, und damit 

~ .  

S~mtliche L6sungen der Gleichung (11) sind also ganzzahlige Potenzen der 
FundamentallSsung. 

Um eine Abschi~tzung einer LSsung yon (ll) zu erhalten, benutzen wir den 
Beweis des Hilfssatzes 1 und den obigen Existenzbeweis, wo wir die Indizes i 
und j absch~tzen wollen. 

Mit N = [k] 4 

bekommt man ftir to, t 1 . . . . .  tN N + 1 Werte 0 < F (u, v, w) =< [/c]. Einer der Werte, 
n, muss mindestens [k]3+ 1 mal angenommen werden. Weil n_<[k], miissen 
auch zwei modulo n kongruente Zahlentripel diesen Wert n liefern. Also sind 
i , i=<~ ~ 

t~= ([l/]d + 1)~; I~,,I, lu, l<t , , (~+/3);  I~,1, Iv;I, Iv, l. [wjl<=tN. 

Ixl= ~ lu, ~,,+ ab (v, Co, + w, ~,)l 

<t3N{(~+fl) ((~ + fl)2 + ab)  + ab (b + ~ + fl + a + ~ + fl) } =t~. 2 (~ + fl) 3. 

Analoge Absch~tzungen von y und z geben, mit k = 3 c¢ 2 + 5 ~ fl + 3 f12, 

{ Ixl < 2(~ + fl)3 ([Vi]+ li t~', 

I z I < 14a2 ([~/Ic] + 1) tk]'. 

(12) 
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D a m i t  i s t  fo lgender  Sa tz  bewiesen :  

S a t z  1. a)  Die  G l e i ch u n g  F (x, y, z ) =  1 is t  i m m e r  15sbar. 

b )  Die  L S s u n g e n  s ind  s / imt l ich  gegeben  d u r c h  die  F o r m e l  

x,t +y,~oc + z,,fl=(xl +yl¢z +Zl~) n, n=O, + l, A_:2 . . . . .  

wo x 1 + Yl ~¢ + zl fl d ie  k l e ins t e  L 6 s u n g  > 1 ist.  

c) Es  g ib t  m i n d e s t e n s  eine LSsung,  d ie  d e n  U n g l e i c h u n g e n  (12) geni igen .  

§ 4. Einige Eigenschaften der L~sungen 

S a t z  2. H a t  F (u, v, w) = C e ine  L S s u n g  u + v ~¢ + w fl > VC, so s ind  u ,  v, w al le  
n i c h t n e g a t i v .  

Beweis. Mit  to = u + v ~ + w fl > VC is t  g le ichzei t ig  e5 = ~ + ~ ~ + ~ fl < l/C. to = 

[/C gi l t  n u r  fi ir  to = 1, C = 1, u n d  fiir C = 1, was  im f o l g e n d e n  a u s g e n o m m e n  
wird ,  g i l t  j a  de r  Sa tz  n a c h  t i i l f s sa t z  2. De r  Fa l l ,  dass  zwei  y o n  u,  v, w gle ich 

3 

0 s ind,  k o m m t  n i c h t  vor ,  d e n n  d a n n  is t  w = W c <  l /c ,  w e n n  c >  1. J e t z t  wi rd  

a n g e n o m m e n ,  to > ]/C w/ire e ine  LSsung  m i t  m i n d e s t e n s  e ine  der  Z a h l e n  u,  v, w 
n e g a t i v .  

1. w = 0 ,  uv<O. ~ = u ~ - u v ~ + b v ~ f l = ( u + v t z ) ~ - 3 u v a > t o 2 > C .  Widerspruch. 
E n t s p r e c h e n d  fi ir  u = 0, v w < 0 bzw. v = 0, u w < 0. 

2. u < 0 ,  v < 0 ,  w > 0 .  t o>u2+abw+aw2o~-uv t z+bv2 f l+wf l=(u -voO~+ 
u v c¢ + a b w + (w fl)~ + w fl > (w fl)~ > C. W i d e r s p r u c h .  E n t s p r e c h e n d  fi ir  u < 0, v > 0, 
w < 0  bzw. u > 0 ,  v < 0 ,  w < 0 .  

3. u < 0 ,  v > 0 ,  w > 0 .  ~ > u 2 - a b v w + a w 2 a + v ~ + b v ~ f l + w f l = u 2 + v ~ + w f l +  
(w fl - v ~)2 + a b v w > u + v :¢ + w fl > 1/0. W i d e r s p r u c h .  E n t s p r e c h e n d  f i i r  v < 0, 
u w > 0  bzw.  w < 0 ,  u v > 0 .  D a m i t  is t  Sa t z  2 bewiesen .  

W e n n  u + v c¢ + w fl => C, i s t  n i c h t  s icher  u v w =r 0, wie fo lgendes  Beisp ie l  zeigt  : 

a b = 7. F (2, 1, 0) = 15. 2 + :¢ = 3,913 > 3,873 : [ /H .  D a g e g e n  gi l t  f o lgende r  Satz .  

$ 

S a t z  3. H a t  F (u, v, w) = C eine L S s u n g  u + v ~ + w fl _-> V ~ ,  so is t  u v w * 0. 
3 

Beu,eis. W e n n  w = 0, is t  u 3 + (v a)a = C, u n d  also v ~¢ = I / C -  u a. Die  F u n k t i o n  
3 3 3 

w ( u ) = u + V C - u  3 n i m m t  i h r en  M a x i m a l w e r t  V ~  ftir u = V C / 2  an.  W e n n  
3 

u = | / 0 / 2 ,  s i nd  a b e r  u u n d  v k e i n e  g a n z e n  Zah len .  Also is t  fiir al le  g a n z e n  u u n d  v 
3 

u + v~¢ < [ / ~ .  u = 0 bzw.  v = 0 h a t  dasse lbe  R e s u l t a t  zu r  Folge .  
3 3 

I n  d e m  e b e n  e r w / i h n t e n  Beispie l  is t  4 V ~ = V ~ = 3 , 9 1 5 .  
3 

W e n n  also ~ f C > - [ / ~ ,  folgt  aus  den  b e i d e n  l e t z t e n  S/ i tzen fo lgender  
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Satz 4. Hat  F (u, v, w) = C ->_ 16 eine LSsung u + v ~ + w fl ->_ VC, so sind u, v, w 
alle positiv. 

Fiir C = 15 ist die Behauptung nicht immer richtig, wie das frfihere Beispiel 
zeigt. 

Um eine Absch~tzung fiir den Fall, dass uvw~O,  aber nicht alle u,v,w>O, 
zu erhalten, bemerken wit, dass in diesem Falle genau zwei der Produkte uv, 
u w, v w negativ sind. 

2 ( ~ +  ~ +  ~ )  = (u - v ~ ) ~ +  (u-wfl)~+ (v~ - w/~)~ > (1 + ~)~ + (1 +~)~. 

Also folgt 

Satz 5. Hat  F(u ,  v, w ) = C  eine LSsung, wo u vw~-O aber u, v, w nicht alle 
positiv sind, so gilt 

2C  
u + v ~ + w f l < ( i  +~)2 +(l  +fl)2" 

§ 5. Weitere Eigensehaften der Liisungen 

Wir betrachten die Gleichung (1) fiir willkiirliche positive u, v, w. Setzt man 

U V0~ 

C 
wird ~ a + ~ 3 + 1 _ 3 ~ 7  a Sbw a 

Ffir positive ~ und ~ studieren wir jetzt die Funktion 

/(~, ~) =~3+r/a-- 3 ~  + 1. 

Sie hat  bei festem ~ ihren kleinsten Weft  flit ~ =1/~, und dieser Wert ist 

( V ~ - 1 )  ~. Ffir eine LSsung yon (1) mi~ positiven u, v, w ist dann 

oder 

Analog wird 

und 

C 
( V P -  l) ~ _-< a2bw a' 
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Die positiven LSsungen von (1) geben also in gewissem Sinne gute rationMe 
Approximationen der Zahlen :¢ und ft. 

Die Gleichheitszeichen kSnnen in gewissen F~llen gelten. I s t  z .B.  a = ha+  1 
und b =  1, so wird .F(n ~, n, 1)= 1 und 

f l (1 - l - - - i - - \  t (1 1 t u 

§ 6. L~sungsklassen mid assoziierte LiJsungen 

Die Gleichung F(x,  y, z )=  1 ist fiir jedes a b 15sbar, aber es ist nicht immer  
mSglich, ganze Zahlen u, v, w zu finden, die die Gleichung F (u, v, w) = C, C > 1, 
befriedigen. Denn eine notwendige Bediiagung ist 

C ~ u  a (mod a) und C=-u a (mod b), 

d.h.  C muss kubischer Rest  modulo a und b sein. 
Angenommen F (u, v, w)= C hat  die LSsung 

dann ist auch (vgl. (5) und (6)) 

eine LSsung, wo 
o)e=ul + vl a + Wlfl 

e = x + y ~ + z f l  

eine L6sung der Gleichung F(x,  y, z ) =  1 ist. Von einer best immten LSsung yon 
F(u, v, w ) = C  ausgehend erh~lt man also eine unendliche Menge von LSsungen 
dutch Multiplikation mit  s~mtlichen LSsungen yon F(x,  y, z ) =  1. Alle so ent- 
standenen LSsungen bilden eine LSsungsklasse, und die LSsungen in einer Klasse 
nennen wir assoziiert. 

Wenn zwei LSsungen o) und o) 1 assoziiert sind, grit also Wl=o)e  oder 
= o)l/o)= o)15~/C. Eine notwendige Bedingung ist dann 

u 1 ~ e + a b v l C v T a b w l ~ - u l ~ + V l ~ + a w l w - u l @ + b V l ~ + W l ~ O  (mod C). (13) 

Umgekehrt ,  wenn diese Kongruenzen erffillt sind, gilt co 1 ~5 = C(x + y~ + zfl) 
mit  ganzen Zahlen x , y , z .  Dann ist C . C  2 = C  3 F ( x , y , z ) ,  also F (x, y, z) = l, 
und o)1 und eo sind assoziiert. 

Satz 6. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die LSsungen 
u + v ~ + w f l  und ul+vlc t+Wlf l  der Gleichung F(u,  v, w ) = C  assoziiert sind, ist, 
dass die Kongruenzen (13) erfiillt sind. 
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§ 7. AbscMitzung einer LiJsung in einer gegebenen Li~sungsklasse 

Mit der FundamentallSsung e von F(x, y, z )=l  bekannt  kann man  die 
Gleiehung F (u, v, w)=  C vollstgndig 16sen, wenn in jeder LSsungsklasse K eine 
LSsung bes t immt ist. Wir geben hier eine Absehgtzung, mi t  Hilfe derer man  
diese Best immung maehen kann. 

Zu jedem ~ > 0 gibt es immer eine LSsung in K, so dass 

t<u  +v~ +wfl <te. (14) 
])ann ist auch 

- - < ~ + ~ e + f f ~ f l = <  • 
te 

Je tz t  kann man  t so wghlen, dass (ts)z=C/t, d.h.  

3 

Daraus folgt, dass es eine L6sung oJ in K gibt, so dass 

3 

Dieselben Ungleiehungen gelten aueh fiir I o'1 una I o;'1. I)ie~e Abseh~tzung 
ist wesentlieh besser als die allgemeinere in I t~exE [9] und NACELL [10], WO 

8 3 

die obere Grenze e I/C bzw. ~ee ~/C ist. 

Da  ja Co=l{(2u-vo~-wfl)2+3(vo~-wfl)2}, wird 

3 

12u-v - _<-2 
und mit  (14) 

3 ~/~- 2 3 ~- C[/~s < 3 u < 3 CI/~e. 

Wegen der Symmetrie  folgt also 

Satz  7. In  jeder LSsungsklasse der Gleichung F(u, v, w)=C gibt es eine 
LSsung u + v ~ + w fl mit  

2--~ s 

v ~ und w fl liegen zwischen denselben Grenzen. 
e ist die FundamentullSsung der Gleichung F(x, y, z)= 1. 

Damit  ist auch bewiesen, dass die Klassenanzahl endlich ist. 
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