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Sur l'approximation diophantienne des formes lin6aires 

P a r  NIKOLA OBRECHKOFF 

On doit  ~ Dirichle$ le th forbme classique suivant  : 
Ddsignons par  t~> 1 un  nombre  r6el et  par  eo~, w2 . . . . .  w~ u hombres  rdels ar- 

bitraires. Alors fl existe u nombres  entiers x~,x2 . . . . .  x~, non tous  nuls, tels que 
l ' on  air 

I °Ol Xl W O~2 X2 -}- " " "t- ('O~Xx -- Y l < }u '} (1) 

IX~,l<~t, # = 1 , 2  . . . . .  

off y est un  nombre  entier convenable. 
Dans  [1] on a toujours  le signe d'inggalit6. Dans  ce travail  nous ddmontrons  

une  indgalit6 prdeise et  g6n6rale. 

1. Considdrons la ]orme lindaire 

nj n~ np 
a X (1) ~ ~ a _(2) a x (p) / = L  1~ , 7- ~ ~ ,~ ,  + ' " +  ~ v ,  , ,  

~u=l .u=l ,u=l 

ole al ~, ae ~ . . . . .  ap t  sont  des hombres  rdels a rb i t ra i r~  et n l , n~, . . . , n~ sont des hom-  
bres entiers et posi t i /s .  So i t  encore ml ,  m~ . . . .  ,rap des nombres entiers et posi t i /s .  
A l o r s  i l  exis te  des nombres  entiers ( , )  _(v) x(,) x l , B e , . . . ,  n,, ~ = l , 2 , . . . , p ,  non  tous nuls ,  

les hombres  de chaque groupe x(~ "), 1 <~ ff <~ n,,  dtant du  mSme  s igne (c' est-~-dire non  
ndgati/s  ou non  pos i t i / s )  et tels que l 'on air 

1, M = ( n l m l + l ) ( n ~ m 2 + l )  ( n p m v +  1),} II-yl-< . . . .  

14"l.<,n., 1<if<n,, 
L'dgalit6 dans  (2) est atteinte.  

(2) 

Dans  la d6monstra t ion nous appliquons le principe de Dirichlet  sous la forme 
suivante  : Supposons que les nombres  r6els 

O, o:1, 0:2 , . . .  , O~n, 1, 

sont  rang6s par  ordre de la valeur non d6croissante. Alors ils existent  au moins  
deux  hombres  voisins, dont  la diff6rence est plus pet i te  que 1 / (n  + 1), ou tous  ces 
nombres  sont  les nombres  suivants 
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1 2 n 
- -  , ° ° ~  

O ' n + l ' n +  1' n + l  '1" 

E n  effet  la  somme des nombres  ~x, ~2 - ~ ,  ~s - ~s . . . . .  a~ - -  g n - 1 ,  1 - ~= est  dgale 
1. Done  un  au  moins  de  ees hombres  sera  plus  p e t i t  que 1//(n + 1), ou tous  ces 

hombres  se ront  dgaux  ~ 1 / ( n + l ) .  
Donnons  m a i n t e n a n t  aux  va r i ab le s  x(~ ~), 1 ~</z~<n~, ( v =  1,2  . . . . .  p) les sys tbmes  

des  va leu r s  cor respondantes ,  (v = 1, 2 . . . . .  p), 

m,  m~ . . .  m~ m, m~ 

m~ m, --- m,  m~ m y _  1 

. . ,  

m, m, -..  m~ m~ 0 

m, m, .-. m, m y _  1 0 

m, m~ --. m~ m,-2 0 
. . ,  

m~ m~ ..- m~ 0 0 

m, m, . . .  m ~ - i  0 0 

0 0 -.- 0 0 0 

(3) 

Le n o m b r e  de  ees systAmes sera  dgal ~ (nl ml  + 1) (nz ms + 1)- - -  (rip rap-4- 1)  = M .  
Ddsignons ees sys t~mes s implemen t  p a r  ~ (s)..(~) , (s) #~ ,y2 , . . . , yN  oh N = n l + n s + ' " + n ~ ,  
1 ~< s ~< M.  Les  va leurs  eor respondan tes  de la forme ] seront  

](~) = al  y(1 ~) + asyz" (s) ,m ... + aN y~). 

Ddsignons comme & h a b i t u d e  p a r  [x] le p lus  g rand  n o m b r e  ent ie r  qui  ne  surpasse  
pas  le n o m b r e  rgel x et  p a r  {x} la diffgrence x - [ x ] .  Considdrons les nombre s  
1, {/(s)}, s = 1, 2 . . . . .  # .  I1 y a u r a  au  moins  une  diffdrenee 

{/(~,} - { / , ~ }  = t , ~ )  _ 1(~ ,  _ y ,  

(y un  n o m b r e  ent ier)  d o n t  la va l eu r  absolue  ne surpasse  pas  1//M, ou le n o m b r e  
1 -  {/(°)}, {](")} = m a x  ({/(1)}, {](2)} . . . . . .  {](~)}), sera au  p lus  dgal ~ 1 / i .  Ddsignons 
p a r  x~ ('), l~<#~<n ,  ( l~<v~<p),  les va leurs  des va r iab les  dans  /(~) e t  p a r  x', '(~), 
1 ~< # ~ n,  (1 ~< v ~< p) les va leu r s  eor respondan tes  dans  ](~), e 'es t -~-dire  

p n ~  p n y  

n v 

O n  a u r a  a lors 1 (~) - 1 (~ = ~: ~: a . ,  .Ix'('), - x"(~)~, 
v = l  p - 1  

et  les nombres  x~(')-x'~ '('), l ~ < / ~ < n ,  de  chaque  g roupe  son t  du  m6me signe. Le  
eas oh 1 -  {](")} ~< 1/M se t r a i t e  de  la m~me manibre .  
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Nous  d6mont re rons  m a i n t e n a n t  que dans  (2) le signe d '6gal i t4  es t  a t t e in t .  Pour  
eela  consid5rons la  Io rme su ivan te  

f = ~  + Y ~ +  Y~' (4) 

n y  

off y,.= ~ x ~  ), 1,,<v,,<p et  t , = n ~ m ~ + l ,  l<~v<~p. Montrons  que la  fo rme 
r e - 1  

S = M [ = 22 As • • • 2~ Yl + 13 ~4. • • 2~ Y2 + "'" + ~t~ y~-I  + Yp 

p r e n d  les va leurs  0, 1,2, . .  . ,  M - 1 ,  lo rsque  les var iab les  x,-(~) p r e n n e n t  les va leurs  
(3). E n  effet  la  p lus  g rande  va leur  de  ~0 est  ~gale £ 

1 2 1 s . . .  t~ (11 - 1) + t314 • • • t ,  (t2 - 1) + . . .  + 1~ ( tp-1 - 1 ) +  ~ = M - 1 

e t  la p lus  pe t i t e  es t  4gale £ zdro. D ' a u t r e  p a r t  les va leurs  de  la  fo rme  son t  
diff~rentes.  Supposons  au  cont ra i re  que 

t t ! i i 
22 23. • • , Yl + 23 24. • • tp  Y2 + "'" + 1~ Y~-I + y~ 

I t  *,t 
= t 2 ~ a . . . l ~ y ' ~ '  ÷ l a t 4 . . . l ~ y ~ '  + . . . + ~ , y ~ - l + y , .  (5) 

t H 
O n  aura  y ~ - - y ~  (mod Ip) .  

p t t  ! t t  
.d'ofi il dgeoule que y , = y ~ ,  puisque  ] y ~ - y p l < 2 p .  L'6gal i t6  (5) p r e n d  la fo rme  

t2 t~ • • • 1~_ 1 yl  + t~ t ~ . . .  1~_ 1 y2 + "'" + y~- 1 
s t  

= t 2 1 3 ,  • • t p v l y ~ '  + 13 t ~ . . .  t~-1 y~' + "'" + Y~-I, 

.d'oh il su i t  que y ~ _ l ~ y ~ ' _ ~ ( m o d ~ _ l ) .  

D e  cet te  congruence on ob t i en t  y , - l = y ~ - ~  etc.  Done  la fo rme ( 4 ) p r e n d  les 
va leurs  

1 2 M - 2  2 M - 1  1 
O ' M ' M  . . . . .  M - 1  M , ~ - - - 1 - ~ .  

I1 est  ev iden t  alors que pour  ce t te  forme darts (2) on au ra  le signe d '6gal i td .  
Dans  des  cas pa r t i cu l i e r s  du  thdorgme 1 on  ob t i e n t  : 

2. Soient nl ,  n2 . . . . .  n~ des nombres positi /s et entiers et ddsignons par col, 042 . . . . .  o)~ 
des hombres rdels arbitraires. Alors il existe des nombres entiers xl,  xs . . . . .  x~ non 
tous dyaux h zdro et un  nombre entier y tels que l'on ait  

1 
] o)1xl + o)2 x2 + .-. + o)~ x ~ -  y] ~< (nl-+ 1 ) (n2+  1 ) . . .  (n~+ 1), (6) 

Ixll < ,, Ix21 <n2 . . . . .  Ix l< n , 
Dana (6) l'dgalitd est atteinte. 

3. Soient X1,22, . . . .  1~ des nombres entiers et positi /s et soient wl,  w~, . . . ,  w~ des 
nombres rdels arbitraires. Alors  ils existent ~ hombres entiers xv non n4qati/s et un  
hombre entier y pour lesquels on a 
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I o~ x ,  + o~,o~ + . . .  + ~ o , ~ , , - y  I <~1  + ~.~ + . . .  + ;t,, + 1'  

O~<xv~<2r, l~<p~<~, ~ x p > 0 .  
p ~ l  

L'd?alitd dans (7) est atteinte. 

(7) 

On doi t  £ A. Thue  le th6or~me remarqunble : 

Soient a et b de8 hombres entiers et m u n  nombre entier positi]. Alors ta con- 
gruence 

a x + b y ----- 0 (mod m) (8) 

a toujours des solutions en hombres entiers x et y, qui ne sont pas en m$me temps 
dgaux ~ zdros et pour lesquels on a 

I~1<~, lyl<~- 
Une  ddmonst ra t ion  par  le prineipe de Dirichlet  de ce thdorbme a 6t6 donnge p a r  
M. /qagell [1], qui en m6me temps  a dtudi6 le nombre  des solutions de (8) lors- 
que m est  un nombre  premier. Le m6me th6or~me a ~t6 g~neralisg pour  plu-  
sieurs variables : 

Soient al, a2 . . . . .  as des nombres entiers et m un  hombre entier et positi/ .  A lors  
la congruence 

al xl + az x~ + ... + a,~ x,,----O (mod m) 

a toujour des solutions en hombres entiers Xl, X ~ , . . . ,  x~, non tous dqaux h zdro, qui  
satis/ont aux  conditions 

g 

I ~ 1 ~ ,  p--1,2 . . . . .  ~. 

Nous  ddmontrerons  que ees th~,or~mes d4coulent du thgor~me 2 et en m6me temps, 
nous allons les gdn6raliser. 

4. Soient  a l , a ~ , . . . , a ~  des nombres entiers arbitraire et m un  nombre entier et 
positi/ .  Soient  encore nl,  h i ,  . . . ,  nx de8 nombres entiers et positi/s, pour lesquels on a 

Alors  la congruence 

( n l +  1) (n2+ 1) . . .  (n,,+ 1) > m .  

a l  Xl + as  x2 + "" + a ~ x ~ - - O  (mod m) 

(9} 

(10), 

a tou]ours des solutions en nombres entiers xl ,  x~ . . . . .  x~ non tous dgaux ~ zero, qui; 
satis/ont aux  conditions 

I~l<n~, I~l<n~,-.., I~l<n~- 
La  condition (9) ne peut pas dtre remplacde par la conditio~ 
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(nl + 1) (n~+ 1 ) . . .  (n~+ 1) ~<m. (11) 

E n  effet d 'apr~s le thdor~me 2 il existe des nombres  entiers xl,  x2 . . . . .  xs, 
non  tous dgaux ~ z4ro pour  lesquels on a 

~, as 1 a s  xl + -- x2 + "" + (12) 
m m x ~ - y  <<" { n l +  1) (n2+ 1 ) . . .  ( n s+  1)" 

Ici  y est un  nombre  entier convenable. De (9) et  de (12) il dgeoule 

lal  x l  + a2x2 + ... + a s x ~ - m y l  < 1, 

d ' o h  il suit que a l x l + a = x 2 + . . . + a s x s = m y ,  

puisque le nombre  dans la pat t ie  gauche de (13) est entier. 
Supposons  ma in tenan t  que la congruence (10) a tou jours  des solutions en nom-  

bres entiers xl, x2 . . . .  , xs, satisfaisants aux conditions [xp [ -<< n~, 1 ~ p ~ z, ~ [ x~ I > 0, 
~-1 

quels clue soient  les nombres  entiers al,ag. . . . . .  as, en supposant  encore que pour  
les nombres  n l ,nu  . . . .  , n  s on a l 'indgalit6 (11). Alors la congruence 

xl + (nl + 1) x~ + (nl  + 1) (n2 + 1) x~ + . . .  + 

+ ( n l +  l ) ( n 2 +  l ) . . . ( n s _ l +  l ) x s = - - O ( m o d m )  (14) 

aura  des solutions eli nombres  entiers xl, x2 . . . . .  x~, pour  lesquels on a 

p=l  

Alors la valeur absolue de la part ie  gauche dans (14) ne surpasse pas le nombre  

n l  q- (nl + 1) n2 + (nl + 1) (n2 + 1) n3 + - "  + (nl + 1) (n~ + 1) . . .  (ns-1 + 1) n s = 

= ( n l +  1) (n2+ 1 ) . . .  ( n s+  1)--  1 ~ < m -  1, 

c'est-~-dire sera plus peti te  que m. Done  on aura 

x~+ ( n l +  1)x~+ (nl + 1) (n~+ 1 )xa+  - - -+  ( n l +  1)(nu+ 1 ) . . .  (ns-1 + 1 ) x s =  0. (15) 

De cette dgalit4 il suit que le nombre  nl + 1 divise xl, c 'est-£-dire xl = 0. De 
(15) on obt ient  

xsq-(n2q- 1) x3-t- - . .  q- (n2q~ 1)(n3+ 1) . . .  (n~-x + 1) xs = 0, 

d 'ofl  l 'on vol t  que x2=  0 etc. 

5. Soient  al, a2 . . . . .  a s des hombres entiers arbitraires et m u n  hombre entier 
positi[. Soient  encore 21, 2e . . . . .  2.  des nombres entiers pos i t i / s  pour  lesquels on a 

Alors  la congruence 
21 + 22+ "-" + 2 s > m - -  1. 

al xl + as xu + ... + a s x s ------ 0 (mod m) 

(16) 
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a toujours des solutions en nombres entiers non ndgati/s qui satis/ont aux conditions 

O<~x~<~2~, l < ~ p ~ ,  x l + x 2 + ' " + x ~ > O .  

On ne peut pas remplacer la condition (16) par la condition 

4 1 + 4 2 +  "'" + 2~ ~ < m -  1. 

D 'ap r6s  le th6or~me 3 ] ' in6gali t6 

au ~ x ~ - - y  <~ 1 Xl + - -  x~ + ... + 
m m I 41 -~ 22 -}- "'" -}- 2~ 

a des solut ions  en nombres  ent iers  non  n6gatifs  Xl, x2 . . . . .  x~, sa t i s fa i san t  a u x  
cond i t ions  

O <~ x~ <~ 2~, l <~ p <<. ~¢, x~ + x~ + .. . + x~ > O. 

Pour  ddmon t re r  la  deuxi~me pa r t i e  du th6or~me consid6rons la  congruence 

Xl + x2 + ... + x~ -=-- 0 (mod m). (17) 

Si xl,xu, . . . , x ~  est  une so lu t ion  de (17) avec les condi t ions  

la  pa r t i e  gauche  de (17) ne surpasse  pas  le nombre  21+29.+ . . . + 2 ~ < m  et p a r  
sui te  on au ra  l '~gal i t6 

Xl+X2+ "" + x~=  0, 

d ' o h  et  de  (18) il  d6coule  que x~=x2 . . . . .  x ~ = 0 .  
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