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Sur une classe d'dquations exponent ie l les  

Par TRYGVE ~AGELL 

§ 1  

1. Soient  donnds les nombres  ent iers  posit ifs,  p remiers  en t re  eux deux  £ deux,  

A , M 1 , M 2  . . . .  , Mm, B,  N1,N2 . . . . .  Nn,  C, (1) 

e t  considdrons l%quat ion  exponent ie l le  

z, .~, N y~ = C B N1 Ns  (2) A M 1  M~ M~ m -  u' u' 
. . . . . .  n 

off les ineonnus  Xl,X~, . . . ,  xm, yl, Y~, . . .  Yn 

do iven t  ~tre des nombres  ent iers  >~ 0. 
N o u s  al lons d tab l i r  le r6su l ta t  su ivant :  

Th~or~me 1. L'dquation diophantienne (2) n' a qu' un  nombre [ini de solutions en hom- 
bres entiers xl,x~, . . . ,  x,~,yl, y2, . . . ,  y ,  >~ O. 

Ddmons t ra t ion :  Posons,  pour  i = l ,  2 . . . .  , m, 

x~ =#~ + 3 ~ ,  

et ,  pour  i = 1, 2 . . . .  , n, y~ = v~ + 32~, 

off # t  et  v, sont  des ent iers  tels  que 0 ~</z~ < 2, 0 ~< v~ ~< 2. Si  nous posons  ensui te  

A 1 = A ~u, ~,rt~, M ~  m 

B~ = B .  N[' Ng" ... N~,,  

X = Mx Mz  ... M~m, 

- - Z V l  ~ - ' 2  , . .  

l ' dqua t ion  (2) sera remplaede  p a r  3 m+n dquat ions  de la fo rme 

A 1 X a  _ B1 y 3  = G. (3) 

D'apr~s  un thdor~me bien  connu d'Axel  Thue chacune  des  dquat ions  (3) n ' a d m e t  
qu 'un  nombre  l imi td  de solut ions en nombres  ent iers  X e t  Y, q u a n d  A~, B I e t  C son t  
donnds.  Ainsi  le thdor~me 1 se t rouve  demontrd .  
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On peut  aussi indiquer une limite supdrieure du nombre  des solutions de l 'dquat ion 
(2). En  effet, d 'apr~s terrains rdsultats sur les 6quations diophantiennes cubiques 
l 'dquat ion (3) admet  au  plus 3 C solutions en nombres  entiers positifs X et Y premiers 
entre eux; voir  [1] et  [2]. 1 Ainsi il s 'ensuit  que l 'dquation (2) peut  admet t re  au plus 
3 ~+~+1C solutions. 

Cependant ,  cette ddmonstra t ion nous ne donne pas la solution complete du pro- 
blame. Pour  cela il fallait 1 ° un  crit~re pour  reconnaitre si l '6quation (2) est  r6solublc 
ou non, et  2 ° un  algori thme pour  d6terminer routes les solutions de (2) s'il y e n  a. 

2. Pour  C = 1 et C = 2 le th6or~me 1 a d6j£ dtg dtabli par  StSrmer; voir  [3] et [4]. 
Sa mdthode de ddmonstra t ion donne aussi un  algori thmc pour  ddterminer  routes 
]es solutions de l 'dquat ion (2) dans ces cas. Elle repose sur le lemme suivant:  

Soit D un  nombre  entier positff qui n 'es t  pas un carrd parfait ,  ct  soient x et  y des 
nombres  entiers positffs satisfaisant £ l 'dquat ion 

x ~ - D y ~ = l .  (4) 

Alors, si t ous l e s  diviseurs premiers de y divisent D, les nombres  x et y sont  les solu- 
t ions fondamcnta les  de (4). 

Ce lemme rcste encore vrai  si on rcmplace l 'dquation (4) par  l 'dquat ion 

x ~ - D y  2 = 4, (5) 

et si on exige quc x et  y soient i m p a i r s ;  voir [4], Theorem 17. A l 'aide de ce rdsultat  
j 'a i  montrd  comment  on peut  ddterminer toutes  les solutions de (2) dans  le cas de 
C = 4; voir  [4], Theorem 22. 

Aussi dans le cas de C = 3 on peut  r6soudre le probl~me compl~temcnt.  E n  effet, 
j 'a i  montr6  ailleurs comment  on peut  d6terminer toutes  les solutions de (3) pour  
C = 3; voir  [2]. 

Pour  C t> 5 nous n ' avons  pas encore de mdthode gdn6rale pour  r~soudre l '6quat ion  
(2) compl~tement.  

§2 

3. Soient donnds les nombres  entiers positifs, premiers entre eux deux ~ deux, 

A , M 1 , M  ~ . . . . .  M ~ , B , N 1 , N 2 ,  . . . ,  N ~ , C ,  R1, R2 . . . . .  Rr,  (6) 

et considdrons l '6quat ion exponentielle 

X 1 X~ ~l Y2 N y  n ~ Z l Z~ ... C R i  R2 ... R~" A M 1  M 2  M ~  ' ~ -  B N1 N2 .. .  n C7) 

qui est une gdndralisation naturelle de l 'dquat ion (2). Ici les inconnus 

X l ,  X2 ,  •" ", xm, yl ,  Y2, . . . ,  Yn, Z l ,  Z2~ "" "~ Z r  

doivent  6tre des nombres  entiers >~ 0. 

Q) Les num6ros figurant entre crochets renvoient ~ la Bibliographie plac~e ~ la fin de co M6- 
moire. 
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I1 est  v ra i semblab le  que le hombre  des solut ions  de  l ' dqua t ion  d iophan t i enne  (7) 
es t  l imi t& E n  effet, si nous posons pou r  i = 1, 2 . . . . .  m, 

x~ = ~ i  + 4 ~ ,  

pour  i = 1, 2, . . . ,  n, y~ = ~  +42~, 

e t  pour  i = 1, 2 . . . .  , r, z~ =e~ +4a~ ,  

off #i,  v~ e t  ~ sont  des  ent iers  tels  que 0 ~</~ ~< 3, 0 ~< v~ ~< 3, 0 ~< ~ < 3, e t  si nous posons  
e n s u r e  ensure 

A _  A ~X,,M,, M~m m, I--~L" Lwt 1 2 --. 

B 1 = B"  N';' N~ ' . . .  Nnn , 

C l  = . K~Q1K~O, R~r r ' 

X =  M1 M~. . MXm m, 

y ar;q ar,h N~n, = A ¥  1 2¥ 2 . . .  

Z =  R~, R~, ...  R~r, 

l ' dqua t ion  (7) sera remplac~e pa r  4 m+n+T ~quat ions de la forme 

A 1 X a  _ B1 y4  = C1Z 4. (8) 

Pour  des A1, B 1 e t  C1 donnds l ' dqua t ion  (8) repr~sente  une  qua r t ique  aux  coordonndes 
homog~nes X,  Y, Z, de genre  3. D 'aprSs  une hypoth~se  de Siegel les courbes alg6bri-  
ques de genre ~> 2 n ' a d m e t t e n t  q u ' u n  hombre  fini de po in t s  ra t ionnels .  Alors  il es t  
v ra i semblab le  que l ' dqua t ion  (8) n ' a d m e t t e  qu 'un  n o m b r e  l imit6 de solut ions en 
nombres  ent iers  X,  Y, Z, premiers  en t re  eux.  E n  t ou t  eas, on ne connai t  aucune  
dqua t ion  de ce t y p e  a d m e t t a n t  une infinit~ de solutions.  

4. Consid6rons ensui te  le cas sp4cial 

a~ = b~ + c ~, (9) 

off a, b e t  c sont  des ent iers  posi t i fs  donnds.  I1 y a une infini tg d 'dqua t ions  de ce t y p e  
qui  sont  r&olubles .  E n  effet,  si on p rend  a = b + c, l ' dqua t ion  (9) au ra  la solut ion 
x = y = z = l .  

D ' a u t r e  p a r t  il est  facile d ' i nd ique r  des dquat ions  du  t y p e  (9) qui  n ' a d m e t t e n t  
aucune  solution.  Ainsi  l ' dqua t ion  

7 x = pu + 2 ~ 

est  impossible  q u a n d  p e s t  un  nombre  premier  --~ 1, 2 ou 4 (rood. 7). E n  effet, on a 
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Examinons  en outre  l ' dqua t ion  

2 ~ = p~ + q~, (10) 

off p et  q sont  des hombres  premiers impairs.  Pour  x = 1 on aura y = z = 0. Pour  
x = 2 on aura  p = 3, y = 1 et z = 0. Quand x ~> 3, il fau t  dv idemment  qu ' on  air ou 
p - - 1 (rood. 8) ou q = - 1 (rood. 8) ou p + q ~- 0 (mod. 8). Ainsi on peu t  conclure : 
Si io  -- q (mod. 8) et s i p  -- 1, 3 ou 5 (mod. 8), l 'dquat ion  (10) n ' a d m e t  aucune  solut ion 
autre  que x = l ,  y = z = 0  et x = 2 ,  p = 3 ,  y = l ,  z = 0 .  

Ces exemples m o n t r e n t  qu 'on  peut  parfois obtenir  la solut ion complSte de l 'dqua-  
t ion  (9) en la considdrant  eomme une  congruence pour  de modules convenables.  

Une  mdthode plus  gdn~rale et  plus effective pour  t ra i ter  l 'dquat ion  (9) est la  sui- 

vante .  Adjoignons le hombre  V ~ - I  (quand y e t  z sont  t ous l e s  deux pairs), le nombre  

V - bc (quand  y e t  z sont  t o u s l e s  deux impairs),  le nombre  1 / -  c (quand y est pair  

et z impair)  ou le nombre  U - b (quand y est impair  et z pair). Alors le te rme £ droite  
de (9) sera le p rodu i t  de deux nombres  entiers du corps quadra t ique  imaginaire  
correspondant ,  et on peut  procdder d ' une  mani~re connue. 

Dans  la suite nous  allons examiner  t o u s l e s  cas dans lesquels a, b e t  c sont  des 
nombres  premiers ~< 7. Nous aurons  alors ~ t ra i ter  les neuf  cas su ivants  : a = 5, 
b = 3 ,  c = 2 ; a = 3 ,  b = 5 ,  c = 2 ; a = 2 ,  b = 5 ,  c = 3 ; a = 7 ,  b = 3 ,  c = 2 ; a = 3 ,  b = 7 ,  
c = 2 ; a = 2 ,  b = 7 ,  c = 3 ;  a = 7 ,  b = 5 ,  c = 2 ;  a = 5 ,  b = 7 ,  c = 2 ;  a = 2 ,  b = 7 ,  c = 5 .  

§a 

5. Dans  le cas a = 5, b = 3, c = 2 l ' equa t ion  sera 

5 x = 3 u + 2 ~. (II) 

Soit d'abord z = 1. Alors une solution est x = y = 1. Nous pouvons  supposer que 
x > 1 et y > 1. E n  p r e n a n t  l '6quat ion  

5 z = 3 ~ + 2 (12) 

modulo 8, on voi t  que x et y doivent  ~tre impairs.  Cette 6quat ion peut  s'dcrire 

5(5 z - : -  1 ) = 3 ( 3  ~ - : -  1). (13) 

I1 en rdsulte que y -= 1 (mod. 4). Alors le te rme £ droite est divisible par  16, donc 
x -- 1 (mod. 4). Ainsi le terme £ gauche est divisible par 5 ~ + 1 = 26. Donc le tc rme 

droite est divisible par  13. Cela ent ra ine  que y -= 1 (rood. 6) et le terme ~ droite est 
alors divisible par  3 a + 1 = 28 et ainsi par  7. Alors il r~sulte de (I3) que x - 1 est 
divisible par  6. Donc 5 ~-1 - 1  serait divisible par  9, ce qui  est en cont radic t ion  
avec (13). 

Soit ensuite z = 2. Alors une  solut ion est x = 1, y = 0. Soit  y > 0. E n  p r e n a n t  l 'dqua-  
t ion  

5 x = 3 y + 4 (14) 

modulo 3, on voi t  que x doit  ~tre pair. Alors on conclut  de (14) qu ' on  doit  avoir  

5 - ~ - 2 = 1  et  5 ½ ~ + 2 = 3  ~, 

ce qui est impossible. 
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Soit on]in z >~ 3. E n  p r e n a n t  l ' d q u a t i o n  (11) m o d u l o  8, o n  v o i t  q u e  x e t  y d o i v o n t  
6 t r e  pa i r s .  D o n e  o n  a u r a  d v i d e m m e n t  

5 ½ ~ - - 3 ½ u = 2 ,  5 ½ ~ + 3 ½ u = 2  ~ - l .  

Or,  n o u s  a v o n s  dd j~  m o n t r d  q u e  la  p r e m i e r e  d e  ees d q u a t i o n s  n ' a d m e t  p a s  d ' a u t r e s  
s o l u t i o n s  q u e  ½x = ½y = 1. 

N o u s  a v o n s  a i n s i  d e m o n t r d  le 

T h ~ o r ~ m e  2. L a  solution com?l~te de l'gquation (11) est donnge / ~ r  x = y  = z  = 1; 
x = l ,  y = 0 ,  z = 2 ;  x = y = 2 ,  z = 4 .  

6. D a n s  lo eas  a = 3, b = 5, c = 2 l ' d q u a t i o n  s e r a  

3 x = 5 y + 2 z. (15) 

Soit d'abord z = 1. S i x  = 1 o n  a u r a  y = 0. S i x  = 3 o n  a u r a  y = 2. Si  o n  c o n s i d ~ r e  
l ' ~ q u a t i o n  

3 x = 5 y + 2 (16) 

m o d u l o  3 o n  v o i t  q u e  y d o i t  ~tro  p a i r .  E m p l o y a n t  lo m o d u l o  5 o n  v o i t  quo  x d o l t  
~ t r e  i m p a i r .  Si o n  pose  

U = 5  ½ ~ o t  V = 3  ½¢~-1), 

l ' d q u a t i o n  (16) p o u t  s ' dc r i r e  
U 2 - 3 V ~ = - 2. 

D ' a p r ~ s  u n  t h d o r ~ m o  do M a h l o r  (vo i r  [4], T h e o r e m  16) c e t t o  d q u a t i o n  os t  s a t i s f a i t e  
s o u l o m e n t  p a r  los v a l e u r s  U = V = 1 o t  U = 5, V = 3, v u  q u e  V os t  u n o  p u i s s a n c e  d e  3. 
N o u s  a u r o n s  d o n c  los s o l u t i o n s  y = 0 ,  x = 1 e t  y = 2, x = 3. 

Soit ensuite z = 2. Alo r s  o n  v o l t  q u e  x d o i t  ~ t ro  pa i r .  D o n e  l ' d q u a t i o n  p o u t  s 'dcr i ro  

(3½ • - 2 )  (3½ • + 2 )  = 5 ~, 

d ' o f i  3 ½~ - 2 = 1, 

e ' e s t - ~ - d i r e  x = 2 e t  y = 1. 
Soit on/in z >~ 3. D a n s  ee cas  o n  v o i t  q u e  les h o m b r e s  x e t  y d o i v e n t  ~ t r e  t o u s l e s  

d e u x  pa i r s .  D o n c  o n  e o n o l u t  d e  (15) q u e  

3 ½ ~ - 5 ½ u = 2 ,  3 ½ ~ + 5 ½ u = 2  ~- l .  

Or ,  n o u s  v e n o n s  d e  m o n t r e r  q u e  la  p r e m i 6 r e  d e  cos d q u a t i o n s  n ' a d m e t  q u e  los solu-  
t i o n s  s u i v a n t e s :  x = 2, y = 0 oe qu i  e n t r a i n e  q u e  z = 3; x = 6, y = 4 co q u i  n e  d o n n e  
a u e u n e  s o l u t i o n  d e  (15). 

E n  r d s u m a n t  los r d s u l t a t s  n o u s  a u r o n s  

T h ~ o r ~ m e  3. La solution complete de l'dquation (15) est donnde par x = 1, y = 0 ,  
z = l ;  x = 3 ,  y = 2 ,  z = l ;  x = 2 ,  y = l , z = 2 ;  x = 2 ,  y=O,  z = 3 .  

7. D a n s  le cas  a = 2, b = 5, e = 3 l ' g q u a t i o n  sora  

2 x = 5 u + 3 ~. (17) 
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Quand  x = 1 on a u r a  y = z = 0. Pour  x = 2 on  au ra  y = 0, z = 1 e t  pour  x = 3 il f au t  
que y = z = 1. Q u a n d  x ~> 3 on voi t  a i sdment  que y e t  z do iven t  ~tre impai rs .  Si on 
pose 

y = 2 c + l ,  z = 2 b - 1 ,  

l ' dqua t ion  (17) p e u t  s 'dcrire 

3 . 2  x = 32b + 15- 5 e~. (18) 

Dans  le corps q u a d r a t i q u e  engendrd pa r  1/-S 15 une  base  est  donnde p a r  1, ½(1 + 

l / -  15), e t  le hombre  des classes d ' i d4aux  es t  dgal £ 2. L ' idda l  (2) est  le p r o d u i t  de 
deux  iddaux  premiers  diffdrents 

P 

et  l ' on  a (2) = On P2, 

L ' idda l  (3) est  le earrd d ' u n  iddal  p remie r  

(3) = (3, V -  15) 2 = ~ = ~ ~ .  

Nous  a v o n s  de p lus  P2 ~" (1), Pa + (1) e t  

I1 r ~ s u l ~  de (18) que 

P2 P3 = 

(3" + 5 2 1 / - ~  ) ~_~ 
- -  - : P 3 P 2  , ( 1 9 )  

oh le signe n ' e s t  pas  determind.  E n  se r a p p e l a n t  que 0203 ~ (1), que P2 • (1) e t  que 
le nombre  des classes d ' id6aux  est  dgal ~ 2, on en conclut  que x est impair. E n  p r e n a n t  
le carr6 on  t i re  de  (19) 

Posons  p o u r  t o u s l e s  n ent iers  pos i t i f s  

( 1 +  1/~ 15)n = An + B~ ~ / -  15, 

oh An e t  B~ sont  des nombres  ent iers  ra t ionnels ,  

An= ~ ( - 1 )  2k 15~' 
k=O 
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Bn= ~ (-1)~-1( n ) 1 5  k-1 
k~l 2 k - 1  " 

Supposous que n = pro, off p e t  m sont  des entiers positifs. Alors on a 

A~ + B~V-Z-15 = (A, + B , ~ - -  15) m. 

Si u est impair  on en d4dui t  aisdment que A~ est divisible par A T et que B~ est divisible 
par Bp. 

Si nous posons x -  2 = n, nous aurons de (20) 

. _ + + n 

(21) 

Supposons d ' abo rd  que c > 0 et b > 1. Alors il rgsulte de (22) que n est divisible par  15. 
Donc B~ doit  ~tre divisible par  B15. Nous avons 

2 V - ~ B I 5  = (1 + V--m5) 15-  (1 - V -  15) 15. 

E n  p o s a n t  p = ( 4 + 1 / - 1 5 )  on a p p ' = ( 3 1 )  e t  

1 + ~/~ 1 5 -  - 3 (mod O). 
D o n c  

2 ~ / -  15  (1 + V -Z- 15) 15 B15 = (1 ÷ ~ / ~ - ~ ) 3 0  _ 1615 ~ 330 _ 430 = 1 - -  1 --- O ( m o d  p) .  

Ainsi  B15 est divisible par  31. Mais on vol t  de (22) que B~ n ' e s t  pas divisible par 31. 
Quand  c = 0  et b = l  on a u r a l a  solution x = 3 ,  y = z = l .  
Supposons ensui te  que b = 1. Alors l '6quat ion  sera 

2 x = 5 ~ + 3. (23) 

Une  solut ion est donn6e par  x = 3, y = 1. Une  aut re  solut ion est x = 7, y =3 .  Nous  
pouvons  alors supposer que x > 7 et y > 3. x est impair .  I1 r~sulte de (23) que y doit  
gtre impair .  L 'gqua t ion  (23) peu t  s'6erire 

27(2 x-7 - 1) = 55(5 y-a - 1). (24) 

I l  en rgsulte que y -  3 - - 0 ( m o d  25); 

done y = 3 (mod 4). 

Le te rme k droite  dans  (24) est alors divisible par  ½(52 + 1) = 13. On en conclut  que 

x - 7 - 0 (mod 3). 

Le te rme k gauche dans  (24) est alors divisible par  2 a - 1 = 7. On en conclut  que 

y - 3 - 0 (mod 3). 
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P a r  consgquen t ,  si n o u s  posons  

e t  

x =  l - ~ 3 a ,  

u = 2 ~', 

y = 3 f l  

v = 5t~ 

nous  a u r o n s  2 u a - v a = 3. 

Or,  n o u s  a v o n s  m o n t r ~  a i l leurs  (voir  [2], T h d o r ~ m e  2) que  c e t t e  d q u a t i o n  n ' a d m e t  pas  
d ' a u t r e s  so lu t ions  que  u = 1, v = - 1; u = 4, v = 5. Les  dern i~res  v a l e u r s  d o n n e n t  la  
so lu t i on  de  (23) x = 7, y = 3. 

I] r e s t e  £ e x a m i n e r  le  cas  de  c = 0 e t  b > 1 (z/> 3), c ' e s t -£ -d i re  l ' d q u a t i o n  

2 x = 5 + 3 *. ( 2 5 )  

U n e  so lu t i on  es t  d o n n d e  p a r  x = 5, z = 3. Les  e x p o s a n t s  x e t  z s o n t  impa i r s .  N o u s  
p o u v o n s  a lors  suppose r  q u e  x >~ 7 e t  z >~ 5. I1 r~su l te  de  (22) q u e  n es t  d iv i s ib l e  p a r  3. 
D o n c  x = n + 2 ~_ 2 (mod.  3). L ' d q u a t i o n  (25) p e u t  s 'dcr i re  

2 5 ( 2  x-5  - 1) = 3 2 ( 3  ~-2 - 1 ) .  

P u i s q u e  x -  5 es t  d iv i s ib le  p a r  3, le t e r m e  £ g a u c h e  es t  d iv i s ib le  p a r  23 - 1  = 7. 
A lo r s  on  v o i t  q u e  z - 3  es t  d iv i s ib le  p a r  6 e t  p a r  c o n s d q u e n t  z p a r  3. Donc ,  si n o u s  

posons  x = 2 + 3 ~, z = 3fl 

e t  u = 2 ~, v = 3 ~, 

nous  a u r o n s  4 u  2 - v s = 5. (26) 
3 

D a n s  le corps  c u b i q u e  engend r~  p a r  le n o m b r e  0 = V2  l ' un i t d  f o n d a m e n t a l e  es t  
0 - 1 (celle qu i  e s t  s i tude en t r e  0 e t  1), e t  pu i s  la  n o r m e  de  0 ~ + 1 es t  ~gale  £ 5. 
Alors  il  rdsu l te  de  (26) que  

u.O 2 - v = (02 + 1)(0 - 1) N. (27) 

Ic i  N es t  pos i t i f  v u  q u e  
u O  2 - -  ~) 

0 <  < 1 .  
0 2 +  1 

O n  a u r a  de  (27) 

e t  

0 :  . . . .  ] 

N 2/ 

I l r g s u l t e d e ( 2 9 )  q u e ( N 2 ) e s t i m p a i r e t d e ( 2 8 ) q u e N e s t p a i r .  D o n c N - - 2 ( m o d . 4 )  

e t  nous  a u r o n s  de  (28) m o d u l o  4 : 
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N ( N -  1) ( N -  2) ( N - -  3) 
0=- - - 2 +  

3 " 4  
t - N  ( N - I )  

-= - 2 +  ½ ( N - 2 )  + 2 ( m o d .  4), 

e'est-b~-dire N - 2  (rood. 8). 

D o n e  on  a u r a  de  (29) m o d u l o  4 : 

( -  1 ) N 2 ~ - 1 -  31 N ( N -  1 ) ( N - 2 ) + ½ N ( N - 1 ) -  

N (N  - 1) (N  - 2) )N  - 3) ( N  - 4) 

3 - 4 . 5  
(mod .  4) 

d ' o t l  ( -  1)H2 ~ -= 1 + 1 =- 2 (mod.  4). 

Or ,  cela  es t  i m p o s s i b l e  p u i s q u e  ~ ~> 3. 
A ins i  nous  a v o n s  d tab l i  le 

Th~or~me  4. La solution complete de l'gquation (17) est donnde par x = 1, y = z = 0; 
x = 2 ,  y = 0 ,  z = i ; x = 3 ,  y = z = l ; x = 5 ,  y = l , z = 3 ; x = 7 ,  y = 3 ,  z = l .  

8. D a n s  le eas a = 7, b = 3, c = 2 l ' 4 q u a t i o n  sera  

7 ~ = 3 u + 2  ~. (30) 

E n  considdranL ce t t e  d q u a t i o n  m o d u l o  8 on  v o i t  qu ' e l l e  esL imposs ib l e  p o u r  z = 1. 
Q u a n d  z = 2 on  v o i t  que  x e t  y doivenL 6Lre i m p a i r s  t o u s l e s  deux .  D a n s  ce cas  une  

s o l u t i o n  es t  x = y  = 1. L ' d q u a t i o n  p e u t  s 'dcr i re  

7(7 x-1 - 1) = 3(3 ~-~ - 1). 

P o u r  q u e  le t e r m e  £ d ro i t e  so i t  d iv i s ib le  p a r  7 il  f a u t  q u e  y -  1 so i l  d iv i s ib le  p a r  3. 
A lo r s  ce t e r m e  es t  d iv i s ib le  pa r  ½(3 a - 1) = 13. I1 fauL d o n e  q u e  x - 1 soi t  d iv i s ib le  
p a r  3. A l o r s  le  t e r m e  £ g a u c h e  se ra i t  d iv i s ib le  p a r  9, ce qu i  es t  imposs ib le .  

S o i l  ensu i t  Z >~ 3. Alors  on  v o i t  a i s d m e n t  que  x eL y d o i v e n t  fitre pa i r s  t o u s l e s  deux .  
Done ,  s i x  = 2u ,  y = 2v,  nous  a u r o n s  de  (30) 

7 u + 3" = 2 ~-1, 7 u - 3 ~ = 2. 

Or,  nous  v e n o n s  de  m o n t r e r  que  la  dern i~re  de  ces d q u a t i o n s  es t  imposs ib le .  A ins i  
n o u s  a v o n s  le 

Th6or%me 5. L'~quation (30) n'a pas d'autres solutions que x = y  = 1, z = 2. 

9. D a n s  le cas  a = 3, b = 7, c = 2 l ' d q u a t i o n  sera  

3 x = 7 y + 2 ~. (31)  

Soit d'abord z = 1. E n  p r e n a n t  le  m o d u l e  8 on  v o i t  q u e  si x es t  pa i r ,  y d o i t  8 t re  
i m p a i r ,  e t  s i x  esL impa i r ,  y do i t  6 t re  pai r .  D a n s  le de rn i e r  eas (31) p e u t  s 'dcr i re  
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(7 ½ y )2 - -  3 ( 3  ½ (x--l))2 = - -  2 

e t  d a n s  le p r e m i e r  cas  (3½x) 2 -  7 (7½(Y-I)) ~ =  2. 

(32) 

(33) 

D ' a p r ~ s  u n  t h d o r ~ m e  d e  M a h l e r  (voi r  [4] T h e o r e m  16) les dqua~ ions  (32) e t  (33) 
n ' a d m e t t e n t  a u c u n e  a u t r e  s o l u t i o n  q u e  x = 1, y = 0 ( l ' d q u a t i o n  (32)) e t  x = 2, y =  1 
( l ' d q u a t i o n  (33)).  

Q u a n d  z = 2, o n  vo i t ,  e n  r e g a r d a n t  l ' 6 q u a t i o n  m o d u l o  8, q u e  x e t  y d o i v e n t  6 t r e  
i m p a i r s  t o u s l e s  d e u x .  Or,  ce la  e s t  i m p o s s i b l e  p u i s q u e  3 e s t  u n  n o n - r e s t e  q u a d r a t i q u e  
m o d u l o  7. 

Soit en/in z >~ 3. A]ors  o n  a u r a  

3 ~ - ( -  1) ~ (mod .  8), 

c ' e s t - ~ - d i r e  x e t  y d o i v e n t  ~ t re  p a i r s  t o u s l e s  d e u x .  E n  p o s a n t  x = 2 u ,  y = 2 v  o n  c o n c l u t  
d e  (31) clue 

3 u - 7 " = 2 ,  3 u + 7 " = 2  ~-1. 

Or,  n o u s  v e n o n s  d e  m o n t r e r  q u e  l a  p r e m i e r e  d e  ces 6 q u a t i o n s  a d m e t  les d e u x  s o l u t i o n s  
u = 2, v = 1 e t  u = 1, v = 0. D e  la  s e c o n d e  d q u a t i o n  o n  a u r a  a lo r s  z = 5 e t  z = 3. Ce la  
c o r r e s p o n d  a u x  v a l e u r s  s u i v a n t e s  : x = 4, y = 2 e t  x = 2, y = 0. 

E n  r d s u m a n t  n o u s  a v o n s  le r d s u l t a t  : 

T h 6 o r ~ m e  6. L'dquation (31) n ' a d m e t  p a s  d'autres solutions que les suivantes : 
x = l ,  y = 0 ,  z = l ;  x = 2 ,  y = l ,  z = 1 ;  x = 2 ,  y = 0 ,  z = 3 ;  x = 4 ,  y = 2 ,  z = 5 .  

10. I ) a n s  le  eas  a = 2, b = 7, c = 3, l ' d q u a t i o n  s e r a  

2 x = 7 ~ + 3L (34) 

S i x  = 1, o n  a u r a  y = z = 0. P o u r  x = 2 o n  a u r a  y = 0, z = 1. P o u r  x = 3 o n  a u r a  y = 1, 
Z ~ 0 .  

Soit en/in x > 3. A l o r s  il r e s u l t e  d e  (34) q u e  

- 3 z =- ( - 1) ~ m o d .  8) .  

D o n c  y e s t  i m p a i r  e t  z pa i r .  O n  n e  p e u t  p a s  a v o i r  z = 0, p u i s q u e  7 y n ' e s t  j a m a i s  -: - 1 
(rood.  16). D o n e  z ~> 2. A l o r s  o n  a u r a  d e  (34) 

2 z -- ( - 2) ~ (mod .  9). 

O n  e n  c o n c l u t  q u e  x e s t  p a i r .  E n  p o s a n t  x = 2 u  e t  z = 2 v  o n  d d d u i t  d e  (34) q u e  

2 = - 3  v = l ,  2 = + 3  ~ = 7  y. 

Or,  n o u s  v e n o n s  d e  m o n t r e r  q u e  l a  p remi&re  d e  ces  d q u a t i o n s  n ' a d m e t  a u c u n e  a u t r e  
s o l u t i o n  q u e  u = 1, v = 0 e t  u = 2, v = 1. S e u l e m e n t  les  d e r n i ~ r e s  v a l e u r s  d e  u e t  v 
s o n t  c o m p a t i b l e s  a v e e  l a  d e u x i ~ m e  d q u a t i o n  qu i  d o n n e  a lo r s  y = 1. N o u s  a n r o n s  d o n c  
l a  s o l u t i o n  x = 4, y = 1, z = 2 d e  (34). 

N o u s  a v o n s  a i n s i  le r ~ s u l t a t  s u i v a n t  : 
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Thfior~me 7. L ' d q u a t i o n  (34) n ' a d m e t  Tas  d ' a u t r e s  so lu t i ons  que les s u i v a n t e s  : x = 1, 
y = z = 0 ;  x = 2 ,  y = 0 ,  z = l ;  x = 3 ,  y = l ,  z = 0 ;  x = 4 ,  y = l ,  z = 2 .  

11. D a n s  le cas  de  a = 7, b = 5, c = 2, l ' d q u a t i o n  sera  

7 • = 5 y + 2 ~. 

Q u a n d  z = 1 o n  a u r a  ( - I )  ~ ~ 5 y + 2 (rood. 8), 

d ' o f i  su i t  que  x e t  y s o n t  impa i r s .  L ' d q u a t i o n  (35) p e u t  s '4cr i re  d a n s  ce cas 

7(7 x-1 - 1) = 5(5  y-1 -- 1), 

(35) 

d ' o f i  l ' o n  c o n e l u t  que  x ~ 1 (mod.  4). Le  t e r m e  £ g a u c h e  es t  a lors  d iv i s ib le  p a r  
½(73 + 1) = 25. Or,  cela  es t  i m p o s s i b l e  s i y  > 1. D o n c  la  seule  so lu t i on  d a n s  ce eas  es t  
x = y =  1. 

Q u a n d  z = 2 on  a u r a  
( - 1) x - 5 ~ ÷ 4 (mod.  8), 

d ' o f i  su i t  que  x es t  pa i r  e t  y impa i r .  E n  p o s a n t  x = 2 u  o n  a u r a  a lors  

7 ~ - 2  = 1, 7 u + 2 = 5  ~, 
ce  qu i  es t  imposs ib le .  

S o i t  e n / i n  z >~ 3. D a n s  ce cas on  v o i t  que  x e t  y d o i v e n t  ~tre pa i rs  t o u s l e s  deux .  
E n  p o s a n t  x = 2 u  e t  y = 2 v  on  e o n c l u t  de  (35) q u e  

7 u + 5 v = 2 z - l ,  7 u -  5 v = 2. 

D ' a p r ~ s  ce q u e  nous  v e n o n s  de  m o n t r e r  t o u t  ~ l ' h eu re ,  l a  dern i~re  g q u a t i o n  a d m e t  
l a  seule  so lu t ion  u = v = 1, ce qu i  n ' e s t  pas  c o m p a t i b l e  a v e c  la  p r e m i e r e  ~qua t ion .  

D o n e  nous  a v o n s  le r d su l t a t  s u i v a n t  : 

Th~or~me 8. L ' d q u a t i o n  (35) n ' a d m e t  q u ' u n e  seule  so l u t i on  : x = y  = z = 1. 

12. D a n s  le  eas  de  a = 5, b = 7, c = 2, l ' ~ q u a t i o n  sera 

5 x = 7 y + 2 ~. (36) 

S o i t  d 'abord  z = 1. Alors  l ' d q u a t i o n  est  imposs ib le  p u i s q u e  d a n s  ce cas le t e r m e  b, 
d r o i t e  es t  t o u j o u r s  d iv i s ib le  p a r  3. 

S o i t  ensu i t e  z = 2. U n e  so lu t ion  es t  donnde  p a r  x = 1, y = 0. Q u a n d  y > 0, i l  f a u t  
q u e  x soi t  p a i r  v u  que  5 es t  u n  n o n - r e s t e  q u a d r a t i q u e  m o d u l o  7. Alors  on  a u r a  mo-  
d u l o  3 : 

5 x - - - l - = 7  y + 4 - = 5 ( m o d . 3 )  

ce  qu i  es t  imposs ib le .  
S o i t  e n f i n  z / >  3. D a n s  ce cas on  a u r a  m o d u l o  8 

5 x ~ ( - -  1) y (mod.  8) 

d ' o 6  su i t  que  x e t  y d o i v e n t  6t re  pa i r s  t o u s l e s  deux .  O n  a u r a  d o n c  m o d u l o  3 

5 x - = l ~ 7  y + 2  ~ - 1 + ( - 1 )  * ( m o d . 3 ) ,  

ce  qu i  es t  imposs ib le .  
E n  r 6 s u m a n t  nous  a v o n s  a ins i  le r6 su l t a t  : 

579 



T. NAGELL, Sul" une classe d'dquations exponentielles 

Th~or~me 9. L'gquation (36) n'admet qu'une seule solution : x = 1, y = 0, z = 2. 

13. D a n s  le cas de  a = 2, b = 7, c = 5, on  a u r a  l ' d q u a t i o n  

2 x = 7 y + 5 ~. (37) 

Si x = 1, o n  a u r a  y = z = 0. S i x  = 2, l ' d q u a t i o n  (37) est  imposs ib le .  S i x  = 3, on  a u r a  
y = l , z = 0 .  

Soit en/in x > 3. Modulo  8 on  a u r a  

0-= ( - -  1) ~ + 5 ~ (mod. 8), 

d 'of i  l ' o n  co n c l u t  q u e  y est  i m p a i r  e t  z pair .  Modulo  3 o n  a u r a  a lors  

( - 1 y - 1  + ( - 1 ) ~ -  -- - 1  (mod. 3). 

D o n e  x es t  impa i r .  N o u s  posons  n = x -  2. Ic i  u es~ i m p a i r  e t  >/3.  Posons  de p lus  
y = 2b  + 1 e t  z = 2 a .  Alors  l ' d q u a t i o n  (37) p e u t  s 'dcr ire  

2n = 2x_ 2 = 5 ea + 7 . 7  2b " ( 3 8 )  

4 

D a n s  le corps  q u a d r a t i q u e  engend r6  p a r  ~ / -  7 le n o m b r e  des classes d ' i d d a u x  est  
dgal  ~ 1. O n  a 

2 ~ - -  

2 2 

Alors  il  rdsu l te  de  (38) que  

± 5 3 + - - 7 ~ r Z - 7 = [ 1 + ~ ]  " ' 2  (39) 

P o s o n s  m a i n t e n a n t  (1 + V - 7 ) n = A n + B n  [/--X, 

off A= e t  B~ s o n t  des  n o m b r e s  en t i e r s  r a t ionne l s .  Si  n es t  impa i r ,  o n  a 

e t  

Si on  suppose  que  n = mp, off m e g  p son t  des n o m b r e s  en t i e r s  posi t i fs ,  on  a u r a  

A ~ = A p  " ~  ~ m 1 

e t  B n =  1 A~ B y -  Av Bap . 7 + - . . ±  B y . 7  ½(m-l). 
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On conclut  de 1~ que A= est  divisible  pa r  Ap e t  que B n est  d ivis ible  p a r  Bv q u a n d  p 
est  un  d iv iseur  de n. 

I1 su i t  de (39) que 

Supposons  d ' a b o r d  que b > 0. Alors  il  rdsul te  de (41) que n e s t  d iv is ib le  p a r  7. Done 
An est  d ivis ible  pa r  A 7. Nous  avons  

A ~ = l - ( ; ) 7 + ( 7 4 ) 7 ~ - ( ; ) 7 a = - 8 3 2 = - 2 6 - 1 3 .  

Or, le t e rme  ~ gauche  dans  (40) n ' e s t  pas  divis ible  p a r  13. Done on n ' a u r a  aucune  
solut ion dans  ce cas. 

Soit  ensui te  b = 0, e.-£-d, y = 1. Si a = 0, on a z = 0; cela cor respond £ une so lu t ion  
avec x = 3. Si a = 1 on a z = 2, ce qui correspond £ une solut ion avee  x = 5. Supposons  
enfin a ~> 2. Alors  il rdsul te  de (40) que 

2 A ,  = (1 + V -  7)" + ( I -  V-~-7)" 

es t  d ivis ible  p a r  25. On vdrifie a i sdment  que n do i t  8tre divis ible  p a r  15 q u a n d  on a 

(1 + ~ f -~ )n  ~ _ (1 - ~ / -  7) n (mod  25). 

Alors  A~ est  d ivis ible  p a r  A 5. On a 

A5 = 1 -  ( ; )  7 + ( : )  7~= 176=  24" 11. 

Or, le t e rme  £ gauche  dans  (40) n ' e s t  pas  divis ible  p a r  11. 
Done nous avons  le rdsu l t a t  su ivan t  : 

Th~or~me 10. L ' d q u a t i o n  (37) n ' a d m e t  que  les s o l u t i o n s  s u i v a n t e s :  x = 1, y = z = 0 ;  
x = 3 ,  y = l , z = 0 ; x = 5 ,  y = l , z = 2 .  
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Erra ta  ~ ce t ravai l  : 
Page 27 ~ gauche, ligne 4 d 'en bas  doit ~tre remplac4e par  

(2 ÷ x V -  2A ) z ffi (2) (c + d ~ ) q = - f l  

Page 28 £ gauche, dans ligne 7 il fau~ life K(~/--~-A). 
Page 29 ~ gauche, darts ligne 4 fl faut  remplaeer 2z ~ par  2z a. 
Page 29 ~ gauche, derni~re ligne, life : x and  y. 
Page 29 k drolte, ligne 10, tire : 0~<fl <~¢. 
Page 33 k gauche, ligne 9, lire : A x  a - C .  
Page 33 ~ gauche, ligne 16, remplacer -~ par  4. 
Page 33 k gauche, ligne 24, remplacer U n V ~ par  u n + v n ~f D.  

Tryckt den 27 november 1958 

Uppsala 1958. Almqvist & Wiksells Boktryckeri AB 
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