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R e m a r q u e s  sur les groupes  ab~liens infinis admettant  

une  base finie 

Par TRYGVE NAGELL 

1. Nous d6signerons par  A ,  B et C des 616ments de groupes ab6liens infinis, 
par  a, b, c, d, [, g, u et v des nombres entiers rationnels et par  i, ~, m, q, r 
et  s des nombres  naturels. I t  faut  d ' abord  pr6ciser certaines notions, ~ propos 
des groupes ab6liens infinis, que nous allons employer.  Rappelons aussi de quel- 
ques fairs simples au sujet de ces groupes. 

Soit O un groupe ab6lien infini. La  composition des 6ldments dans O sera 
d6sign6e par  le symbole d 'addi t ion + .  Supposons qu'il existe dans G un nombre  
fini d'616ments A1, A s . . . . .  As tels qu 'un  616ment queleonque C clans G peut  
6tre g6n6r6 de la mani6re suivante 

C = c l  A 1 + c , A ,  + ... +csAs ,  

c 1, c~ . . . . .  c, dtant  des nombres entiers rationnels. Alors le syst~me AI ,  A 2 . . . . .  A ,  
sera appel4 un syst~me gdndrateur de G, et nous d~signerons le groupe par  
G (A1, A s . . . . .  A,). Ce syst~me s'appelle une base du groupe quand  le n o m b r e s  
a sa valeur minimum. Alors il est bien connu que tou t  sous-groupe de G admet  
aussi une base finie; voir  p. ex. [1] 1, p. 39-41. Nous  allons, entre autres, donner  
une precision de ce rdsultat. 

Pour  simplifier nous consid~rons seulement les gToupes abdliens purs (on dit  
aussi: sans torsion). Ainsi t o u s l e s  dl4ments sont d 'ordre  infini, except~ l 'dldment- 
unit~. Les ~l~ments A l, A 2 . . . . .  Am du groupe pur  G (distincts de l'~ldment- 
unit~) sont  dits inddpendants entre eux quand la relation 

al A 1 + a ,  A2 + . . .  + a m A m = O  

ne peut  subsister que pour a 1 = a 2 = ... = a m = 0; dans le cas contraire ceux-ci sent  
dits ddpendants entre eux. Rappelons  aussi les faits suivants: Pour  que le syst6me 
gdndrateur A1, A 2 . . . .  , Ar de G constitue une base de G il faut  et il suffit que 
les fildments A1, A 2 . . . . .  Ar soient ind~pendants. Le nombre  d'dldments dans 
une base sera appel6 le rang de G. Le rang est le nombre  max imum d'dldments 
inddpendants.  Si r e s t  le rang le systbme gdndrateur A1, A s . . . . .  Ar est une base. 
Pour  les ddmonstrat ions nous renvoyons ~ [2], [3] ou [4]. 

1 Les  n u m ~ r o s  f i gu ran t  en t r e  c roche t s  r e n v o i e n t / t  l ' I n d e x  b ib l iograph ique  plac6 k la f in  de 
ce t t e  note .  
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2. Nous  allons d ' a b o r d  dtabl i r  le rdsu l ta t  su ivant :  

Th~or~me 1. Soit G u n  groupe abdlien in/ ini  pur admettant la base ]inie 
Ax, A 2 . . . . .  A~, et soit U un  sous-groupe de G. Pour certaines valeurs de i (1 4 i ~ r) 
il y a des dldments clans U de la /orme 

C~ = ax A~ + a~ A s + ... + a~ A ,  

o~ al, a, . . . . .  a~ sont des entiers rationnels et ai:~O. Ddsignons par b,  la plus 
petite valeur positive de a, qui est possible quand lea nombres al, as, . . . ,  ai varient 
librement de /a4on que l'dldment Ct appartienne h U. Soit, pour les valeurs de i 
en question, 

Bt = b~lA 1 + b,~A~ + ... + b,A~ (1) 

un dldment dans U, bil, bi2 etc. 4tant des entiers rationnels. Alors les dldments B~ 
constituent un syst~me gdndrateur de U. S i  q est le rang de U on a q ~ r. 

Ddmonstration. Si C est  un  dldment  quelconque de U on a 

C = a l A  1 + a 2 A  2 § ... -Va~A~. 

S upposons  que ar = at-1 = . . . =  am+l = 0 t and i s  que a m #  O. Alors  l 'd ldment  Bm du 
thdor~me 1 existe,  e t  en ve r tu  de la d~fini t ion de b** il est  dvident  que am est  
divisible  p a r  bmm. En  effet, en posan t  a,,=c, ,bmm+d, off O~<d<bmm, on au ra  

C - e m B m = a ' l A  1 + a ~ A s +  ... + a'~-~Am-1 +dAm. 

Vu que C - c m B m  appart ,  ient  s U, on a ndcessairement  d = 0 .  De la m~me 
manibre  on mon t re  que am-1 ( s i # 0 ) e s t  divis ible  p a r  b i n - l ,  m-1. En con t inuan t  ce 
procddd on aura  dv idemment  

C = ~ c~ Bi, 
t 

la  somme ~tan t  ~tendue s tou tes  les va leurs  i pour  lesquelles Bt est  ddfini.  Le 
thdor~me 1 se t rouve  ainsi  ddmontrd.  Nous  al lons y a jou te r  le rdsu l ta t  su ivant :  

Th~or~me 2. Les dldments B~ dans le thdor~me 1 constituent une baze de U. 

Ddmonstration. I1 suff i t  de mon t r e r  que les ~ldments Bi sont  ind4pendan t s  
en t re  eux. Supposons  qu 'on  air  

Z ut Bi = 0, (2) 
t 

et  que u, = 0 pour  i > m tand i s  que urn#0.  E n  in t rodu i san t  les va leurs  de B, 
donndes pa r  (1) dans  (2), nous obtenons  une re la t ion  de la forme 

Z v~ A~ = 0, 

off v~=0 pour  i > m  tand i s  que vm=umbmm4:O. Or cela est  impossible  vu  que 
les dldments  A1, A 2 . . . .  , Am sont  ind~pendants .  
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3. Si dans  le thdorbme 1 le sous-groupe U a l e  m~me rang r que G, les dldments  
B~ ainsi  que les nombres  b~ sont  d6finis pour  tou tes  les va leurs  i = 1, 2, . . . ,  r. 
Dans  ce eas nous aurons  le r e su l t a t  suivant :  

Th~or~me 3. Supposons que le sous-groupe U dans le thdor~me 1 a le rang r 
et que l e s r  dldments 

B~ = btl A 1 q -  bt~ A 2 + . . .  + b~t At  (3) 

constituent une base de U. Alors on peut supposer qu'on a, pour 1 ~  ~ < ~ i - 1 ,  

0 ~< bts < bz. (4) 

I1 n 'y  a qu'une seule B~, B2 . . . . .  Br de U qui saris/air aux conditions (4). 

Ddmonstration. E n  d iv i san t  b~.t-1 pa r  b~-l.~-i on aura  

bt. ~_~ = [b~_~. ~-1 -~ g ,  

off O<~g<b~ 1.~-1. Alors  il est  ev iden t  que, dans  la base B~, B~ . . . . .  B ,  l'616- 
men t  Bt peu t  ~tre remplac6 pa r  

Bi -/B|-I = c 1 A 1 ~- c 2 A2 + ... + ct-2 A~-2 + gAt-1 + a~ A~. 

Ici  on peut ,  d ' u n e  manibre  analogue,  rdduire  le hombre  c~-2 (sig=0) modulo  
b,-2.t-2. E n  con t inuan t  ce proc~dd on vol t  que B, p e u t  8tre choisi te l  que les 
indgalitds (4) soient  remplies.  

I1 reste ~ mon t r e r  qu ' i l  n ' y  a aucune  au t r e  base B~, B~ . . . . .  B', de U qui  sa t is fa i t  
aux  condi t ions (4). E n  effet, supposons qu 'on  ai t ,  pour  i = 1, 2 . . . . .  r, 

B; = b~l A~ + bt'2 A 2 + . . .  + b;t At, 

t �9 ~  
off 0 ~ bts < bz. Vu que les b,t sont  d~terminds d ' une  manmre  un ique  on a, pour  
t o u s l e s  i, b~ = b**. Alors  la (~diff~rence ~) 

Bt  - B ~  = ( b i l  - b~l) A 1 + . . .  + (bi, ~-1 - b~, i -1)  A ~ - I  

est un  dldment de U. Ici  on a dv idemment ,  en t enan t  compte  des indgalit~s (4), 

]b~.~-i -b~ . i - l  I < bt-Li-1. 

b /  E n  ve r tu  de la ddfini t ion de bt - l .~- i  il en r6sulte que bt.t-1 = t,~-l. E n  con- 
t i n u a n t  de cet te  mani~re on a r r ivera  /t la  conclusion que btj = b[j pour  tou te s  les 
va leurs  de i e t  j ,  Ainsi  on a Btj = B[j. Le thd~orbme 3 se t rouve  donc ddmontrd .  

Les rdsul ta t s  que nous venons  d 'd t ab l i r  on t  fair ,  depuis  plus  de t r en t e  arts, 
pa r t i e  de  mes cours sur  la thdorie  des groupes.  I ls  sont ,  en t re  aut res ,  t rbs ut i les  
pour  les caIculs num~riques avec les nombres  algdbriques;  voir  p. ex. [5] e t  [6], 
p. 354. 
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