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T. NAGELL, Les représentations de 'unité par les formes binaires biquadratiques

§ 1. Les formes binaires a coefficients entiers
1. Equivalence. Soit donnée la forme binaire du degré n{>3)
F(x, y)=ayx" +a, 2" 'y +... +a,y" (1)

4 coefficients entiers a,, a,, ..., a,, et irréductible dans le domaine rationnel. Nous
désignerons cette forme par le symbole ((ay, @, ..., @,)). Par la transformation linéaire

x=eu+tfv, y=gu-+ho, (2)

ol e, f, g, h sont des nombres entiers tels que eh =+fg, la forme (1) sera transformée
dans la forme
Glu,v) =agu™ +aw" v+ ...+ ano” (3)

qui sera également irréductible et aura les coefficients entiers. On a évidemment
ao="Fl(e,g) et a,=F(f, ). Si 9 est une racine de I'équation F(x, —1)=0, il existe
une racine 7, de 'équation G(u, —1)=0 telle qu’on ait

_ )
e+gn

Entre les discriminants D(F) et D(G) des deux formes (1) et (3) on a la relation

M

D(@) = (eh—fg)"* P D(F). (5)

Les formes (1} et (3) sont dites équivalentes ou de méme classe quand la transforma-
tion (2) est unimodulaire, ¢’est-a-dire lorsque ek —fg = 4 1. Deux formes équivalentes
ont le méme discriminant. Cependant, deux formes ayant le méme discriminant
n’appartiennent pas nécessairement & la méme classe. Or, on a le résultat fondamen-
tal de Hermite (voir {1}, p. 191-216) :

Il v’y a qu’un nombre fini de classes de formes binaires du n-iéme degré a discriminant
donné.

Pour les formes cubiques Arndt (voir [2], p. 309-321) a dévéloppé une méthode
effective pour déterminer les classes & discriminant positif donné. Berwick et Mathews
ont résolu le probléme correspondant pour les classes & discriminant négatif donné
{voir [3], p. 48-53, et [4], p. 128-138). Pour les formes d’'un degré >4 il n’existe pas
encore de méthode pratique pour déterminer les classes.

2. Representations. D’aprés un théoréme bien connu d’Axel Thue on a le résultat :

Le nombre de représentations d’un nombre entier donné par une forme binaire, irré-
ductible, de degré > 3, est limaté.

Cependant, la méthode de Thue ne donne aucun procédé général pour effective-
ment déterminer toutes les représentations éventuelles d'un nombre entier donné
par une forme donnée; elle ne donne non plus aucun moyen pour reconnaitre si un
entier est représentable par la forme ou non. Cela est une conséquence d’une certaine
supposition qui est néeessaire dans la démonstration de Thue.

! Les numéros figurant entre crochets renvoient & la bibliographie placée & la fin de ce
mémoire.
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Il est évident que les formes équivalentes représentent les mémes nombres; et le
nombre des représentations est le méme pour toutes le formes de la méme classe.
Lagrange a montré qu’on peut se borner a étudier la représentation de I'unité par
les formes binaires (voir [5], p. 265).
Considérons I’équation
Flz, y)=1, (6)

ol la forme est donnée par I'équation (1). Supposons que cette équation posséde la
solution en nombres entiers x =x,, ¥ =y,. Alors, par la transformation unimodulaire

r=z,ut+fv, y=youthy,

avec xoh —y,f= +1, h et f étant des entiers convenables, la forme sera transformée
dans une forme G{u, v), ou le coefficient de u™ est égal & 1. Ainsi on peut supposer que
le coefficient de «™ dans (6) est égal & 1. Alors toute racine # de 'équation F(x, —1)=0
est un nombre algébrique entier du »n-iéme degré. Le probléme de résoudre P'équation
diophantienne (6) en entiers et y reviendra done & déterminer toutes les unités de
la forme x+yn appartenant & Panneau R(zn) du corps algébrique engendré par 7.
Seulement dans des cas particuliers on a pu résoudre ce probléme complétement. Il
s’agit alors surtout de certains cas ot la forme est cubique ou biquadratique.

Les unités x -+yn seront appelées unités binaires de 'anneau R(n), méme si zy =0.

Lorsque toutes les racines de Péquation F(z, —1) =0 sont imaginaires, il est évident
quon peut toujours déterminer toutes les solutions de (6), ou, éventuellement,
montrer qu’il n’y a aucune solution. Pour cela on n’a pas besoin du théoréme de Thue.

Soit # un nombre algébrique entier du n-iéme degré, et désignons par N(a) la
norme du nombre o appartenant au corps K(z). Alors, nous entendons par la forme
binaire correspondant & 7 la forme N(x —ny) du n-iéme degré.

3. Equivalence de deux formes données. Soient données les deux formes binaires
irréductibles du n-iéme degré F(z, y) et G{u,v). Comment reconnaitre si celles-ci
sont équivalentes ou non? D’abord il faut déterminer si les équations F(x, —1)=0
et G(u, —1)=0 définissent les mémes corps algébriques ou non. Cela peut étre effectué
par une méthode développée dans Nagell [6], p. 183. Soient maintenant & une racine
de I’équation F(x, —1)=0 et % une racine de I’équation G(u, —1)=0, et supposons
que & et 1 appartiennent au méme corps. Soit de plus

n=rotré&+..+r, &1
et £ =sy 8,8+ F8, 18,

on les coefficients ry, 7y, ..., 7y, Sq; 81, ..., S,_q sont rationnels. Le probléme revient
alors & déterminer des nombres entiers a, b, d et d tels que ad —bc= 11, et tels qu'on
ait

_b+ds

a+cE )

En comparant les coefficients de &” dans la relation
nla+cf)=(rgtré+..)(a+cf)=b+dE
on aura alors le systéme suivant d’équations linéaires dans les inconnues @, b, c et d :
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Tp_180C T7oa =D,
Tpa$ctrat+rec=d,
Tn_189€+7sa+r,c=0, ete.

I1 est évident que le probléme d’équivalence peut étre résolu par cette méthode.
Cependant, il faut observer que # doit parcourir tous les conjugués qui engendrent
le méme corps que &. Pour Péquivalence il faut naturellement que les discriminants
des formes soient égaux; or cela n’est pas suffisant.

Supposons gu’on connait toutes les représentations d'un nombre entier donné
N, +0, de chacune des deux formes. Soient p. ex. x=x;, y=y,;, (¢=1,2, ..., m) les
solutions en nombres entiers de

F(z, y)=N
et u=u,;, v=0; (j=1, 2, ..., u) les solutions en nombres entiers de
G(u,v)=N.
Si les formes sont équivalentes il faut que 4 =m, et qu’on ait
wj=ax,+by,, v;=cx;tdy,

oll a, b, ¢ et d sont des nombres entiers tels que ad —bc= +1. Pour déterminer a, b,
¢ et d il faut, bien entendu, varier les indices ¢ et j de toutes les maniéres possibles.
Drailleurs, I'existence de ces quatre nombres n’assure pas I'équivalence des formes.
En général, on peut, par la méthode envisagée, seulement constater que les formes
ne sont pas équivalentes.

Si, dans F(z, y) et G(u, v), les coefficients de 2" et de #" sont tous les deux =1, et si
les formes sont reliées par la transformation « =ax +by, v =cx +dy, il est évident que
le nombre a +c¢£ est une unité.

4. Les formes binaires biquadratiques du premier rang. Soit donnée la forme binaire
biquadratique
At +a, 23y +ayaty? +azxyd +a,yt,

& coefficients entiers rationnels, et irréductible dans le domaine rationnel. Si toutes les
quatre racines de ’équation

4 3 2 =
aoxt+a, 23 +azx? +agr+a,=0

sont imaginaires, nous dirons que les corps biquadratiques engendrés par celles-ci
sont du premier rang. De méme, nous dirons que la forme biquadratique est du
premier rang.

Dans le présent travail nous allons nous occuper des représentations de I'unité
par une forme pareille. Nous nous proposons de déterminer les solutions en nombres
entiers x et y de I’équation diophantienne

xt — pady +qry? —rayd syt =1,

oll p, ¢, r et s sont des nombres entiers. Si 6 est une racine de I’équation biquadratique
irréductible
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2t — pa’® +gx? —rx +5=0,

ce probléme revient & déterminer les unités binaires x —fy dans Panneau R(0)=

R(1, 0, 02, 63) appartenant au corps K(#). Le nombre de celles-ci est évidemment fini,

et dans un cas numériquement donné elles peuvent étre déterminées par un procédé

élémentaire d’évaluation numérique. Or, cette méthode est, bien entendu, sans

intérét scientifique, ne donnant aucune idée du caractére arithmétique des solutions.

Le probléme doit étre traité par les méthodes de la théorie des nombres algébriques.
Un but principal, entre autres, est d’établir le

Théoréme 1. Désignons par M le nombre des représentations de Uunité par une forme
binaire biquadratique du premier rang qui n’est pas de la catégorie 1; voir le § 2. Alors,
M est au plus égal & 8. Ce nombre maximum n’est atteint que pour deux classes de
formes. Il y a une infinité de classes de formes pour lesquelles M =6.

Le premier résultat sur le nombre de représentations de I'unité est di & Adolf af
Ekenstam qui a démontré le théoréme suivant :
Soient p, q et r des nombres entiers tels que Iéquation

2t —pad et —re+1=0

ait quatre racines imaginaires du quatriéme degré, et soit le discriminant de Uéquation
>1024. Les corps biquadratiques engendrés par cette équation doivent satisfaire aux
conditions suivantes : L'unité fondamentale est du quatriéme degré. Les corps ne contien-
nent aucune racine de Uunité en dehors de +1.

Cela posé, Iéquation diophantienne

2t —pady +qry? —reyP +yt=1

admet au plus deux solutions en nombres entiers x et y outre les quaire solutions triviales
z=+1,y=0et 2=0,y=+1.

La démonstration, qui n’a pas été publiée, repose sur une méthode que j’ai dévélop-
pée dans mes travaux sur les formes cubiques & discriminant négatif.

Dans la suite forme signifiera toujours, sauf dans le § 6, une forme binaire biquadra-
tique, ((ag, @, ay, a3, a,)), & coefficients entiers rationnels, du premier rang; les coeffi-
cients a, et a, sont supposés positifs.

Dans le chapitre suivant nous allons donner une classification des corps biquadrati-
ques du premier rang.

Remarque 1. Nous aurons souvent besoin de calculer les discriminants des formes.
Pour cela, notons que le discriminant de la forme ((a,, @,, @,, a4, @,)) & pour expression

3 2 g2
4{daya, —a,a,+ Ya3)® — Y(24a,a,0, + 3a,a,a, — 203 — 9a,af — 9aia,)?,

formule qui est valable pour toutes les valeurs des coefficients ay, a,, a,, a5 et a,,
indépendamment du rang de la forme.

Remarque 2. Une autre expression pour le discriminant s’obtiendra de la maniére
suivante : Soient

O=a+bi, 0'=a—bi, 0"'=c+di, 0" =c—di
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les quatre racines d’une équation biquadratique, les nombres a, b, ¢ et d étant réels,
bd +=0. Alors on a

0—0"=2bi, 6" —6"" =2d,
0—-0"=a—c+(b—d)i, 0'—0"=a—c—(b—d)i,
0—0"=a—c+((b+d)i, 0—0"=a—c—(b+d):.
Il en résulte que le discriminant du polynome
(@—0) (2 —0) (& —0")(z—0"")
sera exprimé en fonction des nombres a, b, ¢ et d ainsi qu’il suit
166%d3[(a —c)*> + (b —d)?]*- [(a —¢)* + (b +d)?]2.

11 est évident que cette formule est valable seulement lorsque toutes les racines du
polynome sont imaginaires. Dans ce cas le discriminant est toujours positif, pourvu
que les racines soient différentes entre elles.

Remargue 3. On doit & W. Ljunggren un grand nombre de résultats sur la repré-
sentation d’un nombre entier par une forme binaire biquadratique de second rang;
rang d’une forme binaire irréductible =rang des corps algébriques engendrés par les
zéros de la forme. Parmi ces résultats, notons surtout la proposition suivante :

Soit donmée la forme irréductible & coefficients entiers p et q

F(z, y) =x* — pa®y +qa?y® — pay® +y*,

on F(z, 1) a deux racines réelles et deux racines imaginaires. Désignons par M le nombre
de solutions de I’équation

Fz,y)=1

en nombres entiers x et y. Alors, si q+2|p|—3, on a M<8. Si ¢g=2|p| -3, on a
M <10.

Pour la démonstration voir Ljunggren [12], p. 51-59. D’ailleurs, Ljunggren a
aussi établi un grand nombre de résultats sur les équations diophantiennes du type

Azt — Byr=0,

ou 4 et B sont des nombres naturels, et ot C =1, 2, 4 ou 8. Chacune de ces équations
admet au plus une solution en nombres entiers positifs 2 et . La méthode de démon-
stration permet de reconnaitre s’il y a une solution ou non, et, dans le cas affirmatif,
de déterminer la solution; voir Ljunggren [13].

§ 2. Classification des corps biquadratiques du premier rang

5. Résumé de certains résultats antérieurs. Soit K un corps biquadratique du
rang 1, c’est-a-dire tous les quatre corps conjugués sont imaginaires. Il est évident
que J'unité fondamentale 7 de K peut étre choisie de fagon qu’on ait |5| >1. Il peut
arriver que K admet un sous-corps U quadratique réel. Dans ce cas nous désignons
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par £ l'unité fondamentale de U; celle-ci sera choisie > 1. Pour indiquer le type des
corps nous employons les raccourcissements suivants : y signifie le nombre des sous-
corps quadratiques réels. v signifie le nombre des sous-corps quadratiques imagi-
naires. N signifie que le corps n’est pas un corps de Galois. A signifie que le corps est
abélien, non-cyclique. € signifie que le corps est cyclique. K, signifie que le corps est
engendré par une racine primitive n-iéme de I'unité. $ signifie que le sous-corps réel

n’est pas engendré par V3. R(x™ =1) signifie que les racines de I'unité du corps sont
les racines de I’équation 2™ —1=0. N(x) signifie la norme de o dans K.
Les corps en question se répartissent en quatorze classes caractérisées de la fagon

suivante :

1°) p=»=0. R(z2=1). N.

2°) p=0; y=1. R(z2=1). N.

3% u=0;v=1. R(2*=1). N.

4°) u=0;v=1. R(xz¢=1). N.

5% p=1;v=0. R2?2=1). N. 5y =¢.

6°) p=1;v=0. R(@*=1). K. C. y=e=3(V/5+1).

) p=1;v=2 R(x®=1). A, n=e.

8) p=1;7=2. R@@?=1). A. 5=V —¢. £>2+V3. N(¢)>0.

) p=1v=2 R{xt=1). A, y=c¢. 8.
10°) p=1; y=2. R(z*=1). A. 17=V;i=%oc(l +1), ol o est un nombre du sous-corps

K(e). £>5+2V6. N(¢)>0. 8.

11°) p=1; v=2. R(x®*=1). A. p=¢. 8.
12°) u=1;»=2. R(t=1). A. p=V—¢. 8. £244V15. N(e) >0.
13°) p=1;v=2. R@@$=1). Kz. A. y=e=1+V2.
14°9) p=1;v=2. R@@2=1). K;,. A. p=Vei=1(1+V3)(1 +4).

A propos de la démonstration des résultats présentés dans ce tableau nous ren-
voyons & Nagell [7], p. 351-361 et Nagell [8], p. 345. La classification que nous venons
de donner ici, est la méme que dans le travail [8]. Les classes 6, 13 et 14 ne contien-
nent qu’un seul corps chacune. Il y a évidemment une infinité de corps dans chacune
des autres classes. L'unité fondamentale 7 est choisie de la maniére la plus simple
et la plus pratique. Dans la classe 6 il est possible de choisir 5 de vingt maniéres
différentes; en effet, il y a les possibilités suivantes :

Te Eet, f&, e,

ol £ est une racine primitive cinquidme de 1'unité, et ol e=1%(1 +V5). Dans les
classes 1, 2, 5,7 et 8 il y a quatre possibilités. Dans les classes 3, 9 et 10 il y a huit
possibilités. Dans les classes 4, 11, 12, 13 et 14 il y a douze possibilités.
Lorsque les corps biguadratiques du premier rang engendrés par I’équation irré-
ductible
Ayt +a, 28 a2 +agx+a, =0

483



T. NAGELL, Les représentations de I'unité par les formes binaires biquadratiques
P P q q

appartiennent & la classe Z nous dirons que la forme ({2, a;, 2,, a5, a,)) appartient &
la catégorie Z.

Le résultat de Ekenstam est évidemment limité & certaines formes particuliéres
appartenant aux catégories 1, 2 et 8.

Dans les chapitres suivants nous allons examiner les formes des catégories 2-14.
11 faut varier les méthodes selon la catégorie & laquelle appartient la forme.

Correction au travail [8]. Page 351, la ligne 7 & partir d’en bas doit étre

Lt =g =0, 18 —£=0, L+E§27=0.

§ 3. Les unités binaires dans les corps biqnadratiques du premier rang
6. Introduetion. Soit donnée 1’équation
2t —px®+ga?—rx+s=0, (8)

irréductible dans K(1), ol p, q, r et s sont des nombres entiers rationnels. Les quatre
racines 6, 0', 6" et 8 de (8) sont supposées imaginaires. Nous nous proposons de
déterminer le nombre exact et le caractére arithmétique des solutions de 'équation
diophantienne

Nz —y0) =2t — pady +q2Py® —ray® +syt =1 (9)

en nombres entiers rationnels z et y, c’est-a-dire les propriétés des unités binaires
x—0y.

Si ==, y=vy, est une solution, I'équation (9) est aussi satisfaite par r= —=x,,
y¥=—1, On a tonjours les deux solutions triviales y =0, x=+11. En négligeant ces
solutions nous pouvons supposer que y >0. Il faut que (x,, %,) =1.

En général, dans nos recherches, une forme donnée peut étre remplacée par une
forme équivalente. Par une transformation linéaire unimodulaire de la forme dans
(9), le coefficient p peut étre réduit modulo 4. Ainsi il suffit de supposer que p a
Pune des valeurs 0, +1 ou +2. La valeur —1 peut étre supprimée; en effet, si
p= —1 (mod 4) on peut remplacer 6 par —§. Le nombre s est toujours positif.

Nous nous bornerons aux cas ot K(6) contient un sous-corps quadratique U. Ainsi
les cas appartenant & la classe 1 ne seront pas traités dans ce travail. Supposons

d’abord qu’il y a un sous-corps quadratique U engendré par le nombre V=A, on A
est un nombre entier rationnel >0 qui n’est divisible par ancun carré >1.

0 est du second degré relativement & U. Ainsi § est racine d’une équation quadrati-
que 22 —ax+b=0, irréductible dans U, ou les coefficients a et b sont des nombres
entiers dans U. Soit #” Vautre racine de cette équation. Si —A n’est pas=1 (mod 4)
nous avons alors

0+0" =utovl —A, }
(10)

00"=u1+1}1V—A,
ol u, v, %, et v; sont des nombres entiers rationnels. Pour les autres nombres conjugués
on a les relations

(11)

g +0" =u—vl —A, }
00" =u,—v,V —A.
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Ainsi, il est évident qu’on peut supposer » 0. En effet, si v est négatif on peut passer
du corps K(0) au corps K(6).
De Tidentité

(@—=0)(x—0)(x—0")(x—0")
= [ = (w+ oV = Az +u, + o) — Al[e?— (w—vV = Az +uy— v,V — Al

on obtient les relations

p=2u, (12)
q=u?+Av?+2u,, (13)
r=2uu, +2Avv,, (14)
s=uz+Av?, (15)

D’apres ce que nous venons de dire sur le coefficient p, il suffit de supposer que u =0
ou=1 lorsqu’on ne distingue pas entre les formes de la méme classe.
Lorsque —A=1 (mod 4) les formules (10)—(15) seront remplacées par les formules

0+0"=3u+e) —A), 10"

66" =1(u, -+ o,V — A),

0407 =3~ oV =),
fuzor 8 } ar)

00" =4(u, —v,/ — A),
p=u, (12')
g=3u?+1Av* +u,, (13")
r=>3uu, +1Av,, (14)
s=1uf +1Ad%, (15)

o u, v, 4; et v, sont des nombres entiers rationnels tels que u=v (mod 2) et u, =v,
(mod 2). 11 suffit évidemment de supposer que  a 1'une des valeurs 0, +1 ou -+2.
Méme ici on peut supposer v>0.

Nous désignerons la forme biquadratique définie par les relations (10), (11) ou par
les relations (10"), (11') par le symbole

[w,v,u, vV — A).

A Yaide de ces relations on trouvera aisément le discriminant D du nombre 6 et de la
forme. Si —A n’est pas=1 (mod 4) on aura

D=16AD,D,,
ol D, = (w® — Av® — 4u,)® + A(2uv — 4v,)?
et D, = (wvv, — v} —u,v%)>%
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Si—A=1 (mod 4) il faut, dans cette formule, remplacer u,,u, et v, par ju,1v, lu,
et 1v,.

11 est évident que cette formule est valable méme pour un sous-corps réel, c’est-a-
dire pour A<0. Aussi les formules (10)—(15) et (10')-{15") subsistent pour A<0.

Pour toutes les valeurs de A, il est évident que les nombres v et ¥, ne peuvent pas =0
en méme temps.

L’équation (9) entraine

x_0y= E, x_oly:E’, x_e//y:Eu, x_aluy:Eu/’
ou K, E', B et E"’ sont des unités conjuguées. Nous aurons done
(x—0y)(x—0"y)y=22—(0+0" )2y +60""y>=EE",

ot EE" est une unité dans U. Examinons d’abord le cas EE” = +1, dans lequel on
aura

2 —(u+ ol — A)ay + (u, + o,/ —A)y?= £ 1, (16)
lorsque A +1 n’est pas divisible par 4, et
2 —(u+ oV — Ay +3(u, +o/ — A= 11 (16°)

lorsque A +1 est divisible par 4.
Lorsque A=1 il faut aussi examiner le cas EE"’ = 41 =hi, ¢’est-a-dire I’équation

% — (u+wvt)zy -+ (u, +o,0) 2=k, (17)

Lorsque A=3 on aura de plus & examiner le cas EE” = +1(—1+V —3), c’est-
a-dire I’équation

2 —Lu+ vl —3)ay+ 3w, + ’vll/tg)y2 =1(h, + h2Vi§), (18)
ol b, et hy, indépendamment 'un de autre, prennent les valeurs +1 ou —1.

7. Les équations (16), (16"), (17) et (18) pour v +0. De I’équation (16) on obtient les
deux relations
22 —uxy tu yr=+1, (19)

v =Yyv;. (20)

D’aprés les suppositions faites plus haut nous avons y>0 et v>0. On a (z, y)=1.
Si nous posons d = (v, »,) nous aurons de (20)

v, v
_ _v 21
e Y4 (21)

Pour que ces valeurs de z et y satisfassent & 'équation (9) il faut et il suffit que celles-
ci satisfassent & I’équation (19) pour 'un ou l'autre des signes +1.
Lorsque —A =1 (mod 4) on obtient de (16’), au lieu de (19), la relation
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2® —Juxy +Ju, = + 1, (19

et les solutions éventuelles seront toujours données par les formules (21).
Soit enswite A=1. Alors on aura de (17)

22 —uxy +u,y? =0, (22)
—vxy t+o,y2=h. (23)

On en conclut que y = +1. Ainsi les valeurs corréspondantes de x seront déterminées
par

x=%(v1—h). 24)

Cependant, ces valeurs de z doivent satisfaire & I’équation (22), ¢’est-a-dire 4 I'équa-
tion
2t —ux-t+u, =0 (25)

En général, on n’aura qu’une seule valeur entiére de x qui satisfait & la fois & (24) et
a (25). Seulement lorsque ou § ou #—1 est une racine primitive douziéme de 'unité
on obtiendra deux valeurs entiéres de 2 qui satisfont & ces conditions. En effet,
supposons que tous les deux nombres

1 1
x1=;(vl+1) et x2=1—)(v1—1)
sont entiers. Alors il faut évidemment que v =1 ou =2. Si =0 on aura nécessairement
1 —_— 1 N
x1=5(vl+l)=l/—u1, @y = (o= 1) = —V—u,.

Donc v, =0, v=1, u,=—1, 2,= +1, z,= —1. Par conséquent 0 est une racine de
Péquation 2t —2+1=0, et le corps K(f) appartient & la classe 14. Il en résulte que
I’équation

x4_x2y2 _|_y4,_—_]_

admet les 8 solutions suivantes : x=+1, y=0; x=0, y= +1 (solution provenant
de (21) et (19)); =0, y=—1;x=+1, y=+1; = +1, y= —1 (les derniéres quatre
solutions dérivent de (24) et (25)). Il n’y a pas d’autres solutions.

Soit ensuite »=1. Alors on aura

2 —_
2xl—l—1=;(v1+l)—1=‘/l——4u1,

2 -—
20, —1=" (o~ 1)~ 1= ~V1—4u,.

Done v=2, v; =1, u; =0, x, =1, ,=0. On en conclut que 6 est une racine de I'équa-
tion
xt—20% +ba? —4x +1=0.

En y remplagant « par (z+1)~! on aura 22 —22+1 =0. Cela démontre 1’assertion.
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Soit enfin A=3. Alors on obtiendra de (18)
2 —Luzy +lu, 2 =1k, (26)
—dvzy +iv Yt =1hy, 27)

ol hy=+1 et hy=+1. On en conclut que y = +1. Ainsi les valeurs correspondantes
de x seront déterminées par

1
z=_ (v — hy). (28)

Ces valeurs de z doivent satisfaire & Ia relation
a2 —ux +u, =1h,. (29)

Seulement dans des cas particuliers la formule (28) rend deux valeurs entiéres de z
qui satisfont & I’équation (29). Supposons maintenant que tous les deux nombres

1 1
xlza(v1+1) et x2=;(vl—l) (30)

sont entiers. Cette hypothése entraine évidemment ou v=1 ou v=2. Si »=0 il faut

que v=2, vu que u=v (mod 2). Dans ce cas les quatre valeurs de z satisfaisant a
(29) sont

iV%—%@ﬁ et iV—%_%ur

213 1 2_ _1p 1
vy =131h,—3u, et a5= —3h —3u,,
done B—ai=h,=+1 et ai+ai=—u,.

On en conclut quw’on aura 'un des deux cas : 1°) z, =1, x, =0, correspondant & v, =1,

et 2°) 2, =0, z,= —1, correspondant & »;=—1. Dans tous les deux cas on aura
uy; = — 1. Pour »; =1 le nombre § est une racine de I'équation

x4 +-222 —3x+1=0. (31)
Si v; = —1 on aura seulement & remplacer —3z par +3x. Il résulte de ce qui précéde

que I'équation
2+ 2222 — Bz +yt=1 (32)

admet les 8 solutions suivantes : x=41, y=0; x =1, y=2 (solution provenant de
(2l)et (19')); 2=—1,y=—2;2=1,y=1;2=—1,y=—1; =0, y=~+1 (les derniéres
quatre solutions dérivent de (28) et (29)). Il n’y a pas d’autres solutions.
Le corps K(f) appartient & la classe 4. En effet la résolvante cubique de (31)
donnée par
22 +422—-9=0

n’admet pas d’autres racines rationnelles que z= —3.
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Considérons ensuile le cas w=2, v=2. Alors les quatre valeurs de x satisfaisant a
(29) sont
1+V2—1u, (pourh,=1) (33)

et +V—-1~1u, (pour b= —1). (34)

Dol=

Si nous posons

Yot D=3+Vi-tu, Mo —D=3-Vi-lu,

nous aurons 1=3—2«;, d’'ott u, =1, v,=1, z;=1 et z,=0. Le nombre § sera une
racine de ’équation
ot — 22 + 52 — 4+ 1=0.

Or, nous venons de voir que, dans ce cas, 6~1—1 est une racine de I’équation
22—22+1=0.
11 faut aussi examiner la possibilité

b+t D=4+V -1-du, 3o D=1V} lu,

Tl en résulte que u, = —1, »,=1. Donc §=1(1 +V —3).
11 reste encore & eons1derer la possibilité que tous les quatre nombres (33) et (34)
solent entiers & la fois. Dans ce cas on aurait

3—2u, =1, —1—2u, =1,

ou t et ¢; sont entiers. Or, cela entraine £, =0, ce qui est évidemment impossible.
Considérons finalement le cas w=v=1. Alors les quatre valeurs de z satisfaisant &

(29) sont

et 1= V{34, (pour h;=1) (35)

s e TR ) o

1l est évident que les deux nombres (35) ne peuvent pas étre entiers en méme temps,
vu que leur somme est =34. Méme chose pour les deux nombres (36). Est-il possible
que I'un des nombres (35) soit entier en méme temps que 'un des nombres (36)%
Pour cela il faut qu’on ait

9—8u,=t* et —T—8u =t

o ¢ et ¢; sont des nombres naturels. Ce systéme est satisfait seulement pour (=35,
t;=3 et u,= —2. Alors, en posant

1(1-V9 - 8u,),

I

xy=v,—1
zy,=v,+1=1(1+V—7—8u,),

on aura x, = —1, x,= +1 correspondant & y= +1, et encore v; =0. Dans ce cas le
nombre § est une racine de I'équation
= -+ +1=0.
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Par conséquent, I'équation
at—ady —ay oy tyt=1

admet les 8 solutions suivantes : z=+41, y=0; =0, y=+1; =1, y=41; 2=—1,
y=-+1. 1l n’y a pas d’autres solutions.
Le corps K(0) appartient & la classe 4. En effet, on a

6—1(1+V=3)+1V 1442/ 3.
Le corps K(0) est évidemment engendré par le nombre
x=20-1(1+V—3),
qui est une racine de ’équation
at—T2>+13=0.
La résolvante cubique de celle-ci est donnée par I’équation
22 —1422—32=0,
qui n’admet aucune solution rationnelle autre que z=0.

8. Les équations (17) et (18) pour »=0. Supposons que »=0. Alors les équations
(16), (16') et (20) conduisent aux solutions y =0, x = + 1. Ainsi, en faisant abstraction
de ces solutions triviales, on peut se borner & considérer les équations (17) et (18).

Soit A =1 et considérons I’équation (17). Celle-ci donduit & (22) et (23). De la der-
niére relation on aura pour v=0, y= +1 et v; = +1. Les valeurs de x s’obtiendront
de I'équation

z? —ux +u, =0. (37)

La condition nécessaire et suffisante pour une solution rationnelle de celle-ci est
que }u?—u, soit le carré d’un nombre rationnel. Si cette condition est remplie il y a
deux valeurs entiéres de « qui correspondent & y= +1.

Soit d’abord w=0. Alors —u, doit étre un carré. En posant u; = —#? on voit que
6 est une racine de ’équation

22— 222+ 1+ =0.
Si t=0 le corps K(6) appartient & la classe 13, et I'équation
at+yt=1
admet les quatre solutions x =+ 1,y =0; x =0, y = + 1. Si £ =0 le corps K () appartient
évidemment a la classe 3, et 'équation
2t —2820%% + (1 +14) yt=1

admet les six solutions =41, y=0; x=+1¢, y=+1; x=+¢ y=—1. Il n’y a pas
d’autres solutions.

Soit ensuite w=1. En posant 1 —4u, = £, ol ¢ est un nombre naturel impair, on

aura, vu que v;= +1, p=2, ¢=13—13), r=1(1— %) et s=7%(1 —*)*+ 1. Les nom-
bres 6, 0’, 0" et §'" seront donnés par
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11V + 40 et 1+1Ve— 4
On vérifie aisément que le corps K(0) appartient & la classe 3. La solution compléte de
I’équation
ot = 20%y +3 (3 — )ty — (1 - )2y’ + (L — 7P + 1]y =1
est donnée par le tableau suivant:
r==x1, y=0, x=§(1+8), y=+1 z=-}1%1), y=-L

Ainsi, il y a exactement six solutions.

Soit maintenant A =3 et considérons 1’équation (18). Celle-ci conduit & (22') et
(23'). De la derniére relation on aura pour »=0, y= +1 et v, =h,. Les valeurs de z
s’obtiendront de I’équation

o®—Luz+Lu, =1h,. (38)

% est pair vu que v =0, donc =0 ou »=2; u, est impair vu que v, est impair. La
condition nécessaire et suffisante pour une solution rationnelle de (38) est que le
nombre fgu®—4u, +%hk, soit le carré d’un nombre rationnel. Si cette condition est
remplie pour une valeur donnée de 4,, il y a deux valeurs entiéres de x qui corres-
pondent 4 y = +1. On peut se demander s'il est possible d’avoir & la fois

u?—8u, +8=4 (pour h,= +1)

et u?—8u; —8=4#; (pour h, = —1),

ol ¢ et ¢, sont des nombres entiers. Cela entraine t=2 et t, =0, done, pour u =0, on
aura #; = — 1, tandis que u =2 donnera la valeur impossible u, = — 1. Lorsque . =v =0,
u;=—1, v;=hy,=+1, le nombre 0 sera une racine primitive douziéme de l'unité.

Or, nous avons déja traité ce cas dans le numéro précédent. Exception faite de ce
cas, 'équation (38) rend deux valeurs entiéres de = correspondant & y = -+1 seulement
pour P'une des deux valeurs de %, lorsque # est donné.

Soit d’abord »=0. Supposons que u, =h; —22, ou1 ¢ est un nombre entier. Alors
B est une racine de 1’équation

@t + (hy — 22)a® + 1 [(hy — 262+ 3] =0.

Cette équation est irréductible sauf pour k,=1, t=0. Dans les trois cas h, = —1,
t=0et hy= +1,t= 11, 'équation deviendra x* —22-+1 =0 que nous pouvons négliger
ici. Dans les autres cas on vérifie aisément que le corps K(6) appartient & la classe 4.
En effet, la résolvante cubique de I'équation biquadratique aura la forme
28+ (2h) —42)22 — 32 =0,
et il est évident que I'équation
22+ (2hy —4t%)2—3=0
est irréductible sauf dans les cas d’exception envisagés plus haut. La solution com-
pléte de 1’équation
2+ (hy — 20022 + 3 [(h, — 2672+ 3]yt =1
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P p q

est donnée par le tableau suivant :
z=%+1, y=0; z=t, y=+1; z=—f y=+1

Ainsi, il y a exactement six solutions, abstraction faite des quatre cas d’exception.
Soit ensuite u =2. Supposons que

1+2h; —2u, =12,
ou ¢ est un nombre entier impair. Alors § est une racine de I’équation
at =227+ 13+ 2k, — Dt — L (1 +2h, — ) x+ (1 + 2k, — 7)* +12]=0.
Cette équation est toujours irréductible, va que le nombre
1—2u,+2) —3=8£—2h,+2/ =3

ne peut pas étre un carré dans le corps K(V ig)‘ On vérifie aisément que le corps
K(0) appartient & la classe 4. En effet, le corps est engendré par I'un ou 'autre des
deux nombres

/ R pu—
a=V2—2n +V 3.
La résolvante cubique de ’égquation biguadratique de laquelle o est une racine, a la

forme
2+ 4(2h, — 17)2® — 482 =0,

et on voit sans peine que celle-ci n’admet pas d’autres racines rationnelles que 2 =0.
Donc le corps K(0) appartient & la classe 4.
La solution compléte de ’équation

at =22y + 1(3+ 2k, — 2y 2%y — L (1 + 2k, — ) ay® + (1 + 2R, — 7)* +12]y" =1
est donnée par le tableau suivant:
z=11, y=0, x=§(1*t), y=+1 2={(~1%8), y=—-1.

Ainsi, il y a exactement six solutions.

§ 4. Sur la résolubilité simultanée de certaines équations du paragraphe précédent

Dans la présente section nous continuons les recherches sur les unités binaires
commencées dans le § 3. Les conditions imposées sur I’équation (8) et sur les racines
B, 0, 8" et 6" restent les mémes. Ainsi le coefficient p a une des valeurs 0, +1 ou
+2 avec les conséquences pour le nombre «. Le nombre v est supposé positif. Nous
ne considérons que les solutions positives y de 1'équation (9), sauf s’il s’agit de rendre
compte du nombre total de solutions de cette équation.

Nous aurons & traiter les cas A=1 et A=3.

9. Le cas A=1. Nous avons besoin de déterminer les cas dans lesquels le systeme
(19), (20), (21) est résoluble, avec v+0, en méme temps que le systéme (24), (25);
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bien entendu, pour des valeurs différentes de z, y. Si nous excluons les formes équiva-
lentes & z* — 22y +y4, il résulte du numéro 7 que le systéme (24), (25) ne peut admettre
qu'une seule solution =&, y= -1 (pour y positif). Ce systéme sera alors

1
E= (o, h), (37)

E—uft+u,=0. (38)
Il en résulte que (v, v,) =d =1. Le systéme (19), (20}, (21) deviendra
vf —uv v +u0P=t1. (39)
En éliminant & entre les équations (37) et (38) on obtient
v} — 2hw, + 1 — uww, + huv + u;v* = 0. (40)
Des équations (39) et (40) on aura par soustraction
—2hv; +1+huw=+1. (41)

Supposons d’abord «=0. Alors, le signe inférieur dans le membre & droite entraine
v, =0. Done, on obtient de (37) &= —h et de (38) u, = —1. Par conséquent, le nombre
6 est une racine de I’équation z* —x2+1=0. Or, nous avons exclu ce cas.

Supposons toujours © =0 et prenons le signe supérieur dans (41). Alors on aura
v, =h. Donc £=0 et u, =0. Par conséquent, le nombre § est une racine de I'équation

2+ 022+ 20 +1=0.
Le corps K(0) appartient & la classe 3, vu que la résolvante cubique
28+ 20222 + (vt —4)z — 402 =0

n’admet aucune racine rationnelle autre que z= —v2. La solution compléte de I’équa-
tion

2t +o2ay? — 2oz +yt =1 (42)
est donnée par le tableau

r=41, y=0; z=0, y=+1; x=1, y=v; x=-—1, y=—o.

Vu que v =0 il y a six solutions dans ce cas-ci.

Supposons ensuite que u =1, et prenons le signe inférieur dans (41). Alors, on aura
2v; =v, et, vu que (v, v,) =1 et v >0, v=2 et v, =1. Dong, il résulte de (39) que u, =0.
Par conséquent, le nombre § est une racine de ’équation

x4 —2x3 + b2 —4x+1=0,

et la forme correspondante est équivalente & x* —a2y? +yt.
Supposons enfin 4 =1, et prenons le signe supérieur dans (41). Alors, de cette rela-
tion on obtient
v=2(v, —h).

Or, cela entraine & =}, impossible.
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10. Le cas A =3. Nous avons besoin de déterminer les cas dans lesquels le systéme
(19'), (20), (21) est résoluble, avec » 40, en méme temps que le systéme (28), (29);
bien entendu, pour des valeurs différentes de , y. Si nous excluons les formes équiva-
lentes & une quelconque des formes

CL‘4 _ x2y2 + y4’
2+ 22%y% — 3ay® + o4, (43)
at— Py — 2y Fayd ot
il résulte du numéro 7 que le systéme (28), (29) ne peut admettre quune seule solu-
tion x=§, y=+1. Ce systéme sera alors

] (4

E—Lub+iu,=1h,. (45)
11 en résulte que (v, »,)=d=1. Le systéme (19), (20), (21) deviendra
vi—luvv+iu o=t 1L (46)
En éliminant £ entre les équations (44) et (45) on obtient
01— 2hyv, + 1 — Juww, + Luvh, + Ju, v* =1k 0% (47)
Des équations (46) et (47) on aura par soustraction
—2hyw, + 1+ Luvh, = Lhv* T 1. (48)

L. #=0. Dans ce cas le nombre » est pair, et les nombres u, et v; sont impairs. Le
nombre v est, comme toujours dans ce numéro, supposé positif. Dans ce cas-ci on
peut méme supposer que v, 0. En effet, si v, <0 on peut remplacer 6 par —6’, §”
par —0", 0" par —0 et 0" par —0".

Le signe inférieur dans (48) donne la relation

—2h,v, = %hlv2.

Cela entraine v =2 et v, = — A, h, = +1. De (46) on obtient 4, = — 1. Par conséquent, le
nombre § est une racine de I'équation

24 +-223—32x+1=0.

Or, nous avons exclu la forme correspondante.
Le signe supérieur dans (48) donne la relation

. — = — 1,2
vy —hy= —hyhy (v

v, étant >0 il en résulte que kb, = —1. De plus il est évident que v est divisible par 4,
et nous posons ¢ =}v. Done, nous obtenons
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u=0, v=4, wu,=h,—28%, v,=-—h +4? &=t
Par conséquent, 0 est une racine de ’équation
ot + x2(hy + 1082) — 2(244% — 6k, t) +1 —Th 82+ 1314 =0.

On vérifie aisément que cette équation est irréductible vu que £4-0. Le corps K(0)

appartient & la classe 4. En effet, si on pose o= 6—¢/ —3, le nombre o engendre le
corps K(0) et est une racine de 1’équation

ot + (482 + hy) a® + (262 -+ 1hy)? + 3(48° — y)? = 0.
La résolvante cubique de celle-ci est
28+ (8t2 +2h,) 22 — 3(42 — hy)22 =0,

On voit aisément que cette équation, pour ¢<40, n’admet aucune racine rationnelle
autre que z=0. La solution compléte de 1’équation

x4+ (hy + 1082y 22y — (2443 — 6h, ) xy® + (1 — Thy 12 +13t4) yt =1
est donnée par le tableau suivant, ot £>0 :
x=+1, y=0; x=42-h,, y=4; x=—442+h;,, y=—4;
x=t, y=+1;, x=—-t, y=—1L
Ainsi il y a six solutions dans ce cas-ci.

II. #=2. Dans ce cas le nombre » est pair, et les nombres , et v; sont impairs.
Le signe inférieur dans (48) donne la relation

— 2hyv, +hyv= LR V%
11 en résulte que v =2. Donc —hyv; Thy=hy,

ce qui est impossible »; étant impair.
Le signe supérieur dans (48) donne la relation

1 —hyv, + Lvhy= 100",
d’ou en posant v =2¢, t nombre naturel,

vy =hy—hyhyt?+1.

Done §:%(v1~h2):%(—h1h2t+l).

11 en résulte que ¢ est ympair. De plus, nous aurons de (46)
u, =h, - (- 1).

Par contéquent, 0 est une racine de ’équation
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ot~ 22° +1(2h, + 3 + 5% 2®
—3(2hy + 1 4 6hyt + 5t — 6k, by t%) 2 (49)
+ R4k, + 17 + 24k, t + 108 — 28h, 12 — 24k, hyt® +131%) = 0.

On vérifie aisément que cette équation est irréductible pour toutes les valeurs de Z.
En effet, on aura

Y

ot a=V 38— 1hy+ (thyhytt —bhy)V = 3.

Supposons d’abord que 4h,hyt2—1h,=0. Alors on obtient =1 et A =1. Donc
a=1, et K(0) appartient & la classe 14. Si t= 11, 0 est une racine de 1’équation

at— 203+ 522 —4x+1=0.

Or, nous avons montré plus haut que la forme correspondante est équivalente &
2t —x%y? +y*. Supposons ensuite que £2+1. Alors, on peut montrer que a engendre
le corps K(8). En effet, on vérifiera qu’une relation de la forme

— Ja+BV 3|

— 32— bhy Ly By — hy) ) =3 = [«2—]

pour des valeurs entiéres de 4 et B est impossible. Celle-ci entrainerait
A*—3B%= —2°—2h,, AB=hhyt*—h,.

Done, 4 et B sont pairs et b, = +1. En posant 4 =24, et B=2Bh,, ou 4, et B,
sont des entiers, on aura 1’équation

A}—3B3+24,B,=(4,+3B)(4,-B)= -1,

ce qui est impossible. Donc K(x) =X(0). Le corps K(f) appartient 3 la classe 4. En
effet, le nombre « est une racine de I’équation

(@ + 12+ 1h,)2 + 33k, 82— 1)* =0,
dont la résolvante cubique a 1’équation
22+ (202 +2hy) 22 — 3(hy 12 —1)%2 =0,

qui n’adment pas d’autres racines rationelles que z=0.
Si f(z, y) désigne la forme biquadratique correspondant & I’équation (49), I'équation

fz,y) =1
admet les solutions suivantes (pour #241) :
=11, y=0; w=hy Tt —hhyt?, y=24 x=—hy—t+hhit® y=-2;
=31 —hhyt), y=+1; xz=—H1—hhyt), y=—1.
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Ainsi il y a exactement six solutions. I1 faut observer que ¢ est un nombre impair > 1.
11 est facile de voir qu’on peut mettre ,=1 dans (49) et dans les autres formules
ci-dessus, si on permet que ¢ prenne des valeurs entitres négatives, impaires <I;
dans ce cas v est négatif.

IIl. w=1. Dans ce cas v est aussi impair. Le signe inférieur dans (48) donne la
relation

— 2hyv, + ok, = 1A, V%
1l en résulte que v=1. Donc
—4hyv, +hy=h,.

Cela entraine h, =h, et v; =0. Alors, nous aurons de (46) u, = —2. Dans ce cas 0 est
une racine de I’équation
-2 —ztte+1=0.

Or, nous avons exclu la forme biquadratique correspondante.
Le signe supérieur dans (48) donne la relation

v, =3 (v hyhyv? 4+ 4h,).
1l en résulte que v=~h, h, (mod 4), et de plus
u; =3(1+ 8h, — 0¥,

E=1(1-h k).
Par conséquent, § est une racine de 1’équation
ot — 2%+ 1(3 + 8hy +5v*) a® — (1 + 8k, + 24h,0 + 5v® — 6k, hyo®)x (50)
+ 355 (257 + 16A, + 96h,v + 100® — 112k, 0* — 24k, hyv® + 130%) = 0.

On vérifie aisément que cette équation est irréductible pour toutes les valeurs de v.
En effet, on aura

6=1+1o)/—3+1q,

N
-

ott a=V 102 — 20 + + (3h hyo? — 2h,) — 3.
Le nombre v étant impair on a évidemment
3y hyv? — 2k, 0.

Alors, on peut montrer que « engendre le corps K(6). En effet, si on avait une relation
de la forme

— —al2
— §0% = 2y + (hy hyo® — 2h,)) 3= [ALJ;B] ,

pour des valeurs entiéres de 4 et B, on aurait
A%?—-3B*= —2v>—8h,, AB=h hyv?—4h,.
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En éliminant 2 on conclut de 13 que
A%?—3B%+2h h, AB= —16h,.
Done, A et B sont impairs. Si k; =h, on obtient
(B—A)(3B+A)= +16h,,
relation impossible. Si A, = —h, on aura la relation
(B+A4)(3B—A4)= +16h,,

qui est également impossible. Done, on a K(a) =K(0).
Le corps K(f)) appartient & la classe 4. En effet, le nombre « est une racine de
I’équation
(@*+ 10+ 2h)2 + 3(3h, 0> — 2)2 =0,

dont la résolvante cubique a I'équation
23+ 2(v? +4h,)22 —3(h 0?2 —4)%2 =0,

qui n’admet aucune racine rationnelle outre z=0.
Si f(x, y) désigne la forme biquadratique correspondant a I'équation (50), I’équa-

tion
flw, y)=1
admet les solutions suivantes :
e=11, y=0; z=Lv—hhv*+4hy), y=v;
w=—1v—h ko' +4h,), y=—v; x=11—-hhw), y=+1
2= =11 =hhyo), y=-1.

Ainsi il y a exactement six solutions. Il faut observer que v est un nombre émpasr
positif congru & hyk, (mod 4). Il est facile de voir qu’on peut mettre h, =1 dans (50)
et dans les autres formules ci-dessus, si on permet que v prenne des valeurs entieres
négatives, congrues a k; (mod 4).

§ 5. Le nombre de représentations de I’unité dans les différents cas

11. Résumé des résultats établis dans les numéros 7-10. Il faut observer que ces
résultats sont obtenus sous la condition qu’il y ait un sous-corps quadratique imagi-
naire. Notons pour commencer que le nombre de représentations de 'unité est au
plus égal & 8. Ce nombre maximum est atteint seulement quand la forme est équiva-
lente & I'une des trois formes suivantes

(1,0, —1,0,1)), ((1,0,2, —3,1)), (1, —1, —1,1,1)).

Drailleurs, on peut montrer que les deux derniéres formes sont équivalentes. En effet,
soit 7 une racine de I'équation

-2 —x2+x+1=0.
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Alors, on vérifie aisément que E=1/(1 —5) est une racine de I’équation
2t +222-3x+1=0.

Les deux équations ont le méme discriminant, & savoir 117, ce qui est la valeur minz-
mum des discriminants des corps biquadratiques du premier rang; voir Hasse [9],
453. On montrera sans peine que 7 peut étre choisi pour unité fondamentale dans
K(n), et qu’on a la relation = —p22, o étant une racine de I'équation 2? +2+1=0.

Par conséquent, & condition qu’il existe un sous-corps imaginaire, nous avons
démontré le

Théoréme 2. Le nombre M des représentations de Uunité est au plus égal & 8. La con-
dition nécessaire et suffisante pour que M soit égal & 8, est que la forme sott équivalente
a Uune ou & Uautre des deux formes

(1,0, =1.0,1)) et (1, =1, —1,1, 1)).

La premiére de ces formes, qui a le discriminant 144, appartient & la catégorie 14. La
seconde forme qui a le discriminant 117 appartient & la catégorie 4.

T est aussi possible de donner une caractéristique compléte des formes ayant
exactement 6 représentations de I'unité. En effet, nous avons vu que les formes de
ce type appartiennent ou a la catégorie 3 ou & la catégorie 4. Les formes de la catégorie
3 doivent étre équivalentes & I'une des trois formes suivantes :

{(1,0,—2:%,0,1+1¢%), ¢ nombre naturel quelgonque;
((1,0,9%, —2v,1)), v nombre naturel quelqonque;

((1,—-2,53-1%), —3(1—#),%(1—)%>+1)), nombre naturel impair quelconque.
Maintenant, supposons que, dans la forme

xt + vty — 2vxy® +yt, (51)
v est pair, v =2¢. Alors, par la transformation unimodulaire

rx=z, Y=z +iz,

on aura la forme en z; et z

21— 26223 + (1 + 1)t
Supposons ensuite que v est impair. Alors, par la transformation unimodulaire

r=zy=z"+i@v—1)z
on aura la forme
21— 2282+ 13 — 09l — L(1 — v?) 2, 2% + [ (1 —0?)* + 1%

Il en résulte qu’il suffit de prendre la forme (51).
Pour les formes appartenant & la catégorie 4 nous avons trouvé cing types admet-
tant 6 représentations.
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Premier type
(1, 0, by —262, 0, ts—h, 2 +1)),

ou
t:

¢t est un mombre naturel quelconque et ol k=11, exception faite du cas
h, = +1. Le discriminant a la valeur

144(19 —h 2 +1).

Second type
(1, —2,3(3+ 2R, —1?), — 3(1+ 2k, — %), K (1 + 2k, — £%)* + 12])),
ol { est un nombre naturel impair quelconque et olt #, = + 1. Le discriminant est égal &
9(¢t —4h,t2+16).
En posant k, = +1 et =1 on aura la forme
xt — 2%y + 2a%y® —wyd +yt

qui a le diseriminant 117. Désignons, comme tout & ’heure, par 5 une racine de
I'équation

-2 —x2+2x+1=0. (52)
Alors, on vérifie sans peine que le nombre E, = —pz est une racine de 'équation
24203+ 222—2+1=0, (53)

lorsque ¢ désigne une racine de ’équation 22 -+x +1=0. Il s’ensuit un résultat intéres-
sant. Quoique les équations (52) et (53) engendent les mémes corps biguadratiques
et que les discriminants soient égaux, les formes ((1,—1, —1,1,1)) et {(1, —2,2,
—1,1)) ne sont pas équivalentes. En effet, le nombre de représentations de I'unité
n’est pas le méme.

Troisiéme type
(1, 0, by +1062, —24¢3 +6h,t, 1 —Thyt2 +1314)),

ol ¢ est un nombre naturel quelconque et ol 2, = +-1. Dans ce cas le discriminant a la
valeur
144(16t4 —4h t2 +1).

Quaitriéme type
((1,—2,3(2h, + 3+ 58%), —L(2h, + 1 -+ 6t + 56— 6h, %),
k[4h, + 17+ 24¢ + 1062 — 28, t* — 24k, £* + 131"]))
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ol ¢ est un nombre impair quelconque = +-1 et ot b, = +1. Le discriminant a la valeur

144(t2 —h 2 +1).

Cinquiéme type
(1, —1,%(8%, + 3 + 50%), — & (8h, + 1+ 24v -+ 50° — 6k, 2°),
235[257 + 16k, + 96v + 100® — 112k, 0* — 24k v* + 130%])),

ol v est un nombre entier =k, (mod 4) et ot #, = + 1. Pour le discriminant on trouvera
la, valeur

(vt — 4h, 02 +16).

Si on prend v =%, =1 on aura la forme ((1, —1, 2, —2, 1)) au discriminant D=117.
Nous allons montrer qu’il est possible de réduire ces cinq types a4 un seul type.
En effet, si nous remplagons, dans la forme du premier type

-+ (hy — 2% 2%y% + ...,
la variable  par z +ty, nous aurons la forme
xt + 4Py + (482 + hy) 22y + 2Ry tay® + Yyt
Si nous remplacons, dans la forme du deuxidme type
2t —20%y + (3 + 2k, —2) a2y + ...,
la, variable z par x -+ (1 +¢)y, nous aurons la forme
xt+ 263y + (82 + hy) 22y + by by Tyt
Si nous remplagons, dans la forme du troisiéme type
24+ (hy +1082) 2%y + ...,
la variable x par x +h, ty, nous aurons la forme
at +4h,tady + (162 -+ h,) a2y? + Stay® + yt.
Si nous remplagons, dans la forme du quatriéme type
xt —2a%y +3(2h, +3 +5t2) a2y + ..,
la variable x par x —1(1 —h,#)y, nous aurons la forme
xt + 2h, txdy -+ (462 + h,) 22y? + dexy® + ot
Si nous remplagons, dans la forme du cinquidme type
xt—aPy+3(8h +3+ 507y + ..,
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la variable x par x4 $(1 —A,v)y, nous aurons la forme
xt — hyvady + (v2 4+ hy) a?y® — 2oy +yt.
I1 résulte de tout cela qu’il suffit de prendre la forme
x4 203y + (82 + hy) a2y® + bty + o4, (54)

olt h=+1 et ol ¢t est un nombre entier quelconque >0, exception faite du cas =2,
hy = +1, qui donne une forme de la catégorie 14 admettant huit représentations de
T'unité.

Ainsi, & condition qu’il existe un sous-corps imaginaire, nous avons établi le

Théoréme 3. Désignons par M le nombre des représentations de Uunité. Seulement
pour une forme appartenant ou @ la catégorie 3 ou a la catégorie 4 nous pouvons avoir
M =6. Pour une forme de la catégorie 3 nous avons : La condition nécessaire et suffi-
sante pour M =6 est que la forme soit équivalente @ la forme (51). Pour une forme de
la catégorie 4 nous avons : La condition nécessaire et suffisante pour M =6 est que la
forme soit équivalente & la forme (54).

La forme (51) a le discriminant
16(v* +16).

Cela fait voir que toutes les formes (51) sont inéquivalentes lorsque le nombre » varie.
Le discriminant de (54) a la valeur

9(¢1 —4h,£2 + 16).

On en conclut que toutes les formes (54) sont inéquivalentes lorsque les nombres
t et h, varient.

Par conséquent, il y a une infinité de elasses de formes pour lesquelles M =6 dans
chacune des deux catégories 3 et 4.

Les corps engendrés par les formes du type (51) appartiennent a la elasse 3. Cepen-
dant, ces corps constituent une sous-classe moins étendue de cette classe. En effet, les
racines de I’équation

o2z —20x+1=0

dépendent d’un seul parameétre v. Or, nous savons (comparez [7], théoréme 4) qu'un
corps quelconque de la classe 3 est engendré par un nombre du type

V ~a— b,

dépendant des deux paramétres a et b, avec la condition que a2 +b2% ne soit pas un
carré.

11 est facile de voir que la forme (51) ne peut engendrer le méme quadruplet de
corps que pour un nombre fini de valeurs de v. En effet, soit donné le nombre naturel
D, discriminant d’un corps engendré par (51). Alors, le nombre

-16(v* + 16)

il

502



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd 5 nr 33
est le carré d’un nombre naturel. Or, il est bien connu que 1’équation
16(v* +16) = Dw?

n’admet qu’un nombre fini de solutions en nombres entiers » et w; voir Thue [14].

Les corps engendrés par les formes du type (54) appartiennent a la classe 4.
Cependant, ces corps constituent une sous-classe moins étendue de cette classe. En
effet, les racines de I'équation

at+ 283 + (12t hy) 2 +Hhytx +1=0

dépendent d’un seul paramétre f, vu qu’'on peut négliger le nombre %;. Or, nous
savons (comparez [7], théoréme 4) qu'un corps quelconque de la classe 4 est engendré
par un nombre du type

Vl abV

dépendant des deux paramétres a et b, avec la condition que a®-3b2 ne soit pas un
carré.

11 est possible de montrer que la forme (54) ne peut engendrer le méme quadruplet
de corps que pour un nombre fini de valeurs de ¢ et k,. En effet, soit donné le nombre
naturel D, discriminant d’un corps engendré par (54). Alors, le nombre

}%-9(t4—4h1t2+ 16)

est le carré d’un nombre naturel. Or, il est évident que la courbe algébrique F(t, w) =0
définie par I'équation

9(t4 —4h, 12+ 16) = Du?,

ol h; = +1, est du premier genre. Done, d’aprés un théoréme général de Siegel, celle-ci
n’admet qu’un nombre fini de points & coordonnées entiéres ¢ et w; voir Siegel [15],
p. 43.

Considérons ensuite une forme qui n’est équivalente & aucune des formes paraitrant
dans les théorémes 2 et 3. Lesquelles sont les conditions pour qu’elle admette 4
représentations de I'unité? D’aprés ce que nous venons de montrer dans les para-
graphes précédents nous pouvons formuler le

Théoréme 4. Soit F une forme qui n’est équivalente & aucune des formes figurant dans
les théorémes 2 et 3. Pour que F ait 4 représentations de Uunité il faut et il suffit que F
soit équivalente & une forme

He, y) =2t — p2Py + quy? —ray® + syt

ayant les propriétés suivantes : Le coeff@ment P a une des valeurs 0, +1ou +2. Illya
pour flx, y) les quatre possibilités que voici :

1°) v=0. L’équation Kz, y) =1 admet une solution x,y donnée par (21) et satisfaisant
& Uéquation (19) ou éventuellement o Uéquation (19').
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2°) v=+0, A=1. L'équation f(z,y)=1 admet une solution x,y=1, on x satisfait aux
équations (22) et (24).

3°) v=+0, A=3. L’équation f(x,y)=1 admet une solution x,y=1, ot x satisfait aux
équations (26) et (28).

4°) v=0. La forme f(x,y) est=x*+y

On vérifie aisément qu’il y a une infinité de classes de formes dans chacune des
trois premiers cas. On peut supprimer le dernier cas vu que la forme z* + y* se présente
aussi comme [0, 1, —1, 0; V/ ~—2] dans le premier cas. Il faut observer que le théoréme
4 est valable sous la condition qu’il existe un sous-corps imaginaire.

12. Les formes des catégories 2, 8, 9, 10, 11, 12 et 13. D’aprés le § 2 il y a dans tous
les corps des classes 2, 8, 9, 10, 11, 12 et 13 un sous-corps quadratique imaginaire
différent des corps K(s) et K(i/'3).

11 en résulte le

Théoréme 5. Pour toutes les formes appartenant aux catégories 2, 8, 9, 10, 11, 12 et
13 il y a au plus 4 représentations de Uunité. Les conditions pour 4 représentations sont
données dans le théoréme 4.

13. Les formes des catégories 3 et 14. Les corps des classes 3 et 14 contiennent le
sous-corps K(7). Alors, nous obtenons le

Théoréme 6. Désignons par M le nombre de représentations de Uunité par la forme.

Pour une forme de la catégorie 3 le nombre M est au plus égal & 6. S¢ M =6 elle est
équivalente & la forme (51). Les conditions pour M =4 sont données dans le théoréme 4.

Supposons que la forme appartient & la catégorie 14. Alors, pour que M =8 ¢l faut et
il suffit que la forme soit équivalente & x* —x2y2 +y*. On ne peut pas avoir M =6. Les
conditions pour M =4 sont indiguées dans le théoréme 4.

14. Les formes de la catégorie 4. Dans ce cas le seul sous-corps quadratique est
K(iV3), et nous aurons le

Théoréme 7. Désignons par M le nombre de représentations de U'unité par la forme.
Pour que M =8 il faut et il suffit que la forme soit équivalente ¢ ((1, —1, —1, 1, 1)).
Pour que M =6 il faut et il suffit que la forme soit équivalente & (54). On a M =4 dans
les cas indiqués dans le théoréme 4.

15. Les formes des catégories b et 7. Dans ces cas il y a un sous-corps quadratique
réel. Soit ¢ I'unité fondamentale de ce corps quadratique. Alors, £ est aussi l'unité
fondamentale du corps biquadratique.

Supposons que la forme est donnée par

22 — pady +qaty? —reyd + syt
et que § est une racine de 'équation irréductible
! —pad +ga? —re+s=0.
Si x —y0 est une unité binaire on a nécessairement

504



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd 5 nr 33
x—yf= te",

ol h est un nombre entier. Or, cette relation subsiste seulement pour y=0 et k=0,
vu que ¢ est réel, tandis que 6 est imaginaire.
Ainsi nous avons établi le

Théoréme 8. Pour les formes des catégories 5 et T il y a au plus 2 représentations de
Cunité.

16. Les formes de la catégorie 6. Dans ce cas il faut employer une méthode tout a
fait différente des méthodes appliquées jusqu’ici. Posons

3=%(V5+1) et E=¢¥

Alors, on a la relation e 1=§& + &1,
Soit 6 un nombre entier du quatriéme degré appartenant au corps K(&). Si x—0y
est une unité binaire on a évidemment

&~ 0y=E"E, (55)

ol E est une unité (réelle) du corps K(e), et ot & a 'une des valeurs 0, 1, ~1, 2 ou
—2. En passant & la relation imaginairement conjuguée on aura de (55)

x—0'y=¢"E, (56)
le nombre §' étant conjugué & 6. Nous avons
» 0=a+0b¢,
ol a et b sont des nombres eniéters dans K(e). En effet, si nous posons
a=l+me, b=l +me,
ou l, m, I, et m, sont des nombres rationnels, nous aurons, vu que —e=§2+£3,
O0=1+my+({l, +m) &+ (m; —m)E2—m&3.

De 14 on conclut que les nombres m, m,, I et I; sont des nombres entiers rationnels, vu
que les nombres 1, &, £2 et £3 constituent une base des nombres entiers dans K(£).
Done, a et b sont des entiers dans K(g).

Des équations (55) et (56) il résulte que

(—0+0)y=(E"—&"E,
d’ou
Eh — E—h

T

E. (57)

Si =0 on obtient ¥y =0, ce qui entraine x=E = +1. Dans ce qui suivra nous suppo-
sons que y est positif.
Pour A=1 on obtient de (57) : —by—=UFE, donc y=1 et b= — E. 1l en résulte que
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x=0—-bf=a+b&E—-bf=a.

Dong, le nombre entier a doit étre rationnel dans ce cas.
Pour A= —1 on obtient by =E, donc y=1, b=E. 1l en résulte que

& =0+bE 1 =a+bE+bE —a+bel.

Dong, le nombre a +be—! doit étre rationnel dans ce cas.
Pour =2 on obtient : —by=(§+£1)E, donc y=1, b= —¢1E. Il en résulte que

2=0—bet2=a+bf—bef2=a+be.

Done, le nombre a +be doit étre rationnel dans ce cas.
Pour k= —2 on obtient de (57) : by =(¢£+& 1) E, donc y=1, b=¢1 E. 1l en résulte
que
r=0+bek2=a+bf+bek2=a—b.

Done, le nombre a —b doit étre rationnel dans ce cas.

Ainsi, dans tous les cas b est une unité dans K(e) et y est égal 3 1.

Par conséquent, le nombre d’unités binaires dépend du nombre d’entiers rationnels
parmi les nombres

a, a+be, a+be, a—b.

11 y a au moins un nombre irrationnel parmi ces nombres, vu que e l+e=V5. Encore,
au plus deux de ces nombres peuvent étre rationnels. En effet, si a et a—b sont
rationnels il est clair que les deux autres nombres sont irrationnels. Si a et a +be™*
sont rationnels, il est évident que @ + be est irrationnel. En effet, la différence a +be —
(@+be1)=b(s—¢e1)=b. En examinant les autres possibilités on voit que trois de
ces nombres ne peuvent pas étre rationnels en méme temps.

Nous aurons ainsi & distinguer onze cas différents.

1°) a est rationnel; a-+be1 et a+be sont irrationnels; a—b est rationnel.

Dans ce cas il faut que b=+1. Donc § =a 1+ £, ol @ est un nombre entier rationnel
quelconque. Il y a 2 unités binaires avec ¥y = +1. Le nombre total d’unités binaires
est égal & 6.

2°) a et a+be! sont rationnels; a+be et a—b sont irrationnels.

Dans ce cas il faut que b= +¢&. Done
2

_ _ &
Oﬁaigf—ail+§2’

a étant un nombre entier rationnel quelconque. Il y a 2 unités binaires avec y= +1.
Le nombre total d’'unités binaires est égal a 6.
3°) @ et a+be sont rationnels; a+be! et a —b sont irrationnels.
Dans ce cas il faut que b= +¢"'. Donc
O=a+e1E=a+(1+£2),
@ étant un nombre entier rationnel quelconque. I1 y a 2 unités binaires avec y = +1.

Le nombre total d’unités binaires est égal & 6.
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4°) a et a+be! sont wrationnels; a-+be et a —b sont rationnels.
Dans ce cas il faut que b= +¢-2. Donc
0=a+e‘2§=z+—5 s
- —1+é&

z=a—b étant un nombre entier rationnel quelconque. Il y a 2 unités binaires avec
y=+1. Le nombre total d'unités binaires est égal & 6.

5°) a et a—b sont irrationnels; a+be1 et @ +be sont rationnels.

Dans ce cas il faut que b=41. Done

0=a+§=2$1;—§,

z=a+be étant un nombre entier rationnel quelconque. Il y a 2 unités binaires avec
y¥= +1. Le nombre total d’unités binaires est égal 3 6.

6°) a et a-+be sont irrationnels;, a +be ! et a —b sont rationnels.
Dans ce cas il faut que b= -+¢1. Done
O=atete=218,
olt z=a —b est un nombre entier rationnel quelconque. 11 y a 2 unités binaires avec
y=+1. Le nombre total d’unités binaires est égal & 6.
7°) a est rationnel; a+be1, a+be et a-b sont irrationnels.

Dans ce cas il faut évidemment que b= +¢”, oll N est un nombre entier rationnel
tel que | N| >1. On a donc § =a +£"&, ol @ est un nombre entier rationnel quelconque.
Il y a une seule unité binaire avec y = + 1. Le nombre total d’unités binaires est égal
a4.

8% a, a+be! et a+be sont irrationnels; a—b est rationnel.

Dans ce cas on a évidemment b= +¢£", ott N est un nombre entier rationnel, dif-
férent de 0, —1 et —2. On a donc

O=atee¢=21e%1+ &) =zF e,

olt z=a —b est un nombre entier rationnel quelconque. Il y a une seule unité binaire
avec y = +1. Le nombre total d’unités binaires est égal & 4. En posant N;=N+1 on
aura la condition |N,|>1.

9°) a, a+be et a—b sont irrationnels; a+be-! est rationnel.

Dans ce cas on a évidemment b= +¢", ol N est un nombre entier rationnel tel
que |N|>1. On a done

O=ate'é=2tME—c)=2T ",

ol z=g+be~! est un nombre entier rationnel quelconque. Il y a une seule unité
binaire avec y = +1. Le nombre total d’unités binaires et égal 3 4.
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10°) a, a+be ! et a—b sont irrationnels; a-+be est rationnel.

Dans ce cas on a évidemment b= +¢", ot N est un nombre entier rationnel,
différent de 0, —1 et —2. On a done

O=ate"s=zteVE—e)=2te" e,

ol z=a + be est un nombre entier rationnel quelconque. Il y a une seule unité binaire
avec y = +1. Le nombre total d’unités binaires est égal 4 4. En posant N, =N +1 on
aura la condition |N,|>1.

11°) @, a+bet, a+be et a—b sont tous trrationnels.

Dans ce cas il n’y a que les possibilités z= 11, y=0. Le nombre total d’unités
binaires est égal a 2.

Soit N(z—0y) la forme biquadratique correspondant au nombre 6. Alors, il est
évident que, dans les six premiers cas, cette forme est équivalente a la forme

Nz —&y) =2t +ady +aty? +ay® +yt.
Dans les cas 7-10 les formes sont équivalentes &
N(z—e"E"y), (58)

ol n est un nombre entier tel que |n| >1, et ol b prend les valeurs A= —2, —1, +1
et +2. Il est évident que les formes

N@x—&"t"y) et N(x—e"E"y)

sont équivalentes. Done, il suffit dans (58) de supposer n>>2. Encore, il suffit de
prendre A=1. En effet, les formes

N@x—c"8y) et N(x—e"Ey)

sont équivalentes. Il suffit de le montrer pour A=2. Les nombres conjugués de
"2 sont

8”52, 8n§—-2’ ( _8)_n§, ( _8)—7L£—l'

En prenant les inverses de ces nombres et en multipliant ceux-ci par (—1)" on
aura les nombres

(—e) 62, (—&)™&%, €6, &%,

qui sont évidemment les conjugués de £"&.
Pour le discriminant du nombre £ on trouvera aisément, i 1'aide des formules
du numéro 6, 'expression

D(en8) = 5l(e* + &7 + 3(— 1))~ 4T, (59)
valable pour toutes les valeurs entiéres de n. Vu que
g2 — g2m > 2
lorsque n>n,>1, on montrera a 1’aide de (59), que
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D(e"8) > D(e"§). (60)
Il en résulte qu’il y a une infinité de classes de formes du type

N(z—e&"&y). (61)
En résumant nous aurons le

Théoréme 9. Désignons par M le nombre des représentations de Uunité par une forme
de la catégorie 6. Alors, on a M =6 lorsque celle-ci est équivalente & la forme N(x—E&y)
et seulement dans ce cas. On a M =4 lorsque la forme est équivalente & une forme
N(x—&"Ey), ot n est un nombre naturel =2, et seulement dans ce cas. Dans tous les
autres cas on a M <2. Les formes N(x —&&y) et N(x — e *Ey) sont équivalentes & N(x — &y).
Le discriminant de N(x —&y) est égal & 125.

Soit 0 un nombre entier du quatriéme degré appartenant & K(&). Alors, il n’y a pour les
solutions y de Uéquation N(x—0y)=1 que les trois possibilités y=0, +1 et —1.

Il résulte de 'inégalité (60) qu’il y a une infinité de classes de formes pour lesquelles
M=4.

17. Remarques sur les résultats obtenus dans les numéros 11-16. Par les théorémes
2-9 le probléme des unités binaires est résolu pour les formes des catégories 2-14.
Le théoréme 1 du n° 4 se frouve démontré; et nous avons pu caractériser arithméti-
quement les cas dans lesquels il y a 4, 6 et 8 représentations de I'unité. Le théoréme
1 peut étre complété de la facon suivante :

Théoréme 10. Désignons par M le nombre des représentations d’une forme des caté-
gories 2-14. Alors on a M <8. Pour que M =8 il faut et il suffit que la forme soit équiva-
lente & Uune des deux formes

(1,0, ~1,0,1)) e (1, —1, —1,1,1)).
Pour que M =6 il faut et il suffit que la forme soit équivalente & Uune des trois formes
(1,0, 0%, —20,1)), (1,26, 82+hy, byt 1)) e ((1,1,1,1,1))
ot v et t sont des nombres naturels et hy = +1, le cas t =2, by =1 étant exclu. Il y a une

infinité de classes de formes pour lesquelles M =6 dans chacune des catégories 3 et 4.

Soit donnée la forme ((ay, a,, @5, a3, @,)). Si le corps K est engendré par 1'équation
agxt +a,2% +a,2® +agx+a,=0,

nous dirons que la forme est construite sur K. Si K appartient 4 la classe Z, la forme
appartient alors & la catégorie Z.
Nous pouvons ajouter au théoréme précédent le

Théoréme 11. La possibilité M =4 est réalisée dans toutes les catégories des formes,
exception faite des catégories 5 et 7. La condition nécessaire et suffisante pour que M =4
est donnée dans les théorémes 4 et 9.

Soit X un corps quelcongue appartenant & une classe qui est différente des deux classes
5 et 7. Alors, il y a une infinité de classes de formes construites sur K pour lesquelles
ona M=4.
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Démonstration. 11 suffit de démontrer la derniére partie. Il résulte du théoréme 9
que notre assertion est vraie lorsque K est le corps de la classe 6. Soit maintenant
£ un nombre entier qui engendre le corps K, et considérons les anneaux entiers R
de K dans lesquels J’unité fondamentale E est du quatriéme degré.

Considérons ensuite la forme

N(z—yK). (62)

Celle-ci a évidemment 4 représentations triviales de I'unité, 4 savoir pour x=+1,
y=0 et pour x=0, y=+1. Nous allons d’abord monfrer que R peut étre choisi de
fagon qu’il n’y ait pas d’autres représentations. Cela est évident si K appartient &
une des classes 2, 8, 9, 10, 11, 12 ou 13 (d’aprés le théoréme 5). D’aprés les théorémes
2, 3, 6 et 7 on a la méme chose si K appartient & une des classes 3, 4 ou 14, sauf si
K est engendré par un nombre £, racine de ’une des quatre équations

2t —-22+1=0 (classe 14), a*+v222—2vx+1=0 (classe 3),
-3 —a?+x+1=0 (classe 4), x?+2fa8+ (22 +h )2+ h tz+1=0 (classe 4).

Supposons que K est engendré par &. Si 9 est une racine de la premiére de ces
équations (classe 14), il suffit que la forme {62) ne soit pas équivalente & la forme
((1,0,—1,0,1)). D’aprés le théoréme 6 on a donc M =4.

Si £ est une racine de la seconde équation (classe 3) il suffit de prendre
R=R(3%). En effet, dans ce cas le discriminant de la forme (62) aura la valeur
16h2-31%(v* +16), ou % est un nombre naturel. Vu que le nombre 3 ne divise pas
w*+16, on ne peut pas avoir

D(E) =16(uw*+16).

D’aprés le théoréme 3 on a done M =4.

Si & est une racine de la troisitme équation (classe 4), il suffit de prendre
R =R(5%). En effet, dans ce cas le discriminant de la forme (62) sera égal & 11742512,
ou % est un nombre naturel. Alors, on ne peut pas avoir M =8 (théoréme 2). Pour
que M =6 il fallait que

D(E)=9(t*—4h, 12+ 16).

Or, cela est impossible vu que le nombre 4 —4k,t2+ 16 n’est jamais divisible par 5.
On a done M =4.

Si £ est une racine de la derniére équation (classe 4), il suffit de prendre R = R(5 &)
pour obtenir une forme (62) pour laquelle M =4. On le reconnait par le méme
raisonnement, que dans le cas précédent.

Par conséquent, si nous prenons 'anneau R(15£), la forme (62) admet exacte-
ment 4 représentations. Pour le discriminant de I'unité fondamentale de R(15£)
nous avons

D(E)=h2D(158) =h2152D(£),

ou A est un nombre naturel. Soit maintenant R, =R(15kc; ) un anneau contenu dans
R(15£), ol ¢, est un nombre naturel>1, et soit B, l'unité fondamentale de R,
laquelle peut étre supposée d’avoir le degré 4. Alors nous aurons

D(E,) = hi D(15kc, &) = hh*%2D(E),
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h; étant un nombre naturel. Nous en concluons que la forme
N(x—yE,) (63)

admet exactement 4 représentations vu que le discriminant D(E,;) est divisible par
15. De plus, on a

D(E,)> D(E),

¢, étant > 1. Ainsi les formes (62) et (63) ne sont pas équivalentes. On peut continuer
ce procédé en passant de Panneau R(15kc;£) & un troisiéme anneau R(15kk, ¢, c,&),
ou ¢, est un nombre naturel >1. Cela démontre le théoréme 11.

18. Les formes engendrées par une unité. Considérons les formes qui admettent
8 ou 6 représentations. C’est un fait intéressant qu’une forme de ce type est toujours
équivalente & une forme ((1, —p, ¢, —r, 1)), c’est-a-dire & une forme engendrée par
une unité (théoréme 10). Cela est vrai méme pour les formes de la catégorie 6 qui
admettent 4 représentations (théoréme 9). Nous allons montrer que les formes de la
catégorie 13 qui admettent 4 représentations ont la méme propriété.

La catégorie 13 contient un seul corps, & savoir celui qui est engendré par £=e
L’unité fondamentale du corps est £=)2+1. Soit 0 un nombre entier du quatriéme
degré appartenant & K(&). Alors on a

7i /4

0=a-+bé,
ou a et b sont des nombres entiers dans K(Vé). En effet, si nous posons
a=l+mV2, b =, +m1V§,
ol I, m, I, et m,; sont des nombres rationnels, nous aurons, vu que V2 =&+&1)
0=1+my + (I, +m)&+m &2 —mé3.

Vu que les nombres 1, £, £2 et £3 constituent une base des nombres entiers dans
K(£), on en conclut que les nombres m, m,, [, et I sont des nombres entiers rationnels.

Donc, @ et b sont des entiers dans K(Vé).
Si  —0y est une unité binaire on a évidemment

z—Oy=E&"E, (64)

ol E est une unité (réelle) du corps K(Vé), et ol h a une des valeurs 0, 1, —1 ou 2.
En passant 3 la relation imaginairement conjuguée on aura

v 0y=E"E, (65)
le nombre 6’ étant conjugué & 0. Des équations (64) et (65) il résulte que
(—640)y=("~E™ME,

h __ #=—h
b= %——_ § E. (66)
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h=0 correspond & y=0. Il suffit de supposer y positif. Pour =1 on obtient de
(66) : —by=1E, donc y=1. Pour 2= -1 op obtient : by =E, donc y=1. Pour =2 on
obtient B

—~by=(E+£Y)E=V2E.

ce qui entraine y=1.
Dans tous les cas il faut donc que y=1.
Soit ,—0 la valeur correspondante de I'unité binaire. En exécutant la transfor-
mation unimodulaire
r=X+x,Y, y=Y

sur la forme N(x—0y)

nous aurons évidemment une forme du type

((1, -p:q T 1))

Notre assertion se trouve ainsi démontrée et nous pouvons énoncer le

Théoréme 12. Les formes admettant 8 ou 6 représentations de Uunité sont équivalentes
a des formes du type (1, —p, q, —r, 1)).

Les formes des catégories 6 et 13 qui admettent 4 représentations de Uunité sont équiva-
lentes a des formes du type (1, —p, q, —7r, 1)).

Dans ce travail nous n’avons pas traité les formes de la catégorie 1. Evidemment,
il faut traiter celles-14 par des méthodes qui différent essentiellement de celles que
nous avons appliquées ici. Nous allons retourner sur cette question prochainement.

Le seul résultat sur les formes de la catégorie 1 est contenu dans le théoréme de
Ekenstam que nous avons mentionné dans le n°® 4. Ce théoréme regarde seulement
des formes particuliéres appartenant aux catégories 1, 2 et 8. Ekenstam montre
qu’il y a au plus 6 représentations de l'unité. Or, nous avons montré que, pour les
catégories 2 et 8, il y a au plus 4 représentations (théoréme 5). Done, le résultat de
Ekenstam se réduit & la proposition suivante :

Pour les formes (1, —p, q, —r, 1)) appartenant & la catégorie 1, il y a 4 ou 6 représen-
tations de Uunité, pourvu que le discriminant soit >1024.

Remarque. Il n’est pas difficile de voir comment on peut procéder pour reconnaitre
si la forme générale du premier rang

F(z, y) =a,2t +a, 2%y +a,2%y® +agxy® +a,u4,

ol a, et @, sont tous les deux>1, peut représenter un nombre naturel donné 4 ou
non. En effet, soient o+8:, a—p, y+6¢ et y— i, les nombres «, f, y et § étant
réels, les racines de 1’équation

ayxt+a,x®tayatt+azr+a,=0.
Alors, la forme peut s’écrire
al(z —ay)d = (z —yy) B1* +aol(z —oy) (x —yy) + OF.

Done, si on a approximé les nombres «, f, v et 4 avec une exactitude suffisante, il
est évidemment possible de calculer des bornes supérieures et inférieures pour les
solutions entiéres éventuelles de I'équation F(z, y)=A4.
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Il est vraisemblable que cette méthode laborieuse et peu gracieuse puisse étre
remplacée par un critére arithmétique.

19. Le caleul numérique. Soit donnée la forme biquadratique du premier rang
f@, y) =at —pady 1+ qaly? —ray® +syt. (67)

Supposons qu’on a vérifié par les méthodes conventionnelles qu’elle est irréductible
et du rang 1.
Soit § une racine de I’équation biquadratique

ot — pad+gu? —re+s=0.

Pour déterminer la classe & laquelle appartient le corps K(f) il faut déterminer les
sous-corps quadratiques éventuels. Pour effectuer cela on peut former la résolvante
cubique et chercher les racines rationnelles de celle-ci; voir p. ex. Nagell [7], p. 347—
352. Drailleurs, il est aussi possible de déterminer les sous-corps & I’aide des formules
(12)-(15) et (12')-(15'); cette derniére méthode est souvent plus avantageuse, et on
déterminera en méme temps les nombres u, v, 4, et v,. En voici le procédé :

Si —A n’est pas=1 (mod 4) on aura & résoudre le systéme d’équations

p=2u, g=u+Av®+2u,, r=2uu,+20vw,, s=ui-+Avi,

ou p, g, r et s sont connus. En éliminant » des trois prémiéres relations on aura I’équa-
tion
19— pg + 2r = Av(dv, — po). (68)

Si le c¢6té gauche n’est pas=0 on aura de cette équation un nombre limité de pos-
sibilités pour les entiers A, v et v,; v peut étre choisi positif. Finalement on aura &
contréler si les valeurs ainsi trouvées satisfont 3 la relation s =u%+ Av? ou non.

Si le coté gauche dans (68) est =0, on aura ou v=0 ou pv=4v,. Dans le premier
cas le systéme & résoudre sera

g—ip*=2u;, r=pu;, s=ui+Aw.

Done, si p=0, on aura =0, r=0, u, =1q et s—1q® =Av?; de la derniére relation on
aura un nombre fini de possibilités pour A et v; en effet, on ne peut pas avoir s = }¢2,
puisque I’équation biquadratique est irréductible. Si p =0, on aura
2
r 7
n=t—lg—ish o~ add

oll la derniére relation donnera un nombre fini de valeurs de A et de vy; en effet, v,
ne peut pas étre =0 lorsque v=0.
Considérons ensuite le cas pv=4v,. Si p=0, on aura alors v, =0, r=0, s=uj et
q—2u1=q—21/s_=A7)2,

d’ot1 résultera un nombre fini de possibilités pour A et ». Si enfin p &0, on obtiendra,
en éliminant v,

PXsp® — %) = Avi(64AVT — 16pr + pY),
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1
e

s (pr — 8AV3).

u1=

Si sp*—+2=0, on aura un nombre fini de possibilités pour A et v. Si sp2—r2=0, il
faut que
64AvT —16pr+pt=0.

Cette équation donnera un nombre limité de possibilités pour A et v, sinon p*=16pr.
Or, cela entrainerait

q=3p% r=+%p" et s=gkp".

Donc, le polynome biquadratique aurait le zéro z=4%p.
Si finalement —A=1 (mod 4) on procédera d’une facon analogue avec le systéme

p=u, ¢= 1w +1Av®+u,, r=luu, +iAvv,, s=1uf+1Aef.
Exemple 1. Considérons la forme
[z, y) =2t — 23y + 2 + Y.
Vu que p est impair on doit avoir A= —1 (mod 4}. Nous aurons le systéme
l1=%, O0=lu’+1Av®+u,, —2=1uu +LiAww, 1=1luf+lofA.
On trouvera aisément que ce systéme est satisfait par les nombres
u=1, »v=1, wu,=-1, »,=-1 A=3,

et seulement par ces nombres. Le seul sous-corps est K(/ —3), et la forme appartient
a la catégorie 4. La forme a le discriminant 189. Donc, elle n’est pas équivalente &
la forme ((1, —1, —1, 1, 1)), et le nombre de représentations de 1'unité est au plus
égal & 6. Alors, il faut examiner si la forme est équivalente & la forme

24+ 263y - (82 + hy) 22y + by bay® + 4t
Le discriminant de celui-ci est égal &

9(t4 — 4k, 12 +16).

Ce dernier nombre est égal & 189 pour {=1, ;= —1, et on voit immédiatement que
les deux formes sont équivalentes. Il en résulte que I'équation f(z, y) =1 admet, outre
les 4 solutions triviales, les solutions x=—1, y=+1 et x=+1, y=—1.

Exemple 2. Considérons la forme
fx, y) =2+ 4ay? + 12243 + 1944,
Dans ce cas nous allons nous servir de la résolvante cubique. Celle-ci sera
22 +822—60z—144=0
avec les racines z= —2, 6 et —12, correspondant aux sous-corps
K(V=2),K(/6) et K(/—3).
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Ainsi, la forme appartient ou & la catégorie 11 ou 4 la catégorie 12. Pour vérifier
qu’on a la derniére catégorie des deux, il suffit de montrer que les corps biquadrati-
ques engendrés par la forme soient aussi engendrés par les nombres

V _572/6, (69)

ott 5-+2V/6 est I'unité fondamentale de K(V/6). Les nombres (69) sont racines de I'équa-
tion
24 +1022+1=0,
dont la résolvante cubique est
22 +202% +962=0.

Cette équation admet les trois racines rationnelles z=0, —8 et —12, lesquelles cor-
respondent aux sous-corps K(V6), K(V—Z) et K(V—3).

11 reste & examiner si la forme admet 4 représentations. Pour cela nous prenons
A=2, ce qui entraine =0, v=1, 4, =1, v, = —3; formules (12)-(15). D’apreés la for-
mule (21) on obtient pour une solution éventuelle x=v,/d = —3, y=v/d=1. Or, cela
n’est pas une solution de f{z, ) =1. Donec les seules solutions sont x=+1, y=0.

Exemple 3. Considérons la forme
f(x, y) =a* — 223 + Bay? — 6xy® + 3yt
Si A n’est pas= —1 (mod 4) on aura le systéme
u=1, 4=Av*+2u, 3=u,+Avw, 3=ui+Ar}.
11 en résulte 2 =Av(2v, —v);
et on trouvera comme seule solution
u=1, v=1, u,=1, »=1, A=2.
8i A= —1 (mod 4) on aura le systéme
u=2, 16=Av*+4u,, 12=2u,+Avw,, 12=ui+ Ao
En éliminant u,, il résulte de 13
8=Av(2v, —v).

Or, cette équation ne donnera aucune solution. Donc, il y a le seul sous-corps K(V -2y,
et la forme appartient & la catégorie 2.

D’aprés la formule (21) on obtientz =v»,/d =1,y = v/d =1. Done, Péquation f(x,y) =1
admet 4 solutions.

20. Le nombre de représentations de P'unité aprés une transformation linéaire.
Considérons de nouveau la forme binaire générale du n-iéme degré (n>>3)

Flx,y)=2"+a, 2" y+..+a,y",

8 coefficients entiers et irréductible. Supposons que I'équation
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Flz, y)=1 (70)

a les solutions suivantes en nombres entiers : z;, y; pour ¢ =1, 2, ..., m. Par la trans-
formation linéaire
z=eX+fY, y=9gX+thY,

ol e, f, g et h sont des nombres entiers tels que le déterminant ek — fg =4 soit différent
de zéro, la forme sera transformée dans la forme G(X, Y). Les solutions éventuelles
en nombres entiers X;, Y; de ’équation transformée

G(X, ¥)=1 (71)
seront données par les relations
1 1
Xizg(hxi—fyi), Yi=(—5-(—gx,»+eyi). (72)

Désignons par m* le nombre de solutions entiéres de (71). Alors on a m =>m*. Pour
qu’on ait m =m* il faut que les nombres ¢ et h soient divisibles par 6. En effet, & la
solution =1, y=0 de (70) correspond la solution X =%/, ¥ =¢/6 de (71). Vu que
¥;=9X;+hY; on en conclut que toutes les solutions y; de (70) sont divisibles par 0.
La condition nécessaire et suffisante pour m=m* est donc qu’on ait

g=h=y,=0 (mod §).

Supposons maintenant que, dans la forme F(z, y), le dernier coefficient a, est=1.
Alors, si |§]>1 et si m=m* on aurait en outre la condition e=f=0 (mod 8) ce qui
est impossible. Dans ce cas on a donec m >m*. Ce résultat peut étre appliqué & nos
formes biquadratiques des catégories 2-14. En tirant profit du théoréme 12 nous
aurons : Si une forme biquadratique F admettant m >4 représentations de I'unité
subit une transformation linéaire non-unimodulaire, le nombre m* des représentations
de la forme résultante G est <m. Si la forme ¥ appartient & I'une des catégories 6 et
13 et si m =4, le nombre m* sera au plus égal & 2.

§ 6. Sur la possibilité de généraliser les résultats précédents

21. Les formes binaires cyclotomiques. On peut se demander s’il est possible d’é-
tendre & des formes binaires de degré supérieur les résultats obtenus dans les pages
précédentes. Alors, il faut observer que le suceés dans nos recherches sur les formes
biquadratiques f(z, y) dépendait surtout des deux faits suivants : 1°) Les racines
de I'équation f(z,1)=0 sont toutes imaginaires; 2°) les corps engendrés par cette
équation contiennent des sous-corps quadratiques. Nous n’avons pas l'intention
d’aborder la question dans toute son étendue ici. Nous nous contenterons de montrer
qu’il est réellement possible de faire des généralisations dans certaines directions.
Ily a un type particulier de formes qui se présentent d’une fagon naturelle, a savoir les
formes binaires cyclotomiques.

La forme G(z, y) sera appelée forme binaire cyclotomique d’index n lorsque’elle jouit
des propriétés suivantes : Les coefficients sont des entiers rationnels. L’équation
G(x, 1) =0 est irréductible, et les racines de celle-ci engendrent le corps K(§), ou &
est une racine n-iéme primitive de 'unité. Cette forme, qui est de degré ¢(n), possede
les qualités dont il s’agit. Le cas le plus simple est la forme définie par la relation
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Fn(x,?/) = I;I (x - f?/), (73)

le produit étant étendu & toutes les racines n-idémes primitives de 'unité. Celle-ci sera
appelée la forme binaire cyclotomique fondamentale d’index n. Nous venons de traiter
trois formes de ce type dans les pages précédentes, & savoir les formes du quatriéme
degré Fy(, y), Fy(x, y) et Fiy(x, y).

I1 est facile d’établir le résultat suivant :

Théoréme 13. Désignons par M le nombre des solutions de Uéquation diophantienne

, Py, 9) =1
en nombres entiers x,y. Alors, on a

1°) pour n=p%, p nombre premier impair, « =1, M =6;
2°) pour n=2p%, p nombre premier tmpair, x =1, M =6;
3°) pour n=2°, $>2, M —4;

4°) dans tous les autres cas M =8.

Dans tous les cas on a les quaire solutions x=0, y=+1; x= 11, y=0; dans le premier
cas on @ encore x = —y = +1; dans le second cas on a encore x=y = +1; et dans le dernier
cas on a encore x=1, y=+1;2=—1, y=+1.

Pour la démonstration voir Nagell [10], p. 1563-156. Nous profitons de I'occasion
pour aviser les corrections suivantes au travail [10] : La formule (18), page 159, doit
étre

1
D,=(— 1)’w(n) Hprp(ﬂ)[“—g:ﬂ‘
o

Page 160, ligne 5, & partir d’en bas, il faut ajouter de aprés le mot entiers. Page
164, ligne 2, a partir d’en bas, on doit lire K, au lieu de K. Page 165, ligne 3, & partir

d’en bas, il faut lire

27i/11 et 27i/13 + e*Zni/13‘

€ [

Page 170, dans la formule (33) il faut remplacer ¢( par (¢;. Page 171, la ligne 5 doit

étre ¢, ¢, ... &,= — 1. Page 178, ligne 13, on doit lire (%) =+1.

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1. Soit & une racine n-iéme primitive de Uunité, n>4, et soit 0 un nombre
entier du corps K(&). Alors, on a 0 =a+bE, o a et b sont des nombres entiers du corps
K@E+&1).

Démonstration. Soit 6’ le nombre imaginairement conjugué de 0. Alors on a 0’ =
a+b&-1, d’o
6—0"=b(&—&-1).

Vu que les nombres 1, &, &2, ..., &1, ol ¢ =¢(n), constituent une base des nombres
entiers dans K(&), nous avons

O=cyte & +eyé%+.. ey £
les nombres ¢g, ¢, ¢, ete. étant des entiers rationnels. Done
0 —0" =cy(&—E) Fop(82—E2) . Fopy (81— E7Y).
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11 en résulte que le nombre

est un entier réel. Alors, le nombre

a=30+6")—3b(§+&)=6—-b&
est aussi un entier réel.

Dans les exposés sur la théorie des corps cyclotomiques on trouve la proposition
suivante :

Lemme 2. Soit n=p% ou p est un nombre premier impair, et soit & =e¥" Alors,
toute unité du corps K(&) est égale au produit d’une unité réelle de ce corps par une
racine n-iéme de Uunité.

Pour la démonstration voir Hilbert [11], p. 335.

Nous allons établir le théoréme que voiei :

Théoréme 14. Soient n et & définis comme dans le lemme 2. Encore, soit O un nombre
entier de degré g(n) appartenant & X(&), et considérons la forme binaire de degré g(n)

Gz, y) =N(z —0y),

ou N signifie la norme dans le corps K(&).
Désignons par M le nombre de solutions de Uéquation

Gz, y)=1 (74)

en nombres entiers rationnels x, y. Alors, M est au plus égal & 6. Pour qu'on ait M >4
il faut et il suffit que G(x, y) soit équivalente & une forme N(x —ny), ot n est une unité
de degré g(n) du corps K(&). Le cas M =6 est possible seulement pour un nombre fini de
classes de formes, p. ex. pour la classe représentée par F,(x, y).

8t G(z, y) n’est pas équivalente & une forme du type N(x—ny) on a M =2.

Pour les solutions y de (74), il n’y a que les trots possibilités y=0, +1 e —1.

Démonstration. Si x — 0y est une unité binaire, avec y =0, on a, d’aprés le lemme 2 :

x—0y=¢"E, (75)

ol K est une unité réelle, et ou % est un entier rationnel, qui n’est pas divisible par =.
D’aprés le lemme 1 nous avons § =a +b&, olt @ et b sont des nombres entiers du corps
K(§+£&71). En passant de (75) & la relation imaginairement conjuguée nous aurons

x—0'y=E"E. (75")
11 en résulte, vu que ' =a +b&1,
Eh_ E*h
—by=>"—"—E=nk. (76)
Y 5_5 1 77

Tei 7 est une unité, si b n’est pas divisible par p. Supposons ensuite que h=p’h,,
ol A, n’est pas divisible par p; » n’est pas divisible par n=p%, done §<a. Alors, nous
avons les relations d’idéaux suivantes

(P)= (1= et (1-&)=(1-8"
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o= (=g ) -

n’est pas divisible par (p), va que p* —1 <g(n). Done, on conclut de (76) que y = +1
dans toutes les unités binaires++1. Si z, est une valeur entiére correspondant &
¥ =+1 nous aurons

I1 en résulte que 1'idéal

0=x,—&"E.

Done, la forme N(x—0y) est équivalente & la forme N(z—&"Ey). Considérons
T’équation
N(@x—E"Ey)=1. (77)

Celle-ci a les quatre solutions triviales : x =0,y = +1; 2=+ 1,y =0. 8’ily en a d’autres,
il faut que y=+1. Soit z==,, y=+1 et = —x,, y= —1 une paire de solutions de
(77) aveec 2, +0. Si nous exécutions sur la forme N(x —&"Ey) la transformation uni-
modulaire

r=5,X —(x,—1)Y, y=X—-7,
nous aurons une autre forme NX—-0,Y),

ol 6, est un nombre entier de degré gp(n) appartenant & K(&).
La correspondance entre les solutions des deux équations (77) et

NX-6,7)=1 (78)
est mise en évidence par le tableau suivant :
x 0 0 1 -1 i —xy
y -1 1 0 0 1 -1
X x, -1 1 1 =1 1 -1
Y z, — Xy 1 -1 0 0

Ici il faut que |Y|<1. Il en résulte que x, = +1, le signe de z; dépendant de I'unité
&"E. On en conclut qu’il y a an plus 2 solutions de (77) outre les quatre solutions
triviales. Les deux solutions additionnelles seront z=—y=+1, si ;,=—1, et
r=y=+1,siz,=+1.

La forme F, (x, y) représente évidemment une clagse ayant M =6. Dans le cas de
7 =5 nous avons montré que cette classe est la seule pour laquelle M =6 (théoréme 9).
Dans le cas plus général, que nous avons ici, nous pouvons seulement montrer qu’il
¥ & un nombre fini de classes de formes aveec M =6. En effet, la condition nécessaire
et suffisante pour M =6 est que le nombre

x, - E'E=+1-§EE

so0it une unité. Or, nous avons montré que cela est possible seulement dans un nombre
fini de cas; voir Nagell [8], théoréme 8.

Le théoréme 14 se trouve ainsi démontré. Dans le cas de » =5 nous avons obtenu
un résultat plus complet. Il est facile d’établir un résultat analogue dans le cas de
n=2°, 3. Nous avons déja traité le cas de n =8 (théorémes 5, 11 et 12). On peut
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aussi trouver des résultats analogues dans les cas suivants : 1°) n=4n,, n, étant
divisible par un nombre premier impair; 2°) n est divisible par deux nombres premiers
impairs différents. Le cas de n=12 se trouve résolu dans les théorémes 2, 6 et 11.

22. Cas général des formes binaires de degré supérieur. Soit F(z, y) une forme
binaire construite sur le corps K, a coefficients entiers rationnels et irréductible dans
le domaine rationnel. Supposons que K contient un sous-corps quadratique imaginaire
engendré par le nombre }/ —A, ot A est un nombre naturel, qui n’est divisible par
aucun carré>1. Cela étant, on peut évidemment, en généralisant les raisonnements
du § 3, trouver une limite supérieure du nombre de solutions de I’équation dio-
phantienne

F(x,y)=1.

Nous nous contentons d’illustrer cela par 'exemple ot F(x, y) est du sixiéme degré.
Soit § un nombre entier qui engendre le corps K du sixiéme degré, et soit

F(x: y):N(x_ey):

olt N désigne la norme dans le corps K.
Alors, 6§ est racine d’une équation cubique

@ —Y(u+vl = A)a?+Lu, + o,V — Az —L(u, + v, —A)=0,

ol u, v, u;, ¥;, Uy €t v, sont des nombres entiers rationnels, tels que ¥=v (mod 2),
u, =v; (mod 2), uy=wv, (mod 2); si A n’est pas= —1 (mod 4) tous les nombres u, v,
Uy, Uy, Uy e v, sont pairs.

Maintenant, soit z —0y une unité binaire avec y=0. Pour plus de simplicité nous
supposons que A=1 et +3. Alors, on aura évidemment

2 —Lu+ o — APy + iy + o,V — A)ay® — Luy + v,V — Ay = +1.

II en résulte
2® = Jualy + Lu oy® — Ju,y® = £ 1, (79)

—vx¥y + v 2y — vy’ =0. (80)

Soit d’abord wv,=40. Alors, on aura de (80) au plus deux valeurs rationnelles de
z/y, donc deux paires de valeurs z, y. Ainsi, I’équation F(x, y)=1 a au plus 4 solu-
tions avec y+0. Nombre total de solutions<86.

Si ensuite v =0 et v,+0, on aura v,z —v,y =0, donc les solutions x =v,/d, y =v,/d
et x= —w,/d, y= —wv;/d, out d=(vy, v;). Nombre total de solutions<4.

Si v,=0 et v40, on aura ou =0 correspondant & y=+1, ou —vx+v,;3=0, d’ou
les solutions x =v,/d, y=v/d et * = —v,/d, y= —v/d, avec d= (v, v;). Nombre total de
solutions <4.

Si enfin »,=v =0, il faut que =0, valeur correspondant & y=+1. Nombre total
de solutions <4,

Nous avons ainsi établi le

Théoréme 15. Soit O un nombre algébrique entier du sixiéme degré. Supposons que le
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corps K(0) contient wn sous-corps quadratique imaginaire, différent des corps K(V —1)

et

K(V —3). Alors le nombre de solutions en nmombres entiers rationnels de Uéquation

N(x—0y)=1

est au plus égal a 6.

11.
12.

13.

14.

15.

Pour les formes d’un degré supérieur & 6 on aura une limite dépassant 6.
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