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T. ~ACELL, Les reprdsentations de l'unitg par les formes binaires biquadratiques 

w 1. Les formes binaires h coefficients entiers 

1. ]~quivalenee. Soit  donn@e la forme binai re  du  degr6 n( >~ 3) 

F(x,  y) = a o x n + a i x  n- ly +...  + an yn, (1) 

coefficients ent iers  a0, al ,  ..., an, e t  i r rdduct ib le  dans  le domaine  rat ionnel .  Nous  
ddsignerons cet te  forme pa r  le symbole  ((a 0, a 1 . . . . .  an)). P a r  la t r ans fo rma t ion  l indaire 

x = e u  + ]v, y = g u  + hv, (2) 

off e, /, 9, h sont  des nombres  ent iers  tels que eh #/g ,  la forme (1) sera t ransformde 
dans  la forme 

G(u, v) = aou n § a~u n iv -~ . , .  4- a'nv n, (3) 

qui  sera dgalement  i r rdduct ib le  et  aura  les coefficients entiers .  On a @videmment 
ao=F(e ,  g) et  a'~=F(/ ,  h). Si ~7 est une rac ine  de l 'dqua t ion  F(x,  - 1 ) = 0 ,  il existe  
une racine ~1 de Fdqua t ion  G(u, - 1 ) = 0  tel le qu 'on  air  

/ + hn (4) 
~h - e + g~" 

E n t r e  les d i sc r iminants  D(F)  et D(G) des deux formes (1) et  (3) on a la re la t ion  

D( G) = (eh - /g)n(~-l)D(F).  (5) 

Les formes (1) e t  (3) sont  d i tcs  ~quivalentes ou de re@me classe quand  la t rans forma-  
t ion  (2) est  un imodula i re ,  c'est-&-dirc lorsque eh /g = _+ 1. Deux  formes @quivalentes 
on t  le m~me discr iminant .  Cependant ,  deux formes a y a n t  le m@me d i sc r iminan t  
n ' a p p a r t i e n n e n t  pas  ndcessairement  ~ la m@me classe. Or, on a l e  r@sultat fondamen-  
t a l  de He rmi t e  (voir [1] 1, p. 191-216) : 

I1 n' y a qu' un nombre / ini  de classes de/ormes binaires du n-i@me degrd dt discriminant 
donnd. 

Pour  les formes cubiques  A r n d t  (voir [2], p. 309-321) a ddvdlopp@ une mdthode  
effect ive pour  dd te rminer  les classes b, d i sc r iminan t  posi t i f  donnd. Berwick  et  Mathews 
on t  r6solu le probl@me cor respondant  pour  les classes & d i sc r iminan t  ndgat i f  donn6 
{voir [3], p. 48-53, e t  [4], p. 128-138). Pour  les formcs d ' u n  degrd >~4 il n ' ex i s te  pas  
encore de mdthode  p ra t ique  pour  d6 terminer  les classes. 

2. Representat ions.  D 'apr~s  un  thdor~me bien connu d 'Axc l  Thue on a l e  rdsul ta t  : 

Le nombre de reprdsentations d 'un nombre entier donnd par une /orme binaire, irrd- 
ductible, de degr@ >i 3; est limitd. 

Cependant ,  la mdthode  de Thue  ne donne aucun  procdd6 gdndral pour  effective- 
m e n t  dd te rminer  tou tes  les reprdsenta t ions  6ventuelles d ' u n  nombre  ent ier  donn6 
p a r  une forme donnde; elle ne donne  non plus  aucun  moyen  pour  reconna l t re  si un 
en t ie r  es t  repr@sentable pa r  la forme ou non. Cela es t  une cons@quence d ' une  cer ta ine  
suppos i t ion  qui  es t  ndcessaire dans  la d6mons t ra t ion  de Thue.  

1 Les num6ros figurant entre crochets renvoient ~ la bibliographie plac~e ~ la fin de ce 
mdmoire. 

478 



ARKIV FOR MATEMATIK. B d  5 n r  33 

I1 est 6vident que les formes 6quivalentes repr6sentent les m~mes nombres; et le 
nombre  des repr6sentations est le m4me pour  routes le formes de la m~me classe. 

Lagrange a montr6 qu 'on  peut  se borner ~ 6tudier la repr6sentat ion de l 'unit6 par  
les formes binaires (voir [5], p. 265). 

Consid6rons ] '6quation 
IF(x, y) = 1, (6) 

off la forme est donnde par  l '~quation (1). Supposons que cette ~quation poss~de la 
solution en nombres  entiers x =x0, y =Y0. Alors, par  la t ransformat ion unimodulaire 

X-XoU+]V, y = y o u + h v ,  

avec x o h - y o / =  • 1, h et / 6tant  des entiers convenables, la forme sera transform~e 
dans une forme G(u, v), off le coefficient de u ~ est 4gal s 1. Ainsi on peut  supposer que 
le coefficient de x ~ dans (6) est ~gal s 1. Alors toute  racine U de l 'dquation F(x,  - 1) = 0  
est un  nombre  alg~brique entier du n-i~me degr~. Le probl~me de rdsoudre l 'dquation 
diophantienne (6) en entiers x et y reviendra donc s ddterminer toutes les unitds de 
la forme x + y  U appar tenant  ~ l 'anneau R(U ) du corps algdbrique engendrd par  7. 
Seulement dans des cas particuliers on a pu rdsoudre ce probl~me complbtement.  I1 
s 'agit  alors sur tout  de certains cas off la forme est cubique ou biquadratique.  

Les unitds x §  U seront appeldes unitds binaires de l 'anneau R(~]), m6me si xy=O. 
Lorsque toutes les racines de l 'dquat ion IF(x, - 1) - 0  sont  imaginaires, il est dvident 

qu 'on  peut  toujours ddterminer toutes les solutions de (6), ou, dventucllement,  
montrer  qu ' i l  n ' y  a aucune solution. Pour  cela on n 'a  pas besoin du thdor~me de Thue. 

Soit ~ un nombre  algdbrique entier du n-i~me degrd, et ddsignons par  _N(~) la 
norme du nombre  ~ appar tenant  au corps K(~). Alors, nous entendons par  l a /o rme  
binaire correspondant ~t ~ la forme N ( x - ~ y )  du n-i6me degr6. 

3. ]~quivalenee de deux Iormes donn~es, Soient donndes les deux formes binaires 
irr6ductibles du n-i6me degr5 F(x,  y) et G(u, v). Comment  reconnaltre si celles-ci 
sont dquivalentes ou 'non? D 'abord  il faut  ddterminer si les dquations F(x,  - 1 ) - 0  
et G(u, - 1) = 0 ddfinissent les m6mes corps alg6briques ou non. Cela peut  8tre effectual 
par  une mdthode ddveloppde dans Nagell [6], p. 183. Soient ma in tenan t  ~ une racine 
de l 'dquation F(x, - 1 ) = 0  et ~ une racine de l 'dquation G(u, - 1 ) = 0 ,  et supposons 
que ~ et U appar t iennent  au m~me corps. Soit de plus 

U = r0 + rl~ -k... q- r~_l~ ~-1 

et ~n = s o + s 1 $ +. . .  + s~_l ~ - i ,  

off les coefficients ro,:rl, ..., rn_lo So, sl, ..., 8n_ 1 sont rationnels. Le probl~me revient 
alors h ddterminer des nombres entiers a, b, d et d tels que a d - b c  = _+ 1, et tels qu 'on  
air 

b + d ~  
~ - a  + c~" (7) 

E n  comparan t  tes coefficients de ~h dans la relation 

v(a +c~) = (ro +rl~  + ...) (a +c~) =b +d~ 

on aura alors le syst~me suivant  d '~quations lindaires dans les inconnues a, b, c et d : 
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rn_l SoC § roff,= b, 

rn_lSlC § r la  + roC =d, 

r ~ _ l % c §  , etc. 

I l  est  6vident  que le probl6me d '6quivalence  peu t  ~tre rgsolu pa r  ce t te  m6thode.  
Cependant ,  il f au t  observer  que ~] doi t  pa reour i r  t o u s l e s  eonjugu6s qui engendren t  
le m~me corps que ~. Pour  l '6quivalence il f au t  na tu re l l emen t  que les d i sc r iminants  
des formes soient  6gaux; or cela n ' e s t  pas  suffisant.  

Supposons  qu 'on  connal t  tou tes  les repr6senta t ions  d ' u n  nombre  ent ie r  donn6 
/V, =4=0, de chacune des deux formes. Soient  p. ex. x=x~,  Y ~ Y i ,  ( i = l ,  2 . . . . .  m) les 
solut ions en nombres  ent iers  de 

F(x ,  y ) = N  

et u = u j ,  v = v j  ( j = l ,  2 . . . . .  ~) les solut ions en nombres  ent iers  de 

G(u, v ) = N .  

Si les formes sont  6quivalentes  il f au t  que/~ = m ,  at  qu 'on  a i t  

u j = a x ~ + b y  i, v j=cx~+dyi ,  

oh a, b, c et  d sont  des nombres  ent iers  tels qua ad  bc = _+ 1. Pour  d6 te rminer  a, b, 
c et  d il faut ,  bien entendu,  var ie r  les indices i e t  j de routes  les mani6res  possibles.  
D 'a i l leurs ,  l ' ex is tence  de ces qua t re  nombres  n ' assure  pas  l '6quivalence  des formes.  
E n  g6n6ral, on peut ,  pa r  la m6thode  envisag6e, seulement  cons ta te r  que les formes 
ne sont  pas  6quivalentes.  

Si, dans  F(x,  y) et  G(u, v), les coefficients de x n e t  do u n sont  t o u s l e s  deux  = 1, e t  si 
les formes sont  reli6es pa r  la t r ans fo rma t ion  u = a x  +by,  v =cx  +dy,  il est  6vident  que 
le nombre  a + c~ est une unit6. 

4. Les formes binaires biquadrat iques du premier  rang.  Soit  donn6e la forme binai re  
b iquad ra t ique  

aox ~ + al xay + apx~y 2 § a3xy3 + a4y 4, 

coefficients ent iers  ra t ionnels ,  e t  i r rdduct ib le  dans  le domaine  rat ionnel .  Si routes  les 
qua t re  racines do l ' 6qua t ion  

ao x4 § a l  x a § a2x  2 § aax + a a = 0  

sont  imaginaires ,  nous dirons qua les corps b iquadra t iques  engendr6s pa r  celles-ci 
sont  du  premier rang. De m~me, nous dirons que la forme b iquad ra t ique  est  du  
premier rang. 

Dans  le pr6sent  t r ava i l  nous al lons nous occuper  des repr6senta t ions  de l 'uni t6  
pa r  une forme pareil le.  Nous  nous proposons  de d6terminer  les solut ions en nombres  
ent iers  x e t  y de l ' 6qua t ion  d iophan t i enne  

x 4 - p x a y  + qxPy 2 - rxy  3 + sy ~ = 1, 

oh p,  q, r e t  s sont  des nombres  entiers.  Si 0 est  une racine de l '6qua t ion  b iquad ra t ique  
i r r6duct ible  
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x 4 - p x  a +qx  2 - r x  +8 =0,  

ce probl~me revient s ddterminer les unitds binaires x - O y  dans l 'anneau R(0)=  
R(1, 0, 02, 0 a) appar tenant  au corps K(0). Le nombre  de celles-ci est dvidemment  fini, 
et dans un cas numdriquement  donnd elles peuvent  6tre ddtermindes par  un procddd 
dldmentaire d 'dvaluat ion numdrique. Or, cette mdthode cst, bien entcndu,  sans 
intdr~t scientifique, ne donnant  aucune idde du caract~re ari thmdtique des solutions. 
Le problbme doit  ~tre trait6 par  les mdthodes de la thdorie des nombres algdbriques. 

Un  but  principal, entre autres, est d 'dtablir  le 

Thfior~me 1. Dgsignons par  M le nombre des reprdsentations de l'unitd par une /orme 
binaire biquadraiique du premier rang qui n' est pas de la catdgorie 1; vgir le ~ 2. Alors, 
M est au p lus  dgal h 8. Ce nombre m a x i m u m  n'est atteint que pour deux classes de 
/ormes. I1 y a une in/init~ de classes de/ormes pour lesquelles M - 6. 

Le premier rdsultat sur lc nombre  de reprdsentations de l 'unitd est dh s Adolf af 
Ekens tam qui a ddmontrd le thdorbme suivant  : 

Soient p,  q et r des hombres entiers tels que rdquation 

x 4 - p x  3 +qx  2 - r x  + 1 - 0  

ait quatre racines imaginaires du quatri~me degrd, et soit le discriminant de lYquatiou 
> 1024. Les corps biquadratiques engendr~s par  cette dquation doivent satis/aire aux 

conditions suivantes : L ' unitd /ondamentale est du quatri~me degr6. Les corps ne contien- 
nent aucune racine de l'unitd en dehors de + 1. 

Cela posd, lYquation diophantienne 

x 4 _ p x a y  +qx2y2 _rxy3  +y4 = 1 

admet au p lus  deux solutions en nombres entiers x et y outre les quatre solutions triviales 
x =  +1 ,  y = 0  et x=O,  y =  +_1. 

La ddmonstrat ion,  qui n ' a  pas dtd publidc, repose sur une mdthode que j 'ai  ddvdlop- 
pde dans mes t ravaux  sur les formes cubiqucs ~ discriminant ndgatif. 

Dans la sui te /orme signifiera toujours,  saul dans le w 6, une forme binaire biquadra- 
tique, ((a0, al, a2, a3, a4)), ~ coefficients enticrs rationnels, du premier rang; les coeffi- 
cients a 0 e t a  a sont supposds positifs. 

Dans le chapitre suivant  nous allons donner  une classification des corps biquadrati-  
ques du premier rang. 

Remarque 1. Nous aurons souvent  besoin de calculer les discriminants des formes. 
Pour  cela, notons que le discriminant de la forme ((%, al, a2, aa, a4) ) a pour  expression 

~1 _2,3 _ ~(24aoa2a4 + 3ala2a 3 _ ~a~ -- 9aoa~ -- 9a~a,) 2, 4(4a0a 4 - ala  3 T ~(,2! 

formule qui est valable pour  toutes les valeurs des coefficients ao, al, a2, a a et at, 
inddpendamment  du rang de la forme. 

Remarque 2. Une autre expression pour  le discriminant s 'obt iendra de la manibre 
suivante : Soient 

O - a + b i ,  O ' = a - b i ,  O " = c + d i ,  O ' " - c - d i  
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les quatre racines d'une dquation biquadratique, les nombres a, b, c et d dtant rdels, 
bd #0 .  Alors on a 

O-O'=2bi ,  O " - O ' " = 2 d i ,  

O - O " = a - c + ( b - d ) i ,  O ' - O ' " = a - c - ( b - d ) i ,  

O - O " ' = a - c + ( b + d ) i ,  O ' - O " = a - c - ( b + d ) i .  

I1 en rdsulte que le discriminant du polynome 

(z -0) (x -0')(x -0") (x -0'") 

sera exprimd en fonction des nombres a, b, c et d ainsi qu'il suit 

16b~d~[(a - c )  ~ + (b -d)2] 2- [(a - c )  2 + (b +d)2] 2. 

I1 est dvident que cette formule est valable seulement lorsque routes les racines du 
polynome sont imaginaires. Dans ce cas le discriminant est toujours positif, pourvu 
que les racines soient diffdrentes entre elles. 

Remarque 3. On doit ~ W. Ljunggren un grand nombre de rdsultats sur la reprd- 
sentation d 'un nombre entier par une forme binaire biquadratique de second rang; 
rang d'une forme binaire irrdduetible=rang des corps algdbriques engendrds par les 
zdros de la forme. Parmi ces r~sultats, notons surtout la proposition suivante : 

Soit donnde la /orme irrdductible dt coe//icients entiers p e t  q 

F(x,  y) = x 4 - pxay + qx2y 2 - pxy  3 + y4, 

oit F(x,  1) a deux racines rdelles et deux racines imaginaires. D6signons par M le nombre 
de solutions de l'dquation 

F(x,  y) = 1 

en nombres entiers x et y. Alors, si q # 2 [ p [ - 3 ,  on a M<~8. S i  q = 2 [ p [ - 3 ,  on a 
M~<10. 

Pour la d~monstration voir Ljunggren [12], p. 51-59. D'ailleurs, Ljunggren a 
aussi dtabli un grand nombre de rdsultats sur les dquations diophantiennes du type 

Ax 4 - By 4 = C, 

off A et B sont des nombres naturels, et oh C = 1, 2, 4 ou 8. Chacune de ces dquations 
admet au plus une solution en nombres entiers positifs x et y. La mdthode de ddmon- 
stration permet de reconnaitre s'il y a une solution ou non, et, dans le cas affirmatif, 
de ddterminer la solution; voir Ljunggren [13]. 

w 2. Classification des corps biquadratiques du premier rang 

5. R~sum~ de certains r~sultats ant~rieurs. Soit K un corps biquadratique du 
rang 1, c'est-A-dire tousles  quatre corps conjuguds sont imaginaires. I1 est dvident 
que l'unitd fondamentale ~ de K peut ~tre choisie de fagon qu'on air [~[ > 1. I1 peut 
arriver que K admet un sous-corps U quadratique rdel. Dans ce cas nous ddsignons 
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par s l'unitd fondamcntale de U; celle-ci sera choisie > 1. Pour indiquer le type des 
corps nous employons les raccourcissements suivants : # signifie le nombre des sous- 
corps quadratiques rdels, v signifie le nombre des sous-corps quadratiques imagi- 
naires. N signifie que le corps n 'est  pus un corps de Galois. A signifie que le corps est 
abdlien, non-cyclique. (3 signifie que le corps est cyclique. K~ signifie que le corps est 
engendrd par  une racine primitive n-ibme de l'unit6. S signifie que le sous-corps r~el 
n 'est  pas engendrd par 1/3, R(x m= 1) signific que les racines de l'unitd du corps sont 
les racines de l 'dquation x " - 1  =0.  N(a) signifie la norme de :r darts K. 

Les corps en question se r~partissent en quatorze classes caractdrisdes de la fa~on 
suivante : 

1 ~ # = v = 0 .  R(x2=l) .  N. 

2 ~ ) # = 0 ;  v = l .  R(x2=l) .  N. 

3 ~ ) # = 0 ;  v = l .  R(x4=l) ,  N. 

4 ~ ) # = 0 ;  v = l .  R(xe=l) .  N. 

5 ~ ) # = 1 ;  v=0 .  R(x2=l) .  N. ~ = s .  

6 ~ ) t t = l ;  v=0 .  R(x l~  K 5. C. ~]=s=�89  

7 ~ ) # = 1 ;  v=2 .  R(x2=l) .  A . ~ = s .  

8 ~ ~=1; v=2. R(x2 =l). A. ~=V-~.  ~>~2 +l/3. N(~) >0. 

9 ~ ) # = 1 ;  v=2 .  R(xa=l ) .  A. ~=~.  S. 

10 ~ # = 1 ;  v=2 .  R(x4=l) .  A. ~=1/~=�89162 +i) ,  off a est un nombre du sous-corps 

K(~). e>~5+2V6. N(E)>0. S. 
11 ~ ) # = 1 ;  v=2 .  R(x6=l) .  A . ~ = ~ .  S. 

12 o) ~=1; ~=2. R(x~=l). A. ~ = V ~ .  s. ~>4+V1~. N(~) >0. 

13 ~ ) # = 1 ;  v=2 .  R(xS=l) .  K s . A. ~ = e = l + V 2 .  

14 ~ # = 1 ;  v=2 .  R(x12 =1). KI~. A. ~ = U ~ = � 8 9  +1/3) (1 +i) .  

A propos de la ddmonstration des rdsultats prdsentds dans ce tableau nous ren- 
voyons s Nagell [7], p. 351-361 et Nagell [8], p. 345. La classification que nous venons 
de donner ici, est la mSme que dans le travail [8]. Les classes 6, 13 et 14 ne contien- 
nent qu 'un seul corps chacune. I1 y a dvidemment une infinit4 de corps dans chacune 
des autres classes. L'unitd fondamentale ~ est choisie de la mani~re la plus simple 
et la plus pratique. Duns la classe 6 il est possible de choisir ~ de vingt mani6res 
diffdrentes; en effet, il y a l e s  possibilit~s suivantes : 

+~, +~-1, +~ ,  +~-1, 

off ~ est une racine primitive cinqui~me de l'unit~, et off e= �89  Dans les 
classes 1, 2, 5, 7 et 8 il y a quatre possibilitds. Dans les classes 3, 9 et 10 il y a huit 
possibilitds. Dans les classes 4, 11, 12, 13 et 14 il y a douze possibilit6s. 

Lorsque les corps biquadratiques du premier rang engendrds par  l 'dquation irrS- 
ductible 

aox4 § a l  x a + a ~ x  2 § aaX + a a =0  
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appar t iennent  ~ la elasse Z nous dirons que la forme ((ao, a~, a~, as, aa) ) appar t ient  
la catggorie Z .  

Le rdsultat  de Ekens tam est dvidemmcnt  limitd ~ certaines formes particuli6res 
appar tenan t  aux catdgories 1, 2 et 8. 

Dans les chapitres suivants nous allons examiner les formes des catdgories 2-14. 
I1 faut  varier les mdthodes selon la catdgorie s laquelle appar t ient  la forme. 

Correction au travail [8]. Page 351, la ligne 7 ~ partir  d 'en  bas doit  ~tre 

1 + ~ -1  --  ~2~-1  = O, 1 --  ~2~] _ ~ - 2 ~  = O, 1 + ~ --  ~-2~]-1 = O. 

w 3. Les unit6s b i n a i r e s  d a n s  l e s  c o r p s  b i q u a d r a t i q u e s  d u  p r e m i e r  r a n g  

6. Introduction. Soit donnde l '6quation 

x 4 - p x  3 + qx 2 - rx + s = 0, (8) 

irrdductible dans K(1), o~ p, q, r et s sont  des nombres  entiers rationnels. Les quatre  
racines 0, 0', 0" et 0 '"  de (8) sont supposdes imaginaires. Nous nous proposons de 
ddterminer le nombre  exact  et le caract~re ari thmdtique des solutions de l 'dquation 
diophant ienne 

N ( x - y O )  = x  4 pxay § qx2y ~ - r x y  a + sy  4 = 1 (9) 

en nombres  entiers rationnels x et y, c'est-~-dire les propridtds des unit6s binaires 
x - O y .  

Si x = x  o, Y = Y o  est une solution, l '6quation (9) est aussi satisfaite par  x = - x 0 ,  
Y = -Y0- On a toujours les deux solutions triviales y = 0 ,  x =  • 1. En  ndgligeant ces 
solutions nous pouvons  supposer que y > 0. Il  faut  que (Xo, Yo)= 1. 

En  gdndral, dans nos recherches, une forme donnde peut  6tre remplacde par  une 
forme dquivalente. Pa r  unc t ransformat ion lindaire unimodulaire de la forme dans 
(9), le coefficient p peut  ~tre rdduit  modulo 4. Ainsi il suffit de supposer que p a 
l 'une des valeurs 0, § 1 ou +2 .  La  valeur - 1  pent  6tre supprimde; en effet, si 
p -  - 1  (mod 4) on peut  remplacer 0 par  - 0 .  Le n o m b r e s  est toujours positif. 

Nous  nous bornerons aux cas off K(O) contient  un sous-corps quadrat ique If. Ainsi 
les cas appar tenan t  & la classe 1 ne seront pas traitds dans ce travail. Supposons 
d ' abord  qu'i l  y a un sous-corps quadrat ique If engendrd par  le hombre  ] / ~ ,  off A 
est un nombre  entier rationnel > 0 qui n 'es t  divisible par  aucun carrd > 1. 

0 est du second degrd relat ivement  ~ U. Ainsi 0 est racine d 'une  ~qua, t ion quadrati-  
que x 2 - a x + b = O ,  irrdductible dans U, off les coefficients a et b sont des nombres 
entiers dans U. Soit 0" l 'autre  racine de cette dquation. Si - A  n 'est  pas ~ 1 (mod 4) 
nous avons alors 

O+O"=u+vV--~, } (lO) 
00'" = u 1 + v 1 V ~ ,  

oh u, v, u I et v 1 sont des hombres  entiers rationnels. Pour  les autres nombres  conjuguds 
on a l e s  relations 

O' + O ' " = u - v V ~ '  I (11) 
0 '0" '  = u l  - v~ t / - - ~ .  J 
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Ainsi, il est 6vident  qu 'on  peut  supposer v >~0. E n  effet, si v e s t  ndgatif  on peut  passer 
du corps K(O) au corps K(O') .  

De l ' ident i t6  

(x - 0) (x - 0') (x - 0")  (x - 0'")  

= [X 2 - -  (U @ V~ - -  A)  Z § 7s 1 § Vl~ / - -  A]  [X 2 - -  (U - -  V V =  A ) Z  @ U 1 --  V l / - - A  ] 

on obt ient  les relations 

p = 2 u ,  (12) 

q = u  2 + A v  2 +2u l ,  (13) 

r = 2 u u  1 + 2AVVl ,  (14) 

s =u~ +AVl ~. (15) 

D'apr~s ce que nous venons de dir~ sur le coefficient p, il suffit de supposer que u = 0 
ou = 1 lorsqu 'on ne dis t ingue pas entre  les formes de la m~me classe. 

Lorsque - - A - - 1  (mod 4) les formules (10)-(15) seront remplacdes par  les formules 

o + o"=~(u + ~,V:Z), 

00 H = 1 (,/t 1 § Vl V ~ ) ,  

o'+o'"=~(u-vV-A), 

o ' o " '  = ~ ( u l  - v l  ~/~), 

1o = u ,  

1 2 1 2 q = ~ u  +~Av + u l ,  

r = l u u l  + � 8 9  

- - 1  2 1 2 s - - ~ u l  § ~ A v l ,  

( lO') 

(11') 

(12') 

(13') 

(14') 

(15') 

off u, v, u 1 et Vl sont  des nombres  entiers rat ionnels  tels que u = - v  (mod 2) et u 1 ~ v  1 
(mod 2). I1 suffit dv idemment  de supposer que u a l ' une  des valeurs 0, +1  0u §  
MSme ici on peut  supposer v ~> 0. 

Nous ddsignerons la forme b iquadra t ique  ddfinie par  les relations (10), (11) ou par  
les relations (10'), (11') par  le symbole 

[~, v, ul, vl; V ~ J .  

A l 'aide de ces relations on t rouvera  aisdment le d iscr iminant  D du nombre  0 et de la 
forme. Si - A  n 'es t  pas ~ 1 (rood 4) on aura 

D = 16A2D1D2, 

off D1 = (u 2 - Av 2 - 4ut) ~ + A(2uv - 4vl) 2 

et D 2 = (uvv  1 - v~ - u l  v2) 2. 
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1 1 1 S i -  A =  1 (rood 4) il faut ,  dans  cet te  formule,  r emplaee r  u, v, u 1 et  v 1 p a r  ~u, ev, ~u 1 
e t  ~ v r 

I1 est  6vident  que cet te  formule  est  va lab le  m6me pour  un sous-corps r6el, c 'est-~- 
dire  pour  A < 0 .  Aussi  les formules  (10)-(15) et  (10')-(15')  subs is ten t  pour  A < 0 .  

Pou r  tou tes  les valeurs  de A, il est  6vident  que les nombres  v e t  v 1 ne pe uve n t  pas  = 0 
en m6me temps.  

L 'dqua t ion  (9) en t ra ine  

x - O y =  E,  x - O '  y =  E' ,  x - O "  y =  E" ,  x - O ' "  y =  E '" ,  

off E,  E' ,  E "  et  E " '  sont  des uni t6s conjugudes. Nous aurons  donc 

( x  - Oy)  ( x  - O" y )  = x ~ - (0 + 0 " )  x y  + O 0 " y  2 = E E " ,  

off E E "  est une uni td  dans  U. E x a m i n o n s  d ' a b o r d  le cas E E "  = • l ,  dans  lequel on 
a u r a  

x 2 - (u  + v V  - A ) x y  + (u  I + V l V ~ ) y  2 = ~- 1, (16) 

lorsque A + 1 n ' e s t  pas  divis ible  p a r  4, e t  

x 2 - ~ (u + v V ~ A) xy  + 1 (u 1 + vl V - h ) y  ~ = +_ 1 (16') 

lorsque A + 1 est  divis ible  p a r  4. 
Lorsque  A = 1 il f au t  aussi  examine r  le cas E E " =  +_i =hi ,  c 'es t -s  l ' dqua t ion  

x ~ - (u + v i ) x y  + (u 1 + v l i ) y  ~ =hi .  (17) 

Lorsque  A = 3 on au ra  de p lus  s examine r  le cas E E "  = _ ~ ( - 1 _+ 1 / - 3 ) ,  c 'es t -  
m-dire l ' dqua t ion  

x ~ -  ~(u + v V -  3)x  u + ~(u 1 + v l V - 3 ) U  ~ = ~(hl + h 2 V -  3), (18) 

off h I e t  h2, i n d ~ p e n d a m m e n t  Fun  de l ' au t re ,  p r ennen t  les va leurs  + 1 ou - 1. 

7. Les ~quations (16), (16'), 0 7 )  e t  (18) pour  v # 0 .  De l ' dqua t ion  (16) on ob t ien t  les 
deux  re la t ions  

x 2 - u x y  + u l y  ~ = _ 1, (19) 

xv = yv 1. (20) 

D 'ap rbs  les supposi t ions  fai tes  plus  hau t  nous  avons  y > 0  et  v > 0 .  On a (x, y ) = 1 .  
Si nous posons d = (v, Vl) nous aurons  de (20) 

v (21) 
X = d l '  Y = d "  

Pou r  que ces valeurs  de x et  y sa t i s fassent  A l 'dqua t ion  (9) il  f au t  e t  il suff i t  que eelles- 
ci sa t is fassent  ~ l 'dqua t ion  (19) pour  l ' un  ou l ' au t r e  des signes • 1. 

Lorsque  - A -  1 (mod 4) on ob t ien t  de (16'), au  lieu de (19), la re la t ion  
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x 2 - l u x y  + ~ u l y  2 = + 1, (19') 

e t  les so lu t ions  6ven tue l l e s  s e ron t  t o u j o u r s  donndes  p a r  les f o r m u l e s  (21). 
S o i t  e n s u i t e  A = 1. Alors  on  a u r a  de  (17) 

x 2 - u x y  + U l y  2 = O, (22) 

- v x y  + V l y  2 =h .  (23) 

O n  en conc lu t  que  y = + 1. Ains i  les va l eu r s  co r r6 spondan t e s  de  x s e ron t  d6 t e rmin6es  
p a r  

1 
x = - (v 1 - h). (24) 

C e p e n d a n t ,  ces va l eu r s  de  x d o i v e n t  sa t i s fa i re  ~ l ' d q u a t i o n  (22), c ' e s t -h -d i re  s l '~qua-  
t i on  

x~ - u x  + u l  = 0 (25) 

E n  g6n6ral ,  on  n ' a u r a  q u ' u n e  seule v a l e u r  ent i~re  de  x qu i  sa t i s fa i t  ~ la lo is  s (24) e t  
(25). S e u l e m e n t  l o r sque  ou 0 ou  0 - 1  es t  une  rac ine  p r i m i t i v e  douz i6me  de  l ' un i t 6  

on  o b t i e n d r a  d e u x  va l eu r s  ent i~res  de  x qu i  s a t i s fon t  ~ ces condi t ions .  E n  effet ,  
supposons  que  t o u s  les d e u x  h o m b r e s  

1 1 
XI = V (v l  -~ 1) e t  x~ = v (vl - 1) 

s o n t  en t ie rs .  Alors  il f a u t  6 v i d e m m e n t  q u e  v = 1 ou  = 2. Si u = 0 on  a u r a  n6ces sa i r emen t  

1 1 
Xl = V (Vl-~-1)= V ~ I ,  X 2 = v ( V I - - 1 ) = - - ~ U  1 . 

D o n c  V l = 0  , v = l ,  u t = - 1 ,  X l =  + 1 ,  x 2 = - 1 .  P a r  c o n s d q u e n t  0 es t  une  r ac ine  de  
l ' ~ q u a t i o n  x a - x 2 + 1 = 0 ,  e t  le corps  K(0) a p p a r t i e n t  ~0 la classe 14. I1 en  r6sul te  que  
l ' 6 q u a t i o n  

x a _ x2y2  + y 4  = 1 

a d m e t  les 8 so lu t ions  s u i v a n t e s  : x = _ l ,  y = 0 ;  x = 0 ,  y =  + 1  (solu t ion  p r o v e n a n t  
de  (21) e t  (19)); x = 0 ,  y =  - 1 ;  x =  1 ,  y =  + 1 ;  x =  + 1 ,  y =  - 1  (les derni~res  q u a t r e  
so lu t ions  d 6 r i v e n t  de  (24) e t  (25)). I1 n ' y  a pas  d ' a u t r e s  so lu t ions .  

Soi t  ensu i t e  u = 1. Alors  on  a u r a  

2x 1 + 1 = ~ (v I + 1) - 1 = V1 - 4u 1, 

2x 2 - 1 = _2 (vt _ 1) - 1 = - ]/1 - 4u~. 
V 

D o n c  v = 2 ,  v a = l  , u l = 0  , x 1 = 1  , x 2 = 0 .  On  en  conc lu t  que  0 es t  u n e  rac ine  de  l ' 6qua-  
t i on  

x 4 - 2x a + 5x 2 -- 4x + 1 = 0. 

E n  y r e m p l a ~ a n t  x p a r  (z + 1) -1 on  a u r a  z a - z  ~ + 1 = 0 .  Cela d d m o n t r e  l ' a s se r t ion .  
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Soit  en[in A = 3 .  Alors  on o b t i e n d r a  de  (18) 

X 2 --  l u x y  § l U l y 2  = l h l ,  

- � 8 9  § ~ v i y e = ! h  2 2~ 

(26) 

(27)  

off h 1 = ~ 1 e t  h 2 - • 1. On  en  conc lu t  quo y = § 1. Ains i  les va lours  c o r r e s p o n d a n t e s  
de  x s e ron t  d6 te rmin6es  p a r  

1 
x = (v~ - h2). (28) 

V 

Ces v a l e u r s  de  x d o i v e n t  sa t i s fa i re  ~ la  r e l a t i on  

x 2 - �89 § ~u 1 = ~h 1. (29) 

S e u l e m e n t  dans  des  cas pa r t i cu l i e r s  la  f o r m u l e  (28) r e n d  d e u x  va l eu r s  en t i6res  de  x 
qu i  sa t i s fon t  ~ l ' 6 q u a t i o n  (29). S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  que  tous  los d e u x  n o m b r e s  

X l = v ( V l §  ) e t  x 2 =  (Vl--1) (30) 

son t  en t ie rs .  Ce t t e  h y p o t h 6 s e  e n t r a l n e  6 v i d e m m e n t  ou v = 1 ou v = 2. Si u = 0 il f a u t  
que  v - 2 ,  v u  que  u - v  ( m o d  2). D a n s  ce cas les q u a t r e  va lours  de x sa t i s fa i san t  
(29) s o n t  

- -  2 1 - -  - -  ~ ~ U i "  

Vu que  x 1 + x 2 = 21 (v I + 1) + �89 1 - 1) = v 1 ne  p e u t  pas  ~tre = 0, on  o b t i e n d r a  

x21=1hi -1Ul  e t  x 2 = - l h i - l - u  2 1~ 

d o n ~  = h i  = + 1 e t  + = u .  

On en conc lu t  q u ' o n  a u r a  l ' u n  des  d e u x  cas : 1 ~ x 1 - 1, xe = 0, c o r r e s p o n d a n t  s v 1 = 1, 
e t  2 ~ X l = 0  , x 2 = - 1 ,  c o r r e s p o n d a n t  s v l = - 1 .  D a n s  tous  les d e u x  cas on a u r a  
u 1 = - 1 .  P o u r  v 1 = 1 le h o m b r e  0 es t  une  r ac ine  de  l ' 6 q u a t i o n  

x 4 + 2x ~ - 3x + 1 = 0. (31) 

Si v z = - 1 on  a u r a  s e u l e m e n t  s r e m p l a c e r  - 3x p a r  + 3x. I1 rdsul te  de  ce qu i  prdc6de 
que  l ' d q u a t i o n  

x 4 + 2xey2 _ 3xya + ya = 1 (32) 

a d m e t  les 8 so lu t ions  s u i v a n t e s  : x = _+ 1, y = O; x - 1 ,  y = 2 (so lu t ion  p r o v e n a n t  de  
(21) e t  (19')); x = - 1 ,  y =  - 2 ;  x = l ,  y = l ;  x =  - 1 ,  y =  - 1 ;  x = 0 ,  y =  ! l  (les dern i6res  
q u a t r e  so lu t ions  dd r ivon t  de  (28) e t  (29)). I1 n ' y  a pas  d ' a u t r e s  so lu t ions .  

Le  corps  K(O) a p p a r t i e n t  ~ la  classe 4. E n  ef fe t  la r 6 so lvan t e  c u b i q u e  de  (31) 
donnde  p a r  

z 3 §  

n ' a d m e t  pas  d ' a u t r e s  rac ines  r a t i onne l l e s  que  z = - 3 .  
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Consid~rons ensuite le cas u = 2 ,  v = 2 .  Alors  les q u a t r e  va l eu r s  de  x sa t i s fa i san t  
(29) son t  

I_+V~ ~u 1 ( p o u r h l = l )  (33) 

e t  _1 + V ~  _ 2 - -  4 �89 (pour  h i = - l ) .  (34) 

Si nous  posons  

~ ( v l + l ) = l + ~ / ~  ~u 1, ~ ( v l - 1 ) = � 8 9  1, 

nous  au rons  1 = 3 - 2 U l ,  d 'of i  u 1 = 1, v 1 = 1, x 1 = 1 e t  x 2 = 0 .  Le  n o m b r e  0 sera  u n e  
rac ine  de  l ' ~ q u a t i o n  

x 4 - 2x a + 5x 2 - 4x + 1 = 0. 

Or, nous  v e n o n s  de vo i r  que ,  dans  ce cas, 0 - 1 - 1  est  une  rac ine  de  l 'dquation 
d - z 2 §  l = 0 .  

I1 f a u t  aussi  e x a m i n e r  la possibi l i t6  

~ ( v l + l ) = ~ + ] / - 1 - ! u 2  1, l ( v l - 1 ) = � 8 9 1 8 8  

I1 en  r6sul te  que  u l =  - 1 ,  v l = l .  D o n c  0 =�89 + l / ~ ) .  
I1 res te  encore  t~ cons iddrer  la  possibi l i td  que  t o u s l e s  q u a t r e  h o m b r e s  (33) e t  (34) 

so ien t  en t ie r s  s la  lois .  D a n s  ce cas on  a u r a i t  

3 - 2u  1 = t ~, - 1 - 2u 1 = t~, 

off t e t t  1 son t  ent iers .  Or, cela  e n t r a i n e  t 1 = 0, ce qu i  es t  6 v i d e m m e n t  imposs ib le .  
Considgrons finalement le cas u = v = 1. Alors  les q u a t r e  va l eu r s  de  x sa t i s fa i san t  

(29) son t  

e t  �88 ~u 1 ( p o u r h  1 = 1 )  (35) 

--+ ~/-- i~ 7 - s u  I '  (pour  h 1 = - 1). (36) 

I1 es t  d v i d e n t  que  les d e u x  n o m b r e s  (35) ne  p e u v e n t  pas  6tre  en t i e r s  en  m 6 m e  t e m p s ,  
v u  que  leur  s o m m e  es t  = ~. M~me chose  p o u r  les d e u x  n o m b r e s  (36). Es t - i l  poss ib le  
q u e  l ' u n  des  n o m b r e s  (35) soi t  en t i e r  en  m 6 m e  t e m p s  que  l ' u n  des  n o m b r e s  (36)? 
P o u r  cela il f a u t  q u ' o n  air  

9 - 8 u  l = t  2 e t  - 7 - 8 u  l = t ~  

off t e t t  1 son t  des  n o m b r e s  na tu re l s .  Ce sys tbme  est  sa t i s fa i t  s e u l e m e n t  p o u r  t = 5 ,  
t 1 = 3  e t  u 1 = - 2 .  Alors ,  en  p o s a n t  

x 1 = v 1 - 1 = } (1 - ] / 9 -  8ul) ,  

x~:  vl + 1 :  ~(1 + V = 7 -  sul), 

on  a u r a  X l =  - 1 ,  x 2 =  §  c o r r e s p o n d a n t  s y =  + 1 ,  e t  encore  v l = 0 .  ~Dans ce cas le 
h o m b r e  0 est  une  rac ine  de  l ' 6 q u a t i o n  

x 4 - x  a - x  2 + x §  = 0 .  
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P a r  consdquen t ,  l ' d q u a t i o n  
x4 _ x3y _ x2y2 § xy3 ~_ y4 = 1 

a d m e t  les 8 so lu t ions  s u i v a n t e s  : x =  •  y = 0 ;  x=O,  y =  •  x = l ,  y =  •  x =  - 1 ,  
y = • 1. I1 n ' y  a pas  d ' a u t r e s  solut ions .  

Le  corps  K(0) a p p a r t i e n t  & la classe 4. E n  effet ,  on  a 

o= i(1+ V )+_iV14 + 2( -3 .  

Le  corps  K(0) es t  d v i d e m m e n t  engend r6  p a r  le n o m b r e  

= 20 - 1 (1 + V - 3 ) ,  

qu i  es t  une  rac ine  de  l ' d q u a t i o n  

x 4 - 7 x 2 §  

L a  rd so lvan t e  c u b i q u e  de  celle-ci  es t  donnde  p a r  l ' ~qua t i on  

z 3 - 14z 2 - 3z = 0, 

qu i  n ' a d m e t  a u c u n e  so lu t ion  r a t i onne l l e  a u t r e  que  z = 0 .  

8. Les ~quations (17) et (18) pour v = 0 .  Supposons  que  v = 0 .  Alors  les dqua t ions  
(16), (16') e t  (20) c o n d u i s e n t  a u x  so lu t ions  y = 0 ,  x = • 1. Ainsi ,  en  f a i s an t  a b s t r a c t i o n  
de  ces so lu t ions  t r iv ia les ,  on  p e u t  se b o r n e r  s considdrer  les dqua t ions  (17) e t  (18). 

Soi t  A = 1 e t  cons iddrons  l ' d q u a t i o n  (17). Celle-ci  d o n d u i t  s (22) e t  (23). De  la  der-  
n i t r e  r e l a t i on  on  a u r a  p o u r  v = 0 ,  y = + 1 e t  v l =  _+ 1. Les  va l eu r s  de x s ' o b t i e n d r o n t  
de  l ' d q u a t i o n  

x 2 - u x  + u  1 = 0 .  (37) 

L a  c o n d i t i o n  ndcessai re  e t  su f f i san te  p o u r  u n e  so lu t ion  r a t i onne l l e  de  celle-ci  es t  
que  ~u 2 -  u 1 soi t  le carrd d ' u n  n o m b r e  ra t ionne l .  Si ce t t e  c o n d i t i o n  cst  r emp l i e  il y a 
d e u x  va l eu r s  ent i~res  de  x qu i  c o r r e s p o n d e n t  h y = + 1. 

Soi t  d ' a b o r d  u = 0. Alors  - u  1 d o l t  ~tre u n  carrd. E n  p o s a n t  u 1 = - t  2 on  v o i t  que  
0 est  u n e  rac ine  de  l ' d q u a t i o n  

x 4 - 2t2x 2 + 1 + t a = 0. 

S i t  = 0  le corps  K(O) a p p a r t i e n t  s la  classe 13, e t  l ' d q u a t i o n  

x a +y4  = 1 

a d m e t  les q u a t r e  so lu t ions  x - _+ 1, y - 0 ;  x = 0 ,  y = • 1. S i t  # 0  le corps  K(O) a p p a r t i e n t  
d v i d e m m e n t  s la  classe 3, e t  l ' d q u a t i o n  

x 4-2t2x2y 2 § (1 +t4)y 4 = 1 

a d m e t  les six so lu t ions  x =  +_1, y = 0 ;  x =  i t ,  y =  4 1 ;  x =  i t ,  y = - 1 .  I1 n ' y  a pas  
d ' a u t r e s  solut ions .  

So i t  ensu i t e  u = 1. E n  p o s a n t  1 - 4u 1 = t 2, O~l t e s t  u n  n o m b r e  n a t u r e l  impa i r ,  on  
aura ,  v u  que  v l =  •  p = 2 ,  q = ~ ( a - t 2 ) ,  r = ~ ( 1 - t  2) e t  s = ~ ( 1 - t 2 ) 2 §  Les  n o m -  
bres  O, 0', 0" e t  0'" se ron t  donnds  p a r  
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1 1 V ~ + 4  i et  

O n  vdrif ie  a i sdmen t  que  le corps  K(0) a p p a r t i e n t  ~ la classe 3. L a  so lu t ion  c o m p l e t e  de  
l ' 6 q u a t i o n  

x ~ - 2 x a y  + �89 (3 - t 2) x2y  2 - 1(1 - t ~) x y  a + [~(1 - t~) 2 + 1]y 4 = 1 

es t  donn6e  p a r  le t a b l e a u  su ivan t :  

x = + _ l ,  y = 0 ;  x = ~ ( l _ + t ) ,  y = + l ;  x = - � 8 9 1 7 7  y = - l .  

Ainsi ,  il y a e x a c t e m e n t  six solut ions .  
Soi t  m a i n t e n a n t  A = 3  e t  cons id6rons  l ' d q u a t i o n  (18). Celle-ci  c o n d u i t  ~ (22') e t  

(23'). De  la  derni~re  r e l a t i o n  on  a u r a  p o u r  v = 0 ,  y =  + 1  e t  V l = h  2. Les  va l eu r s  de  x 
s ' o b t i e n d r o n t  de  l ' d q u a t i o n  

2 1 1 1 x --  ~UX § ~U 1 = ~h 1. (38) 

u es t  pa i r  v u  que  v = 0 ,  donc  u = 0  ou u = 2 ;  u 1 es t  i m p a i r  v u  que  v 1 est  impa i r .  La  
c o n d i t i o n  n6cessai re  e t  suf f i san te  p o u r  u n e  so lu t ion  r a t i onne l l e  de  (38) es t  q u e  le 
h o m b r e  1~,2_ 1~, ~_ 1~ soi t  le carrd d ' u n  n o m b r e  ra t ionne l .  Si ce t t e  c o n d i t i o n  est  
r emp l i e  p o u r  une  v a l e u r  donn6e  de  hi,  il y a d e u x  va l eu r s  ent i~res  de  x qu i  corres-  
p o n d e n t  ~ y = § 1. On  p e u t  se d e m a n d e r  s ' i l  est  poss ib le  d ' a v o i r  ~ la  lois  

u e -  8 u l  § 8 = 4 t  2 ( p o u r h l = §  

e t  u s - 8u 1 - 8 = 4t~ (pour  h I = - 1), 

off t e t  t 1 son t  des  n o m b r e s  ent iers .  Cela en t r a lne  t = 2  e t  t l = 0  , donc ,  p o u r  u - 0 ,  on  
a u r a  u 1 = - 1, t and i s  que  u = 2 d o n n e r a  la  v a l e u r  imposs ib le  u 1 = - �89 L o r s q u e  u = v = 0, 
u 1 - -  1, v 1 =h~ = • 1, le n o m b r e  0 sera  u n e  rac ine  p r i m i t i v e  douz i~mc  de  l 'un i td .  
Or, nous  a v o n s  d6ja  t r a i t 6  ce cas dans  le n u m d r o  pr~c6dent .  E x c e p t i o n  Ia i t e  de  ce 
eas, l ' 6 q u a t i o n  (38) r e n d  d e u x  va l eu r s  ent i~res  de  x c o r r c s p o n d a n t  ~ y = + 1 s e u l e m e n t  
p o u r  l ' une  des  d e u x  va l eu r s  de  h 1 l o r sque  0 est  donnd.  

Soi t  d ' a b o r d  u = 0 .  Supposons  que  U l = h l - 2 t  2, off t e s t  u n  n o m b r e  ent ier .  Alors  
0 cs t  u n e  rac ine  de  l ' d q u a t i o n  

x 4 § (h i - 2 t 2 ) x  2 § ~ [ (h1-2 t2 )  2 § 3] = 0. 

Ce t t e  ~qua t i on  est  i r r~duc t ib le  sauf  p o u r  h 1 - 1 ,  t = 0 .  D a n s  les t ro is  cas h 1=  - 1 ,  
t = 0  e t  h 1 = § 1, t = • 1, l ' 6 q u a t i o n  d e v i e n d r a  x a - x  2 + 1 = 0  que  nous  p o u v o n s  n6gl iger  
ici. D a n s  les au t r e s  cas on  vdr i f ie  a i sdmen t  que  le corps  K(0) a p p a r t i e n t  ~ la  classe 4. 
E n  effet ,  la  r d so lvan t e  c u b i q u e  de  l ' 6 q u a t i o n  b i q u a d r a t i q u e  a u r a  la f o r m e  

z a + (2h 1 - 4t 2) z 2 - 3z = 0, 

e t  il es t  d v i d e n t  que  l ' d q u a t i o n  

z e § (2h I - 4t ~) z - 3 = 0 

es t  i r rdduc t ib le  sau l  dans  les cas d ' e x c e p t i o n  envisagds  p lus  hau t .  La  so lu t ion  com- 
p le t e  de l ' 6 q u a t i o n  

x 4 + (h  1 - 2 t2 ) xey  2 + �88 [(h I - 2t2) 2 + 3]y 4 = 1 
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est donnde par le tableau su ivant  : 

x •  y = 0 ;  x = t ,  y =  _+1; x = - t ,  y = _ + l .  

Ainsi, il y a exac tement  six solutions, abs t rac t ion  faite des quatre cas d 'exception.  
Soit ensuite u -  2. Supposons que 

1 + 2h 1 - 2 u  1 = t 2,  

off t e s t  un  hombre entier  impair.  Alors 0 est une racine de l 'dquat ion 

x 4 - 2x a + ~ (a + 2h 1 - t~)x ~ - ~ (1 + 2h I - t 2) x + ~ [(1 + 2h 1 - t2) 2 + 12] = 0. 

Cette dquat ion est toujours  irrdductible, vu qne le hombre 

1 - 2 u l  + 2 ] / -  3 = t 2 - 2hi  § 2 ~ / - -  3 

ne peut  pas ~tre u n  carrd dans le corps K(~/--3). On vdrifie aisdment que le corps 
K(O) appar t ien t  A la classe 4. E n  effet, le corps est engendr6 par l ' un  ou l ' aut re  des 
deux nombres  

/ 

= ~' t 2 - 2h 1 • ~ / ~  3. 

La rdsolvante cubique de l 'dquat ion b iquadra t ique  de laquelle c~ est une racine, a la 
forme 

z 3 + 4(2hi - t2)z 2 - 48z = 0, 

et on volt  sans peine que celle-ci n ' a d m e t  pas d 'aut res  racines rationnelles que z =0 .  
Donc le corps K(0) appar t ien t  ~ la classe 4. 

La solution complete de l 'dquat ion 

x 4 - 2xay + ~ (3 + 2h 1 - t2)x2y 2 - ~ (1 + 2h~ - tU)xy 8 zF 1 [(1 + 2h~ - t2) ~ + 12]y 4 = 1 

est donn6e par le tableau suivant :  

x = •  y = 0 ;  x = l ( l + _ t ) ,  y = + l ;  x = l ( - l + t ) ,  y = - l .  

Ainsi, il y a exac tement  six solutions. 

w 4 .  S ur  l a  r ~ s o l u b i l i t ~  s i m u l t a n ~ e  de  c e r t a i n e s  ~ q u a f i o n s  d u  p a r a g r a p h e  p r e c e d e n t  

Dans la prdsente section nous cont inuons les recherches sur les unitds binaires 
commencdes dans le w 3. Les condit ions imposdes sur rdqua t ion  (8) et sur les racines 
O, 0', 0" et  0" '  res tent  les m6mes. Ainsi le coefficient p a une des valeurs 0, + 1 ou 
+ 2 avec les consdquences pour le nombre  u. Le nombre  v e s t  supposd positif. Nous 
ne considdrons que les solutions positives y de l 'dquat ion (9), sauf s'il s 'agit  de rendre 
compte du nombre  total  de solutions de cette dquation. 

Nous aurons A trai ter  les cas A -  1 et A = 3. 

9. Le cas A = 1. Nous avons besoin de ddterminer  les cas dans lesquels le syst~me 
(19), (20), (21) est rdsoluble, avec v # 0 ,  en mgme temps que le systdme (24), (25); 
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bien entendu,  pour  des valeurs  diffdrentes de x,  y .  Si nous excluons les formes dquiva- 
lentes  ~ x 4 - x 2 y  2 +y4 ,  il rdsulte du numdro 7 que lc syst~mc (24), (25) ne peu t  a d m e t t r e  
qu 'unc  seule solut ion x = ~, y = + 1 (pour y positif).  Ce sys tbme sera alors 

1 (V 1 __ h ) ,  ( 3 7 )  
~ = v  

~2 --  U~ -~- U 1 = 0. (38) 

I1 en rdsulte que (v, vl) = d  = 1. Le  syst~me (19), (20), (21) dev iendra  

v~ - u v l  v + u l  v 2 = _+ 1. (39) 

En  61iminant ~ entre  les dquat ions (37) et  (38) on ob t ien t  

v~ -- 2hv  1-4- 1 - u v v  1 + h u v  + Ul v2 = 0. (40) 

Des dquat ions (39) et  (40) on aura  pa r  sous t rac t ion  

- 2 h v l +  1 + h u v  = T 1. (41) 

Supposons  d ' a b o r d  u - 0 .  Alors, le signe infdrieur dans  le m e m b r e  b, dro i te  en t ra ine  
Vl=0.  Donc,  on ob t ien t  de (37) ~ = - h  et  de (38) u 1 = - 1 .  Pa r  consdquent,  le nombre  
0 est  une racine de l 'dqua t ion  x a - x  2 + 1 =0 .  Or, nous avons  exclu ce cas. 

Supposons  tou jours  u = 0  et  prenons  le signe supdrieur  dans  (41). Alors  on au ra  
v 1 =h .  Donc ~ = 0  et  U l = 0 .  P a r  consdquent,  le nombre  0 est  une racine de l ' 6qua t ion  

x4 +v2x2T-  2 v x  + l =0 .  

Le corps K(0) a p p a r t i e n t  s la classe 3, vu  quc la rdsolvante  cubique 

z a + 2v2z ~ + (v 4 - 4) z - 4v ~ = 0 

n ' a d m e t  aucune  racine ra t ionnel le  au t re  que z = - v  2. La  solut ion compl6te  de l 'dqua-  
t ion 

x 4 + v2x~y2 _ 2vxy3 § y4 = 1 (42) 

est  donnde pa r  le t ab l eau  

x = + _ l ,  y = 0 ;  x = 0 ,  y = _ I ;  x = l ,  y = v ;  x = - l ,  y = - v .  

Vu que v # 0  il y a six solut ions dans  ce cas-ci. 
Supposons  ensui tc  que u = 1, e t  prenons  le signe inf6rieur dans  (41). Alors,  on au ra  

2v 1 - v ,  et,  vu  que (v, vl) =1  et  v > O ,  v = 2  et  V l = ] .  Donc,  il rdsulte de (39) que u 1 =0 .  
P a r  cons6quent,  le nombre  0 est  une rac ine  de l '6qua t ion  

x 4 - 2 x  3 + 5 x  ~ - 4 x  + 1 =0 ,  

et  la forme cor rcspondante  est  6quivalente  ~ x 4 -  x2y2+ y4. 
Supposons  enfin u = 1, e t  prenons  le signe sup6rieur dans  (41). Alors, de cet te  rela- 

t ion  on ob t ien t  
v = 2 ( V l - h ) .  

Or, cela en t ra ine  ~ = �89 impossible.  
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10. Le eas A = 3. Nous avons besoin de ddterminer les eas dans lesquels le syst~me 
(19'), (20), (21) est rdsoluble, avec v :#0, en m6me temps que le syst~mc (28), (29); 
bien entendu,  pour  des valeurs diffdrentes de x, y. Si nous excluons les formes dquiva- 
lentes s une  quelconque des formes 

x 4 _ x:y2 + y4, ] 

x a + 2xZy2 _ 3xy3 + y4, 

x 4 _ x3y _ x2y~ + xya + y4, 

(43) 

il rdsulte du numdro 7 que le syst~me (28), (29) ne peut  admet t re  qu 'une  seule solu- 
t ion x =~, y = + 1. Ce syst~me sera alors 

1 
= v (v l  - h2)'  ( 4 4 )  

~2 1 1 - -  1 ( 4 5 )  - - ~ u ~ §  1. 

I1 en rdsulte que (v, v l ) = d - 1 .  Le syst~me ( 1 9 ' ) ,  ( 2 0 ) ,  (21 )  devicndra 

V2--1UVlv-~ lUl v2= ! t. (46) 

E n  d l iminant  ~ entre  les 6quat ions (44) et (45) on obt ient  

v 2 _  2h2vi + l _ l u v v i _ ] _ l u v h 2  +~Ul 2 =~hl  2. 

Des dquations (46) et (47) on aura par  soustract ion 

- 2h 2 v 1 + 1 + �89 uvh~ = i ha v ~ ~ 1. 

(47) 

(48) 

I. u =0 .  Dans  ce cas le nombre  v est pair, et les nombres  u 1 et v 1 sont  impairs. Le 
nombre  v e s t ,  comme toujours  dans ce numdro,  supposd positif. Dans  ce cas-ci on 
peut  m~me supposer que Vl>~0. E n  effet, si Vl<0  on peut  remplacer 0 par  - 0 ' ,  0" 
par  - 0 ' " ,  0' par  - 0  et 0'" par - 0 " .  

Le signe infdrieur dans (48) donne la relat ion 

- 2 h 2 v l = ~ h l  v2. 

Cela ent ra lne  v = 2  et v 1 -  - h l h  2 = + 1. De (46) on obt ient  u 1 - - 1. Par  consdquent,  le 
nombre  0 est une  racine de l '6quat ion  

x ~ + 2x 3 - 3x + 1 = 0. 

Or, nous avons exclu la forme correspondante.  
Le signe supdrieur dans (48) donne la relat ion 

v 1 - h  2= _ h l h  2.~v s. 

v 1 d tan t  ~>0 il en rdsulte que h l h  2 = - 1. De plus il est dvident  que ves t  divisible par 4, 
et nous posons t = Iv. Donc, nous obtenons 
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u = O ,  v = 4 t ,  U l = h l - 2 t  2, v l =  - h l + 4 t  2, ~ : t .  

P a r  cons6quen t ,  0 est  u n e  rac ine  de l ' d q u a t i o n  

x 4 + x2(hl § 10t s) - x(24t a - 6hi t  ) + 1 - 7hi t  2 + 13t 4 = 0 .  

On  v6rifie a i sdmen t  que  cet te  g q u a t i o n  est  i r r6duc t ib le  v u  que  t 4 0 .  Le corps K(O) 

a p p a r t i e n t  ~ la classe 4. E n  effet, si on  pose ~ = 0 -  t~ / - 3 ,  le n o m b r e  ~ engend re  le 
corps K(0) e t e s t  u n e  rac ine  de l ' d q u a t i o n  

x 4 -~ (4t 2 § hi) x 2 + (2t 2 ~- �89 2 § ~ (4t 2 - h~) 2 = 0. 

La  r~so lvan te  cub ique  de celle-ci est  

z 3 + (8t 2 + 2hl) z ~ - 3(4t 2 - hl)2z = O. 

On voi t  a i s6men t  que  ce t te  dqua t ion ,  p o u r  t :#0, n ' a d m e t  a u c u n e  rac ine  r a t ionne l l e  
au t r e  que z = 0 .  La  so lu t ion  comple te  de  l ' 6 q u a t i o n  

x 4 + (h 1 + 10t 2) x2y 2 - (24t 3 - 6h 1 t) x y  3 + (1 - 7h 1 t 2 + 13t a) ya = 1 

est  donn6e  p a r  le t a b l e a u  s u i v a n t ,  off t > 0  : 

x =  +_ 1, y = 0 ;  x - 4 t  2 - h I ,  y = 4 t ;  x =  - 4 t  2 •hl ,  y =  - 4 t ;  

x = t ,  y = §  x = - t ,  y = - l .  

Ains i  il y a six so lu t ions  d a n s  ce cas-ci. 

H.  u = 2 .  D a n s  ce cas le n o m b r e  v e s t  pair ,  et  les n o m b r e s  u I e t  v 1 son t  impai rs .  
Le s igne inf6r ieur  dans  (48) d o n n e  la r e l a t ion  

- 2h2v 1 + h2v = ~h lv  2. 

I1 en  r6sul te  que  v = 2 .  ] )onc  - h 2 v l + h ~ - h l ,  

ce qu i  est  imposs ib le  v I ~ t a n t  impai r .  
Le s igne sup6r ieur  d a n s  (48) d o n n e  la r e l a t ion  

_ _  , 1  - - 1  2 1 h~v l~ -~vh  2 - ~ h  i v ,  

d'ofi  en  p o s a n t  v = 2t, t nombre naturel, 

v l = h 2 - h l h 2 t 2 + t .  

1 
D o n c  ~ = v (vl - h2) = �89 ( - hi  h~ t § 1). 

I1 en  r6sul te  clue t e s t  impair .  De plus,  nous  a u r o n s  de  (46) 

u l  = hi _ 1 (t2 _ 1 ) .  

P a r  c o n t d q u e n t ,  0 est  u n e  rac ine  de l ' 5 q u a t i o n  
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x 4 - 2x 3 + ~ (2h I + 3 + 5t ~) x 2 | 

- ~(2h a + 1 + 6h2t + 5t 2 - 6hah~ta)x 

+ ia~ (4ha + 17 + 24h2t + 1 0 f  - 28hal - 24hah2t a + 13P) = 0 .  

(49) 

On vdr i f ie  a i s d m e n t  que  c e t t e  d q u a t i o n  est  i r rdduc t ib l e  p o u r  t o u t e s  les va l eu r s  de  t. 
E n  effet ,  on  a u r a  

0 = 1 + 1 t ~ / ~ 3 + ~ ,  

o4 ~ = ~ / -  ~t 2 -  ~ha + (~hlh~t ~ -  i h ~ ) V -  3. 

Supposons  d ' a b o r d  que  ~hah2t~-lh2=O. Alors  on  o b t i e n t  t 2 = l  e t  h t = l .  D o n e  
= i ,  e t  K(0) a p p a r t i e n t  ~ la classe 14. Si t = Jr 1, 0 es t  une  rac ine  de  l ' d q u a t i o n  

x ~ - 2x a + 5x ~ - 4x + 1 = 0. 

Or, nous  avons  m o n t r d  p lus  h a u t  que  la f o r m e  c o r r e s p o n d a n t e  es t  d q u i v a l e n t e  
xa_x2y2 § Supposons  ensu i te  que  t 2 + 1 .  Alors ,  on  p e u t  m o n t r e r  quc  ~ e n g e n d r e  
le corps  K(0). E n  effet ,  on  vdr i f ie ra  q u ' u n e  r e l a t i on  de la f o r m e  

-~ t2-~h~ +~(h~h2t~-h2)l /~3= [A + B ] / - 3 ]  ~ 

p o u r  des  va l eu r s  ent i~res  de A e t  B es t  imposs ib le .  Celle-ci  e n t r a l n e r a i t  

A ~ - 3B  ~ = - 2t ~ - 2h 1, A B  = h 1 h~ t 2 - h 2. 

Donc ,  A e t  B son t  pairs  e t  hi= + 1 .  E n  p o s a n t  A - 2 A  1 e t  B=2Blh2, oh  A 1 e t  B 1 
son t  des  ent iers ,  on  a u r a  l ' d q u a t i o n  

A~ - 3B~ + 2AIB a = (A a § 3B1)(A a - Ba) = - 1, 

ce qu i  es t  imposs ib le .  D o n e  K(zr  Le  corps  K(0) a p p a r t i e n t  ~, la classe 4. E n  
effet ,  le h o m b r e  a es t  une  r ac ine  de  l ' d q u a t i o n  

(X2 ~_ lt2 § 21 ha)2 § 3(~hat 2 _ 1)3 = O, 

d o n t  la rdso lvan te  cub iquc  a l ' d q u a t i o n  

z a + (2t 2 + 2hl) z 2 - 3(h a t 2 - 1)2z = 0, 

qu i  n ' a d m e n t  pas  d ' a u t r e s  rac ines  r a t i one l l e s  que  z = 0. 
S i / ( x ,  y) ddsigne la f o r m e  b i q u a d r a t i q u e  c o r r e s p o n d a n t  ~ l ' d q u a t i o n  (49), l ' d q u a t i o n  

/ (x ,  y)  = 1 

a d m e t  les so lu t ions  s u i v a n t e s  (pour  t 2 + 1 )  : 

x = + l ,  y = 0 ;  x=h~ +t-hah2t  2, y = 2 t ;  x= - h ~ - t  +h~h2t ~, y = - 2 t ;  

x=�89 y = + l ;  x=- �89  y = - 1 .  
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Ains i  il y a e x a c t e m e n t  six solut ions .  I1 f a u t  o b s e r v e r  que  t e s t  un  n o m b r e  impair > 1. 
I1 est  faci le  de  vo i r  q u ' o n  p e u t  m e t t r e  h~ = 1 dans  (49) e t  dans  les au t r e s  f o r m u l e s  
ci-dessus,  si on  p e r m e t  q u e  t p r e n n e  des  va l eu r s  ent i~res  n~ga t ives ,  i m p a i r e s  < l ;  
dans  ce cas v es t  n~gat i f .  

I I L  u = 1. D a n s  ce cas v e s t  aussi  impa i r .  Le  s igne in fdr ieur  dans  (48) d o n n e  la  
r e l a t i on  

- 2h2v 1 + ~vh~ = ~hlv 2. 
I I e n  rdsu l te  que  v = 1. D o n c  

-4h~v I + h 2 = h  a- 

Cela e n t r a l n e  h i = h 2 e t  v 1 = 0. Alors ,  nous  au rons  de  (46) u I = - 2 .  D a n s  ce cas 0 es t  
une  rac ine  de  l ' d q u a t i o n  

x a - x  a - x  ~ + x + l  = 0 .  

Or, nous  a v o n s  exc lu  la  f o r m e  b i q u a d r a t i q u e  co r r e spondan te .  
Le  s igne supdr ieur  dans  (48) d o n n e  la r e l a t i on  

v I = ~ (v - hih2v 2 + 4h2). 

I l  en  rdsul te  que  v ~ h l h  ~ ( m o d  4), e t  de  p lus  

u 1 -- ~ (1 + 8h~ - v~), 

= ~ (1 - hlh2V ). 

P a r  consSquent ,  0 es t  une  r ac ine  de  l ' d q u a t i o n  

x a - x a § ~ (3 + 8h 1 + 5v 2) x 2 -  1~(1 + 8h 1 + 24h2v + 5v ~ - 6h I h 2 v 3) x 

% 

(50) 

J + 1 (257 + 16h I + 96h 2 v + 10v2 _ 112hl v 2 - 24h lh~ v 3 + 13v 4) = 0. 

O n  vdr i f ie  a i sdmen t  que  ce t t e  d q u a t i o n  est  i r rdduc t ib le  p o u r  r o u t e s  les va l eu r s  de  v. 
E n  effet ,  on  a u r a  

0=l+~v~=3+~, 

O~1 ~ = ~ / - -  ~V 2 - -  2 h  I -}- + ( ~ h l h 2 V  2 - 2 h u ) V  - 3 .  

Le n o m b r e  v d t a n t  i m p a i r  on  a d v i d e m m e n t  

h 1 h2v ~ - 2h~ :4: O. 

Alors,  on  p e u t  m o n t r e r  que  ~ e n g e n d r e  le corps  K(0). E n  effet ,  si on  a v a i t  une  r e l a t i on  
de  la  f o r m e  

- ~v2-  2hl + (~hih~v2- 2 h 2 ) ~ / ~ =  [A + B V - ~ ]  2, 

p o u r  des  va l eu r s  ent i~res  de  A e t  B ,  on  a u r a i t  

A e - 3 B ~ =  - 2 v 2 - 8 h l ,  AB=hlh2v2-4h~ .  
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En dl iminant  v 2 on conclut  de 1s que 

A 2 _ 3 B  2 + 2h 1 h2 A B - - 16h r 

Donc, A et  B sont  impairs .  Si h 1 = h  e on ob t ien t  

( B - A ) ( a B + A )  = §  1, 

re la t ion impossible.  Si h 1 = - h  2 on aura  la re la t ion 

(B  § A ) ( 3 B - A ) =  ,4,16hl, 

qui est  dgalement  impossible.  Donc,  on a K ( ~ ) = K ( 0 ) .  
Le corps K(0) a p p a r t i e n t  ~ la classe 4. E n  effet, le hombre  ~ est  une racine de 

l 'dqua t ion  
(x 2 -4- ~v 2 -4- 2h1) 2 -4- 3(1hlv 2 - 2) 2 = 0, 

don t  la rdsolvante  cubique a l ' dqua t ion  

z 3 §  2 + 4hl)z 2 - 3(hlv e -4)~z  - 0 ,  

qui n ' a d m e t  aucune  rac ine  ra t ionnel le  out re  z - 0 .  
S i / ( x ,  y) ddsigne la forme b iquad ra t ique  cor respondant  ~ r d q u a t i o n  (50), l 'dqua- 

t ion 
/(x, y) - 1 

a d m e t  les solut ions su ivantes  : 

x = + _ l ,  y = 0 ;  x = l ( v - h l h 2 v 2 + 4 h 2 ) ,  y = v ;  

x =  - ~ ( v - h ~ h ~ v 2 . §  y =  - v ;  x = ~ ( 1 - h l h z v  ), y =  + 1 ;  

x - - � 8 8  y = - l .  

Ainsi  il y a exac t emen t  six solutions.  I1 fau t  observer  que v e s t  un  nombre  impair  
p o s i t i / c o n g r u  ~ h l h  2 (mod 4). I1 est  facile de voir  qu 'on  peu t  me t t r e  h~ = 1 dans  (50) 
et  dans  les au t res  formules  ci-dessus, si on p e r m e t  que v prenne  des valeurs  enti~res 
ndgatives,  congrues s h 1 (rood 4). 

w 5. Le nombre  de reprdsentations de l'unit~ dans les diff~rents cas 

11. R6sum6 des r6sultats 6tablis dans les num6ros 7-10. I1 fau t  observer  que ces 
rdsul ta ts  sont  ob tenus  sous la condi t ion  qu ' i l  y a i t  un  sous-corps quad ra t ique  imagi- 
naire. Notons  pour  commencer  que le nombre  de reprdsenta t ions  de r u n i t 6  est  au  
plus  dgal ~ 8. Ce nombre  m a x i m u m  est a t t e in t  seulement  quand  la forme est dquiva- 
lente  ~ l 'une  des trois  formes su ivantes  

((1, 0, - 1 ,  0, 1)), ((1, 0, 2, - 3 ,  1)), ((1, - 1 ,  - 1 ,  1, 1)). 

D'a i l leurs ,  on peu t  mon t r e r  que les deux  dernibres formes sont  dquivalentes .  E n  effet, 
soit  z] une racine de r d q u a t i o n  

X4 -- X 3 X 2 § 2 4 7  
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Alors,  on vdrifie a isdment  que E = 1 / ( 1 - ~ )  est  une racine de l 'dqua t ion  

Xa+2X 2 - - 3 x + l  =0 .  

Les  deux  6quat ions  on t  le m6me d iscr iminant ,  s savoir  117, ce qui est  la va leur  m i n i -  
m u m  des d iscr iminants  des corps b iquadra t iques  du  premier  rang;  voir  Hasse  [9], 
453. On mon t r e r a  sans peine que ~ peu t  6tre choisi pour  uni td  fondamenta le  dans  
K(~), et  qu 'on  a la re la t ion  E = _~2~2, Q d tan t  une racine de l 'dqua t ion  x 2 + x  + 1 = 0 .  

P a r  eonsdquent,  ~ condi t ion  qu ' i l  existe  un  sous-eorps imaginaire ,  nous  avons  
ddmontrd  le 

Th~or~me 2. Le nombre M des representations de l' unitd est au  p lu s  dgal de 8. L a  con- 
di t ion ndcessaire et su / / i sante  pour  que M soit ~gal ~ 8, est que la ]orme soit dquivalente 

l 'une ou de l 'autre des deux  /ormes 

((1, 0, - 1 . 0 ,  1)) et ((1, - 1 ,  - 1 ,  1, 1)). 

L a  premiere  de ces /ormes,  qui  a l e  d i scr iminant  144, appart ien t  h la catdgorie 14. L a  
seconde /orme qui  a l e  d i scr iminant  117 appart ient  de la catdgorie 4. 

I1 est  aussi  possible de donner  une carac tdr is t ique  comple te  des formes a y a n t  
e xac t emen t  6 reprdsenta t ions  de l 'uni td.  E n  effet, nous avons  vu  que les formes de 
ce t y p e  appa r t i ennen t  ou ~ la catdgorie 3 ou s la catdgorie 4. Les formes de la catdgorie  
3 do ivent  ~tre dquivalentes  ~ l 'une  des t rois  formes su ivantes  : 

((1, 0, - 2t 2, 0, 1 + t4)), t nombre  na tu re l  quelqonque;  

((1, 0, v z, - 2v, 1)), v nombre  n a tu r e l  quelqonque;  

((1, - 2, ~ (3 - t2), - I (1 - t2), 1 (1  - re) ~ + 1)), nombre  na tu re l  impa i r  queleonque.  

Main tenan t ,  supposons que, dans  la forme 

x 4 + v2xZyZ _ 2vxy3 + y4, (51) 

v e s t  pair ,  v =2t .  Alors,  pa r  la t r ans fo rma t ion  un imodula i re  

x - z ,  y = z  l + t z ,  
on au ra  la forme en z 1 et  z 

z~ -- 2t2z21z 2 + (1 + t4)z 4. 

Supposons  ensui te  que v e s t  impai r .  Alors,  pa r  la t r ans fo rma t ion  un imodula i re  

x = z , y  = z 1 -~- 1(v - 1)z,  

on aura  la forme 

z~ - 2z~z + 1(3 - v2)z~z 2 - I(1 - -ve)ziz  3 + [ I ( 1  - v2) 2 -4- 1]z 4. 

I1 en rdsulte qu ' i l  suffit  de p rendre  la forme (51). 
Pour  les formes a p p a r t e n a n t  s la catdgorie 4 nous avons  t rouvd ciuq types  admet -  

r an t  6 reprdsenta t ions .  
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Premier  type 

((1, 0, h l - 2 t  2, 0, t 4 - h ~ t Z + l ) ) ,  

off t est  u n  n o m b r e  n a t u r e l  que l eonque  et  off hi  = +_ 1, excep t ion  fa i te  du  
t = h i = + 1. Le d i s e r i m i n a n t  a la v a l e u r  

144(t 4 - h i  t2 + 1). 

c a s  

Second type  

((1, - 2, �89 (3 + 2h 1 - t2), - 1 (1 + 2h~ - t2), ~ [(1 + 2h~ - t2) 2 + 12])), 

off t e s t  u n  n o m b r e  n a t u r e l  i m p a i r  que l conque  et  off hi  = _+ 1. Le d i s c r i m i n a n t  est  dgal 

9(t 4 - 4 h i t  2 + 16). 

E n  p o s a n t  h~ = + 1 et  t = 1 on  a u r a  la forme 

x 4 _ 2xay + 2x~y~ _ xy3 + y4 

qu i  a l e  d i s c r i m i n a n t  117. Dds ignons ,  c o m m e  t o u t  ~ l ' heure ,  pa r  ~] u n e  rac ine  de 
l ' d q u a t i o n  

x a - x  3 - x  2 + x  + 1 = 0 .  (52) 

Alors,  on  vdrifie sans  pe ine  que  le n o m b r e  E 1 = - -~ ]  est  u n e  rac ine  de l ' d q u a t i o n  

x ~ - 2 x  a + 2 x  2 - x  + 1 = 0 ,  (53) 

lo rsque  ~ ddsigne u n e  rac ine  de l ' 6 q u a t i o n  x 2 + x + 1 = 0. I1 s ' e n s u i t  u n  rdsu l t a t  intdres-  
san t .  Quo ique  les dqua t ions  (52) e t  (53) e n g e n d e n t  les m~mes  corps b i q u a d r a t i q u e s  
e t  que  les d i s c r i m i n a n t s  so ien t  dgaux,  les formes  ((1 , - 1 ,  - 1 ,  1, I)) e t  ((1, - 2 ,  2, 
- 1 ,  1)) n e  son t  pas  dquiva len tes .  E n  effet, le n o m b r e  de r ep rdsen t a t i ons  de l ' un i t d  
n ' e s t  pas  le m6me.  

Troisi$me type 

((1, O, h 1 + lOt s, - 24t 3 + 6hit, 1 - 7hi t2 + 13t4)), 

oh t e s t  u n  n o m b r e  n a t u r e l  q u e l c o n q u e  et  off h~ = • 1. D a n s  ce cas le d i s c r i m i n a n t  a la 
v a l e u r  

144(16t a - 4 h i  t2 + 1). 

Quatri~me type 

((1, - 2, ~(2h 1 + 3 + 5t2), - 2~ (2hl + 1 + fit + 5t 2 - -  6hi ta), 

1~[4h 1 + 17 + 24t + 10t 2 - 28hl t2 - 24hit  a + 13ta])) 
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off t e s t  un  n o m b r e  i m p a i r  q u e l c o n q u e  # + 1 e t  oh  h~ = + 1. Le  d i s c r i m i n a n t  a la  v a l e u r  

144(t 4 - h i  t2 .4-1). 

C i n q u i ~ m e  t y p e  

((1, - 1, 1(8hl + 3 + 5v2), -- 1 ( 8 h l  + 1 + 24v + 5v 2 - 6hlvS) ,  

-1-[ 257256 + 16hl + 96v + tOv 2 - 112hlv  2 - 24h lv  3 + 13v4])), 

off v e s t  u n  n o m b r e  en t i e r  = h I ( m o d  4) e t  off hi = + 1. P o u r  le d i s c r i m i n a n t  on  t r o u v e r a  
la  v a l e u r  

9(v 4 - 4 h l v  2 + 16). 

Si on  p r e n d  v = h l = l  on  a u r a  la f o r m e  ((1, - 1 ,  2, - 2 ,  1)) au  d i s c r i m i n a n t  D = 1 1 7 .  
N o u s  a l lons  m o n t r e r  qu ' i l  es t  poss ib le  de  rddui re  ces c inq  t y p e s  s u n  seul  t ype .  

E n  effet ,  si nous  r emplagons ,  dans  la  f o r m e  du  p r e m i e r  t y p e  

x 4 + (h 1 - 2t2) x2y 2 + .... 

la  v a r i a b l e  x p a r  x + t y ,  nous  au rons  la f o r m e  

x 4 + 4txSy + (4t 2 + h~)x2y ~ + 2h 1 t x y  a + ya. 

Si nous  r emplagons ,  d a n s  la  f o r m e  du  d e u x i b m e  t y p e  

x 4 - 2xay + �89 + 2h  1 - t 2) x2y 2 + .... 

la  v a r i a b l e  x p a r  x + �89 + t ) y ,  nous  a u r o n s  la  f o r m e  

x 4 + 2txSy + (t 2 + hl  ) x2y2 + hi  txy3 + y4. 

Si nous  r emplagons ,  dans  la  f o r m e  du  t ro i s ibme t y p e  

x a § (h i -4- lOt S) x2y ~ .4- .... 

la v a r i a b l e  x p a r  x + h x ty,  nous  au rons  la  f o r m e  

x 4 .4- 4h 1 txSy .4- (16t 2 .4- h i) x~y ~ -4- 8 t xy  a .4- y4. 

Si nous  r emplaqons ,  dans  la  f o r m e  du  q u a t r i b m e  t y p e  

x 4 - 2xay .4- �89 1.4- 3 .4- 5t z) x2y ~ .4- .... 

la va r i ab l e  x p a r  x - � 8 9  , nous  au rons  la f o r m e  

x 4 .4- 2h 1 txSy .4- (4t ~ .4- h 1) x~y ~ .4- 4 t x y  3 .4- y4. 

Si nous  r emplagons ,  d a n s  la  f o r m e  du  c i n q u i b m e  t y p e  

x 4 - x a y .4- s 1 (8h 1.4- 3 + 5v 2) x 2 y2 + . . . .  

501 



T. NAGELL, Les reprgsentations de l'unit$ par les formes binaires biquadratiques 

la var iab le  x pa r  x + 1(1 - h i v  ) y, nous aurons la forme 

x ~ _ hi vxay + (v 2 + hi ) x2y~ _ 2vxya + y4. 

I1 rdsulte de tou t  cela qu ' i l  suffit  de prendre  la forme 

x ~ +2txay + (t 2 +hi)x2y2 +hi txya +y4, (54) 

off h = + 1 et  off t e s t  un  nombre  ent ie r  quelconque > 0 ,  except ion  fa i te  du  cas t = 2 ,  
h i = + 1, qui donne une forme de la catdgorie 14 a d m e t t a n t  hu i t  reprdsenta t ions  de 
l 'unit6.  

Ainsi,  ~ condi t ion  qu ' i l  existe un sous-corps imaginaire ,  nous avons  6tabl i  le 

Thfior~me 3. Ddsignons par  M le nombre des reprdsentations de l'unitd. Seulement 
pour une [orme appartenant ou dt la catdgorie 3 ou & la catdgorie 4 nous pouvons avoir 
M -  6. Pour une /orme de la catdgorie 3 nous avons : La  condition ndcessaire et su//i- 
sante pour M = 6  est que la /orme soit dquivalente dt la /orme (51). Pour une /orme de 
la catdgorie 4 nous avons : La  condition ndcessaire et su//isante pour M = 6 est que la 
/orme soit @quivalente ~t la /orme (54). 

La  forme (51) a l e  d i sc r iminan t  

16(v 4 + 16). 

Cela fair  voir  que routes  les formes (51) sont  indquivalentes  lorsque le nombre  v varie .  
Le d i sc r iminant  de (54) a la va leur  

9(t 4 - 4 h i  t2 + 16). 

On en conclnt  que routes  tes formes (54) sont  indquivatentes  lorsque les nombres  
t et  h 1 var ient .  

P a r  consdquent,  il y a une infinitd de classes de formes pour  lesquelles M = 6 dans  
chacune des deux catdgories 3 et  4. 

Les corps engendrds pa r  les formes du  t y p e  (51) a ppa r t i e nne n t  & la classe 3. Cepen- 
dan t ,  ces corps cons t i tuen t  une sous-classe moins  d tendue de cet te  classe. En  effet, les 
racines de l 'dquat ion  

x 4 + v2x 2 - 2vx + 1 = 0 

ddpendent  d ' un  seul pa ram6t re  v. Or, nous savons (comparez [7], thdor@me 4) qu 'un  
corps quelconque de la classe 3 est  engendrd pa r  un  nombre  du t y p e  

V - a - b i ,  

ddpendan t  des deux pa rambt re s  a e t  b, avec la condi t ion que a 2 + b 2 ne soit  pas  un  
carrd. 

I1 est  facile de voir  que la forme (51) ne peu t  engendrer  le m~me quadrup le t  de 
corps que pour  un nombre  fini de valeurs  de v. E n  effet, soit  donnd le nombre  na tu r e l  
D, d i sc r iminan t  d ' u n  corps engendrd pa r  (51). Alors, le nombrc  

1 
16(v 4 § 16) D" 
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est le carr6 d 'un  nombre  naturel.  Or, il est bien connu que l '6quation 

16(v a + 16) = Dw ~ 

n ' adme t  qu 'un  nombre  fini de solutions en nombres  entiers v e t  w; voir Thue [14]. 
Les corps engendr6s par  les formes du type  (54) appar t iennent  ~ la elasse 4. 

Ccpendant,  ces corps const i tuent  une sous-classe moins 6tendue de cette classe. En  
effet, les racines de l '6quation 

x 4 +2tx  a + (t 2 + h l ) x  2 + h l t x  + 1 ~ 0  

d6pendent  d ' un  seul param~tre t, vu  qu 'on  peut  n6gliger le nombre  h 1. Or, nous 
savons (comparez [7], th6or~me 4) qu 'un  corps qnelconquc de la classe 4 est engendr6 
par  un nombre  du type  

d6pendant  des deux param~tres a et b, avec la condition que a s +3b  2 ne soit pas un 
carr6. 

II est possible de montrer que la forme (54) ne pent engendrer le m~me quadruplet 
de corps que pour un nombre fini de valeurs de t et h I. En effet, soit donn6 le nombre 
naturel D, discriminant d'un corps engendr6 par (54). Alors, le nombre 

1 4 
~ .  9(t - 4hit  2 + 16) 

est le carr6 d ' u n  nombre  naturel.  Or, il est 6vident que la courbe alg6brique F(t, w) = 0 
ddfinie par  l '6quation 

9(t a - 4 h i t  ~ + 16) = Dw ~, 

off h 1 = +_ 1, est du premier genre. Donc,  d 'apr6s un th6or6me gdn6ral de Siegel, celle-ci 
n ' adme t  qu 'un  nombre  fini de points s coordonn6es cnti6res t et w; voir Siegel [15], 
p. 43. 

Consid6rons ensuite une forme qui n 'es t  6quivalente ~ aucune des formes para l t rant  
dans les th6or6mes 2 et 3. Lesquelles sont les conditions pour  qu'elle admet te  4 
repr6sentations de l 'unit6? D 'apr6s  ce que nous venons de montrer  dans les para- 
graphes pr6c6dents nous pouvons formuler le 

Th6or~me 4. Soit F une /orme qui n' est dquivalente ~t aucune des/ormes ]igurant dana 
les thdor~mes 2 et 3. Pour que F air 4 reprdsentations de l'unitd il ]aut et il su// i t  que F 
soit ~quivalente ~t une /orme 

](x, y) = x 4 - px3y + qx2y ~ - rxy  3 + sy 4 

ayant les propridtds suivantes : Le coe//icient p a une des valeurs O, + 1 ou + 2. I1 y a 
pour ](x, y) lea quatre possibilitds que voici : 

1 ~ v=~O. L 'dquat ion/(x ,  y ) = 1  admet une solution x, y donnge par (21) et satis]aisant 
l' ~quation (19) ou dventuellement ~ lYquation (19'). 
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2 ~ v ~= 0, A = 1. LYquation /(x, y )=  1 admet une solution x, y = 1, oit x satis[ait aux 
dquations (22) et (24). 

3 ~ v # 0 ,  A =3.  L'dquation /(x, y ) = 1  admet une solution x, y = l ,  oit x saris/air aux 
dquations (26) et (28). 
4 ~ v = 0. La /orme /(x, y) est = x 4 § y4. 

On vdrifie aisdment qu'il  y a une infinitd de classes de formes dans chacune des 
trois premiers cas. On peut  supprimer le dernier cas vu que la forme x 4 + y4 se prdsente 

aussi comme [0, 1, - 1 ,  0; ~ / -2 ]  dans le premier cas. I1 faut  observer que lc thdor~me 
4 est valable sous la condition qu'il  existe un sous-corps imaginaire. 

12. Les formes des catSgories 2, 8, 9, 10, 11, 12 et 13. D'apr~s le w 2 il y a dans tous 
les corps des classes 2, 8, 9, 10, 11, 12 et 13 un sous-corps quadrat ique imaginaire 
diffdrent des corps K(i) et K(il/3). 

I1 en rdsulte le 

Th~or~me 5. Pour routes les/ormes appartenant aux catggories 2, 8, 9, 10, 11, 12 et 
13 il y a au plus 4 reprdsentations de l' unitd. Les conditions pour 4 reprdseutatious sont 
donndes darts le thdor~me 4. 

13. Les formes des categories 3 et 14. Les corps des classes 3 et 14 contiennent  le 
sous-corps K(i). Alors, nous obtenons le 

Th~or~me 6. Ddsignons par M le nombre de reprdseutations de l'unitg par la /orme. 
Pour une /orme de la catggorie 3 le nombre M est au plus dgal dt 6. S i  M = 6 elle est 

dquivalente ~t la /orme (51). Les conditions pour M = 4 sont donn~es dans le thdor~me 4. 
Supposons que la /orme appartient dt la catdgorie 14. Alors, pour que M = 8 il /aut et 

il su//it que la /orme soit dquivalente dt x a - x2y ~ + y4. On ne peut  pas avoir M = 6. Les 
conditions pour M = 4 sont indiqudes dans le thdor~me 4. 

14. Les formes de la cat~gorie 4. Dans ce cas le seul sous-corps quadrat ique est 
K(iV3), et nous aurons le 

Th~or~me 7. D~signons par M le nombre de repr~sentatious de l'unitd par la /orme. 
Pour que M = 8  il /aut et il su//it que la /orme soit dquivalente ~ ((1, - 1 ,  - 1 ,  1, 1)). 
Pour que M = 6  il ]aut et il su//it que la [orme soit dquivalente ~ (54). On a M =4 dans 
les cas indiqu~s daus le thdor~me 4. 

15. Les formes des categories 5 et 7. Dans ces cas il y a un sous-corps quadrat ique 
rdel. Soit e l 'unitd fondamentale  de ce corps quadratique.  Alors, ~ est aussi l 'unitd 
fondamentale  du corps biquadratique.  

Supposons que la forme est donnde par  

x a - p x 3 y  + qx~y 2 - rxy3 § sy a, 

et que 0 est une racine de l 'dquation irrdductible 

x 4 - p x  3 +qx ~ - r x  +s =0.  

Si x -  yO est une unit6 binaire on a ndcessairement 
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x - yO = • eh, 

off h e s t  u n  nombre  entier.  Or, cette relat ion subsiste seulement  pour  y = 0  et h =0 ,  
vu  que e est r6el, tandis  que 0 est imaginaire.  

Ainsi nous avons 6tabli le 

Th6or~me 8. P o u r  les /ormes des categories 5 et 7 il y a au p lus  2 reprdsentations de 
l' unitg. 

16. Les Iormes de la cat6gorie 6. Dans  ce cas il faut  employer une m6thode tou t  
fait  diff6rente des mdthodes appliqu6es jusqu' ici .  Posons 

Alors, on a la relat ion s -1 =~  + ~ 4 .  
Soit 0 u n  nombre  entier  du quatr i~me degr6 a ppa r t e na n t  au corps K(~). Si x - O y  

est une uni t6 binaire  on a 6videmment  

x - Oy = ~hE, (55) 

off E est une uni t6 (r6elle) du corps K(e), et off h a l ' une  des valeurs 0, 1, - 1 ,  2 ou 
- 2 .  E n  passant  s la relat ion imagina i rement  conjugu6e on aura de (55) 

x - O ' y  ~ ~ - h E ,  ( 5 6 )  

le hombre 0' 6 tan t  conjugu6 ~ 0. Nous avons  

O = a + b ~ ,  

off a et b sont  des nombres  entiers dans K(s). E n  effet, si nous posons 

a = l  + m e ,  b = l l  + m l e  , 

off l, m, 11 et m I sont  des nombres  rat ionnels,  nous aurons,  vu  que - s  =~2 +~8, 

0 : l  §  1 § (/1 +ml)~ § (ml --m)~ 2 --m~ 3" 

De l~ on conclut  que les nombres  m, ml, l e t  11 sont  des nombres  entiers rat ionnels,  vu  
que tes nombres  1, ~=, ~2 et ~a cons t i tuen t  une base des nombres  entiers dans K(~). 
Donc, a et  b sont  des entiers dans K(e). 

Des 6quations (55) et (56) il r6sulte que 

( - 0 + 0 ' ) y  = (~h _ ~ - h ) E ,  

d'ofl 
s - s  

- b y  = ~ _ ~-1  " E .  (57) 

Si h = 0 on obt ient  y = 0, ee qui ent ra lne  x = E = _+ 1. Dans  ce qui suivra nous  suppo- 
sons que y est positif. 

Pour  h = 1 on obt ient  de (57) : - b y  = E ,  done y = 1 et b = - E .  I1 en r6sulte que 
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x = O - b ~ = a + b ~ - b E = a .  

Donc ,  le n o m b r e  en t i e r  a do i t  6 t re  r a t i o n n e l  dans  ce cas. 
P o u r  h = - 1  on  o b t i e n t  by = E ,  donc  y = 1, b = E .  I1 en  rdsul te  que  

x = 0  +bE -1 = a  +bE +b~  -1 = a  + be -1. 

Donc ,  le n o m b r e  a + be -1 do i t  ~tre  r a t i o n n e l  dans  ce cas. 
P o u r  h = 2  on  o b t i e n t  : - b y = ( E + ~ - l ) E ,  donc  y = l ,  b =  - e - l E .  I l  en  rdsul te  que  

x = 0 - b~E 2 = a + bE - bee 2 = a + be. 

Donc ,  le n o m b r e  a + b e  do i t  6 t re  r a t i o n n e l  dans  ce cas. 
P o u r  h =  - 2  on  o b t i e n t  de  (57) : b y = ( ~ + E - 1 ) E ,  donc  y = l ,  b = e - l E .  I1 en  rdsul te  

que  
x = 0  +be~ -2 = a  +b~  +bee  .~ = a - b .  

Donc ,  le n o m b r e  a -  b do l t  8tre  r a t i o n n e l  dans  ce cas. 
Ainsi ,  dans  t o u s l e s  cas b e s t  u n e  uni t~  dans  K(e) e t  y es t  dgal s 1. 
P a r  consdquen t ,  le n o m b r e  d ' u n i t d s  b ina i res  d~pend  du  n o m b r e  d ' e n t i e r s  ra t ionne l s  

p a r m i  les n o m b r e s  

a, a + b e  -~, a + b e ,  a - b .  

I1 y a au  mo ins  u n  n o m b r e  i r r a t i o n n e l  p a r m i  ces n o m b r e s ,  v u  que  e 1 + e = V5. E n c o r e ,  
au  p lus  d e u x  de  ces n o m b r c s  p e u v e n t  ~tre ra t ionne l s .  E n  effet ,  si a e t  a - b  son t  
r a t i onne l s  il es t  c la i r  que  les d e u x  au t r e s  n o m b r e s  son t  i r ra t ionne ls .  Si a e t  a + b e  -1 
son t  r a t ionne l s ,  il es t  6 v i d e n t  que  a + be est  i r ra t ionne l .  E n  effet ,  la d i f fdrence  a + be - 
( a + b e - 1 ) = b ( e - e - 1 ) = b .  E n  e x a m i n a n t  les a u t r e s  possibi l i tds  on v o i t  que  t ro is  de  
ces n o m b r e s  ne  p e u v e n t  pas  6tre  r a t i onne l s  en  m ~ m e  t emps .  

N o u s  au rons  ainsi  ~ d i s t i ngue r  onze  cas di f fdrents .  

1 ~ a est ra t ionnel ;  a + be  -1 et a + be sont  i rra t ionnels ;  a -  b est  rat ionnel .  

D a n s  ce cas il f a u t  que  b = -4-_ 1. D o n c  0 =a_+E,  off a es t  u n  n o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e l  
que l conque .  I1 y a 2 un i tds  b ina i res  a v e c  y : + 1. Le  n o m b r e  t o t a l  d ' un i t d s  b ina i res  
es t  dgal s 6. 

2 ~ a e t a  § be -~ sont  ra t ionne l s ;  a + be et a -  b sont  i rrat ionnels .  

D a n s  ce cas il f a u t  que  b = _+ e. D o n c  
~2 

O = a •  1 § ~ '  

a d t a n t  u n  n o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e l  que l conque .  I1 y a 2 un i tds  b ina i res  a v e c  y = + 1. 
Le  n o m b r e  t o t a l  d ' un i t 6 s  b ina i res  es t  dgal ~ 6. 

3 ~ a e t  a §  sont  ra t ionnels ;  a §  -1 et a -  b sont  i rra t ionnels .  

D a n s  ce cas  il f a u t  q u e  b = +_ e -1. D o n e  

0 = a ! e - l E  =a_+ (1 +E2), 

a d t a n t  u n  n o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e l  que l conquc .  I1 y a 2 un i tds  b ina i res  a v e c  y = + 1. 
Le  n o m b r e  t o t a l  d ' un i t d s  b ina i res  es t  dgal ~ 6. 
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4 ~ a e ta  + be -1 sont irrationnels; a + be et a -  b sont rationnels. 

D a n s  ee eas il f a u t  que  b = +_e -2. D o n e  

O = a • 1 7 7  ~, 

z = a - b  d t a n t  u n  n o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e l  que l eonque .  I1 y a 2 un i tds  b ina i res  a v e e  
y = + 1. Le  n o m b r e  t o t a l  d ' un i td s  b ina i res  es t  dgal ~ 6. 

5 ~ a et a -  b sont irrationnels; a +b~ -1 e t a  + b~ sont rationnels. 

D a n s  ce eas il f a u t  que  b = ___ 1. D o n e  

1 + ~  
O = a + _ ~ = z T - - - ,  

z = a + be d t a n t  u n  n o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e l  que l conque .  II  y a 2 un i tds  b ina i re s  a v e c  
y = + 1. Le  n o m b r e  t o t a l  d ' un i td s  b ina i res  es t  6gal ~ 6. 

6 ~ a e t  a +be sont irrationnels; a § -1 e t a - b  sont rationnel8. 

D a n s  ce cas il f a u t  que  b -  ___e -1. D o n e  

O=a+_e-l~=z ~ a, 

off z = a -  b e s t  u n  n o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e l  que l conque .  I1 y a 2 un i tds  b ina i res  a v e e  
y = + 1. Le  n o m b r e  t o t a l  d ' un i td s  b ina i res  es t  6gal s 6. 

7 ~ a est rationnel; a+be  -1, a+be  et a-b sont irrationnels. 

D a n s  ce cas il  f a u t  d v i d e m m e n t  que  b = _+e N, off 2 / e s t  un  n o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e t  
t e l  que  [ N [ > 1. On  a done  0 = a + end, off a es t  u n  n o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e l  que l conque .  
I1 y a une  seule un i t6  b ina i re  a v e c  y = + 1. Le  n o m b r e  t o t a l  d ' un i td s  b ina i res  es t  dgal 
~ 4 .  

8 ~ a, a + be -1 e t a  + be sont irrationnels; a -  best  rationnel. 

D a n s  ce cas on  a d v i d e m m e n t  b = +e ~,, off N est  u n  n o m b r e  en t i e r  r a t ionne l ,  dif- 
fd ren t  de  0, - 1  e t  - 2 .  On  a done  

O=a+_ eN~=z+_ zN(1 + ~)=zTeN+I~ :~, 

off z = a -  b e s t  u n  n o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e l  que l eonque .  I1 y a u n e  seule un i td  b ina i re  
a v e c  y = + 1. Le  n o m b r e  t o t a l  d ' un i td s  b ina i res  es t  dgal s 4. E n  p o s a n t  N 1 = N  + 1 on  
a u r a  la  c o n d i t i o n  I N l l  > 1 .  

9 ~ a, a + be et a - b  sont irrationnels; a + be -1 est rationnel. 

D a n s  ce cas on a ~ v i d e m m e n t  b = • e N, oh A r e s t  u n  h o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e l  te l  
q u e  I N I  > l .  On  a d o n e  

0 = a ~- eN~ = 2: ~_ e"V(~ - -  e -1  ) = g ~ ehr~ -1,  

off z =a +be -1 es t  u n  n o m b r e  en t i e r  r a t i o n n e l  que l conque .  I1 y a une  seule un i td  
b ina i re  a v e c  y = + 1. Le  n o m b r e  t o t a l  d ' un i td s  b ina i res  e t  dgal s 4. 
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10 ~ a, a +b~ -1 et a - b  sont irrationnels; a +be est rationnel. 

Dans  ce cas on a dv idemment  b = __e N, oh N est un nombre  ent ier  ra t ionnel ,  
d i f ferent  de 0, - 1  et  - 2 .  On a donc 

0 = a • eN~ = z • eN(~ -- S) = Z • ~N+I~, 

Off Z- -a  + be est un nombre  ent ier  ra t ionnel  quelconque.  I1 y a une seule uni td  binaire  
avec y = § 1. Le nombre  to ta l  d 'uni t~s  binaires  est  dgal ~ 4. E n  posan t  N 1 = N + 1 on 
au ra  la condi t ion  I NI I  > 1. 

11 ~ a, a §  -1, a +bs  et a - b  sont tous irrationnels. 

Dans  ce cas il n ' y  a que les possibili t~s x =  _+ 1, y = 0 .  Le nombre  to t a l  d 'uni t~s  
binaires  est  dgal s 2. 

Soit  N ( x - O y )  la forme b iquad ra t ique  cor respondant  au hombre  0. Alors,  il est  
~vident  que, dans  les six premiers  cas, ce t te  forme est  dquivalente  ~ la forme 

N (x - ~y) = x 4 + xay + x~y 2 + xy  a + y4. 

Dans  les cas 7-10 les formes sont  ~quivalentes  

N(x- ~hy), (5s) 

off n est  un  nombrc  ent icr  tel  que I nl  > 1, et  oh h p rend  les valeurs  h = - 2 ,  - 1 ,  + 1 
et  + 2. I1 est  dvident  que les formes 

N ( x - - s ~ h y )  et  N ( x - - s - ~ - ~ y )  

sont  ~quivalentes.  Donc,  il suffit  dans  (58) de supposer  n>~2. Encore,  il suffit  de 
p rendre  h = 1. En  effet, les formes 

N ( x  - s ~ y )  ct N ( x -  sn~hy) 

sont  dquivalentes .  I1 suffit  de le mon t r e r  pour  h = 2 .  Les nombres  conjugu~s de 
s ~  e sont  

sn~, e~-~, (_~)_.~, (_~)-n~-l. 

E n  p renan t  les inverses de ces nombres  et  en mu l t i p l i an t  ceux-ci  p a r  ( - 1 )  ~ on 
au ra  les nombres  

(_e)-~-2, (_~)-~2, ~n~-l, ~ ,  

qui sont  dv idemment  les conjugu~s de s~$. 
Pour  le d i sc r iminan t  du hombre  sn~ on t rouvera  aisdment ,  ~ l ' a ide  des formules  

du  numdro 6, l ' express ion 

D ( s ~ )  = 5[(s2~ + s-2n + 1( _ 1)~)2 _ ~]2, (59) 

va lab le  pour  tou tes  les valeurs  enti~res de n. Vu que 

~:2n __ ~:2n~ ~ 2 

lorsque n > n~ >~ 1, on mon t re ra  ~ l ' a ide  de (59), que 
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/9(e~) > D(en'~). 

I1 en r4sulte qu'il y a une infinit~ de classes de formes du type 

~ ( x  _enVy). 

En r~sumant nous aurons le 

(60) 

(61) 

Th~or~me 9. Dgsignons par M le nombre des reprdsentations de l'unitg par une /orme 
de la cat~gorie 6. Alors, on a M = 6  loreque celle-ci est dquivalente ~ la /orme N ( x - ~ y )  
et eeulement dans ce cas. On a M = 4  lorsque la /orme eet dquivalente & une /orme 
N(x -en~y ) ,  oie n est un  nombre naturel~2,  et seulement dane ce cas. Dans toue lee 
autres cas on a M < 2. Les /ormes N ( x  - ~ y )  et N ( x  - ~-l~y) eont Jquivalentes ~ N(x  - ~y). 
Le diseriminant de N ( x - ~ y )  est dgal ~ 125. 

Soit 0 un nombre entier du quatri~me degrg appartenant h K(~). Alors, il n' y a pour les 
solutions y de l'~quation N ( x - O y )  = 1 que les trois possibilitds y =0,  + 1 et - 1 .  

I1 rdsulte de l'indgalitd (60) qu'il y a une infinit~ de classes de formcs pour lesquelles 
M = 4 .  

17. Remarques sur les r6sultats obtenus dans les num6ros 11-16. Par  les th6or6mes 
2-9 le probl~me des unit6s binaires est r6solu pour les formes des cat6gories 2-14. 
Le th~or~me 1 d u n  ~ 4 se trouve d6montr6; ct nous avons pu caract6riser arithm6ti- 
quement les cas dans lesquels il y a 4, 6 et 8 repr6sentations de l'unit6. Le th~or~me 
1 peut 6tre compldt6 de la fa~on suivante : 

Th6or~me 10. Ddsignons par M le hombre des reprgsentations d'une /orme des catg- 
gories 2-14. Alors on a M <~ 8. Pour que M = 8 il /aut et il su//it que la /orme soit dquiva- 
lente 5 l 'une des deux /ormes 

((1, 0, - 1 ,  0, 1)) et ((1, - 1 ,  - 1 ,  1, 1)). 

Pour que M = 6 il ]aut et il su]/it que la /orme soit gquivalente & l'une des trois/ormes 

((1, 0, v ~, - 2 v ,  1)), ((1, 2t, t2+hl, hit, 1)) et ((1, 1, 1, 1, 1)) 

ole v e t  t sont des hombres naturels et h i =  •  le cas t=2 ,  h ~ = l  grant exclu. I1 y a une 
in/initd de classes de/ormee pour leequelles M = 6 dane chacune des catdgoriee 3 et 4. 

Soit donnde la forme ((ao, al, as, a3, a4) ). Si le corps K est engendrd par  l 'dquation 

ao x4 ~-al xa ~-a~x 2 § §  a =0,  

nous dirons que la forme est construite sur K. Si K appart ient  s la classe Z, la forme 
appart icnt  alors s la cat~gorie Z. 

Nous pouvons ajouter au thdor~me prdc~dent le 

Th~or~me 11.  La possibilitd M = 4  est r~alis~e dane routes les catggories des/ormes,  
exception/aite des categories 5 et 7. La condition ndcessaire et su//isante pour que M = 4 
est donnge dane les thdor~mes 4 et 9. 

Soit K un corps quelconque appartenant ~ une classe qui eet di//drente des deux classes 
5 et 7. Alors, il y a une in/initd de classes de ]ormes construites cur K pour lesquelles 
on a M = 4 .  
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D~monstration. I1 suffit de ddmontrer  la derni~re partie. I1 rdsulte du thdorbme 9 
que notre assertion est vraie lorsquc K est le corps de la classe 6. Soit main tenant  

un  nombre  entier qui engendre le corps K, et considdrons les anneaux entiers R 
de K dans lesquels l 'unitd fondamentale  E est du quatri~me degr6. 

Considdrons ensuite la forme 

2V(x - y E ) .  (62) 

Celle-ci a dvidemment  4 reprdsentations triviales de l 'unitd, ~ savoir pour  x = _!-1, 
y = 0  et pour  x = 0 ,  y =  + 1. NOUN allons d ' abord  montrer  clue R peut  ~tre choisi de 
fa~on qu'i l  n ' y  air pas d 'aut res  repr6sentations. Cela est dvident si K appar t ient  
une des classes 2, 8, 9, 10, I I ,  12 ou 13 (d'aprgs le thdor~me 5). D'apr~s les thdor~mes 
2, 3, 6 et 7 on a la m6me chose si K appar t ient  ~, une des classes 3, 4 ou 14, sauf si 
K est engendr~ par  un nombre  ~, racine de l 'une des quatre 6quations 

x 4 - x 2 + l  = 0  (classe 14), x 4 + v 2 x 2 - 2 v x + l  = 0  (classc 3), 

x 4 - x 3 - x 2 + x + 1 - 0  (classe 4), x 4 + 2 t x a + ( x 2 + h l ) x 2 + h l t x + l  = 0  (elasse 4). 

Supposons que K est engendrd par  ~. Si ~] est une racine de la premiere de ces 
dquations (classe 14), il suffit que la forme (62) ne soit pan dquivalente ~ la forme 
((1, 0, - 1, 0, 1)). D'apr~s le thdor~me 6 on a donc M = 4 .  

Si ~ est une racine de la seconde dquation (classe 3) il suffit de prendre 
R = R(3~). En  effet, dans ce can le discriminant de la forme (62) aura la valeur 
16he'31~(v 4+16),  oh h est un  nombre  naturel.  Vu que le nombre  3 ne divine paN 
w 4 + 16, on ne peut  paN avoir 

D(E)  = 16(w a + 16). 

D'apr~s le thdor~me 3 on a done M - 4 .  
Si ~ cst une racine de la troisi~me dquation (classe 4), il suffit de prendre 

R = R(5~). En  effet, dans ce can le discriminant de la forme (62) sera dgal ~ 117h25 m, 
oh h est un  nombre  naturel.  Alors, on ne peut  pan avoir M - 8  (thdor~me 2). Pour  
que M = 6 il fallait que 

D(E)  =9(t  4 - 4 h l t  2 + 16). 

Or, cela est impossible vu  que le nombre  t 4 - 4h l t 2q  - 16 n 'est  jamais divisible par  5. 
On a done M = 4. 

Si ~ est une racine de la derni~rc dquation (classe 4), il suffit de prendre t t  = R(5 ~:) 
pour  obtenir  une forme (62) pour  laquelle M = 4 .  On le reconnalt  par  le m~me 
raisonnement  que dans le can prdcddent. 

Par  consdquent, si noun prenons Fanneau R(15~), la forme (62) admet  exac~e- 
ment  4 reprgsentations. Pour  Ie discriminant de l 'unitg fondamentale  de R(15~) 
nouN avons 

D( E) = h2 D(15~) = h2151Z D(~), 

off h est un  nombre  naturel.  Soit main tenant  R 1 =R(15hcl~ ) un  anneau contenu dans 
R(15~), off c x est un nombre  n a t u r e l > l ,  et soit E 1 l 'unitd fondamentale  de R 1, 
laquelle peut  ~tre supposde d 'avoir  le degrd 4. Alors noun aurons 

D(E 1) = h21D(15he 1 ~) = h~ h~~ 
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h~ dtant  un nombre  naturel.  Nous en concluons que la forme 

N ( x - y E 1 )  (63) 

admet  exactement  4 reprdsentations vu  que le discriminant D(E1) est divisible par  
15. De plus, on a 

D(EI) > D(E), 

c I dtant  > 1. Ainsi les formes (62) et (63) ne sont pas 6quivalentes. On peut  cont inuer  
ce proc6d6 en passant  de l 'anneau R(15hCl~ ) & un troisi~me anneau R(15hhlclc22), 
off c 2 est un  nombre  naturcl  > 1. Cela d6montre  le th6or~me 11. 

18. Les formes engendr~es par une unit~. Considdrons les formes qui admet t en t  
8 ou 6 repr6sentations. C'est un  fait  intdressant qu 'une  forme de ce type  est toujours  
6quivalente s une forme ((1, - p ,  q, - r ,  1)), c'est-~-dire ~ une forme engendr6e par  
une unit6 (thdor~me 10). Cela est vrai m~me pour  les formes de la catdgorie 6 qui 
admet t cn t  4 reprdsentations (thdor~mc 9). Nous allons montrer  que les formes de la 
cat~gorie 13 qui admet ten t  4 representations ont  la m~me propri6t~. 

La  catdgorie 13 contient  un  seul corps, s savoir celui qui est engendr6 par  2-e~l/4- 

L 'uni td  fondamentale  du corps est ~ = ]/2 + 1. Soit 0 un  nombre  entier du quatri~me 
degr~ appar tenant  ~ K(~). Alors on a 

0 =a-~-b2, 

off a e t  b sont des nombres  entiers dans K(]/,2). E n  effet, si nous posons 

a =l  + mV2, b =ll+mll/~,  

oh l, m, 11 et m I sont des nombres  rationnels, nous aurons, vu  que V2 = 2 + 2 -1, 

0 = l  + m  1 + (11 + m ) ~  +m122 - m ~  3. 

Vu que les nombres  1, 2, ~2 et ~3 const i tuent  une base des nombres  entiers dans 
K(~), on en conclut que les nombres  m, ml,  11 et l sont des hombres  entiers rationnels. 
Done,  a e t  b sont des entiers dans K(~/2). 

Si x -  Oy cst une unit6 binaire on a dvidemment  

x - Oy = 2 h E ,  (64) 

off E est uric unit~ (rdelle) du corps K(V2), et off h a une des valeurs 0, 1, - 1  ou 2. 
E n  passant  ~ la relation imaginairement  conjugude on aura 

x - O'y = 2-hE, (65) 

le nombre  0' dtant  conjugud ~ 0. Des ~quations (64) et (65) il rdsulte que 

( - - O §  

~h ~ h 
- b y -  2 - 2  -1 E. (66)  
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h - 0  correspond $ y = 0 .  I1 suffit  de supposer  y positif.  Pour  h = l  on ob t ien t  de 
(66) : - by = E, donc y = 1. Pour  h = - 1 op ob t ien t  : by = E, donc y = 1. Pour  h = 2 on 
ob t i en t  

- b y  = (~ +~-~) E =~/2E. 

ce qui en t ra lne  y -  1. 
Dans  t o u s l e s  cas il f au t  donc que y - 1. 
Soit  Xo-O la va leur  cor respondante  de l 'uni td  binaire.  En  exdcu tan t  la t ransfor-  

m a t i o n  un imodula i re  
x - X §  y = Y  

sur la forme 1V(x- Oy) 

nous aurons  dv idemment  une forme du t y p e  

((1, - p ,  q, - r ,  1)). 

No t re  asser t ion se t rouve  ainsi  ddmontrde  et  nous pouvons  dnoncer le 

Th~or~me 12. Les /ormes admettant 8 ou 6 reprgsentations de l' unitg sont dquivalentes 
h des/ormes du type ((1, - p ,  q, - r ,  1)). 

Les /ormes des catdgories 6 et 13 qui admettent 4 reprgsentations de l'unitd sont dquiva- 
lentes ~ des/ormes du type ((1, - p ,  q, - r ,  1)). 

Dans  ce t r ava i l  nous n ' avons  pas  t ra i td  les formes de la catdgorie 1. ~ v i d e m m e n t ,  
il  f au t  t r a i t e r  celles-l~ pa r  des mdthodes  qui  different  essent ie l lement  de celles que 
nous avons  appliqudes ici. Nous  al lons re tourner  sur  ce t te  quest ion p roeha inement .  

Le seul  rdsul ta t  sur  les formes de la catdgorie 1 est contenu dans  le thdor~me de 
E k e n s t a m  clue nous avons  ment ionnd dans  le n ~ 4. Ce thdor~me regarde  seu lement  
des formes par t icul ibres  a p p a r t e n a n t  aux  catdgories 1, 2 et  8. E k e n s t a m  m o n t r e  
qu ' i l  y a au plus 6 reprdsenta t ions  de l 'uni td.  Or, nous avons  m o n t r d  que, pour  les 
catdgories 2 et  8, il y a au  plus  4 reprdsenta t ions  (thdor~me 5). Donc,  le rdsu l ta t  de 
E k e n s t a m  se rddui t  ~ la p ropos i t ion  su ivante  : 

Pour les /ormes ((1, - p ,  q, - r ,  1)) appartenant dt la catdgorie 1, il y a 4 ou 6 reprdsen- 
rations de l'unitd, pourvu que le discriminant soit > 1024. 

Remarque. II  n ' e s t  pas  diffieile de voir  comment  on peu t  procdder  pour  reconnai t re  
si la forme gdndrale du  premier  rang  

F(x, y) =ao x4 § al xay + a~x2y 2 § aaxy a § a4y 4, 

off a 0 e t a  4 sont  tous  les deux > 1, peu t  reprdsenter  un  nombre  na tu re l  donnd A ou 
non. E n  effet, soient  ~+fli, a - f i i ,  ~§  et ~ - ~ i ,  les nombres  ~,/~, ~ et  5 d tan t  
rdels, les racines de l 'dqua t iou  

aox a §  a § 2 § §  a =0 .  

Alors,  la forme peu t  s 'dcrire 

a0[(x -ay)5+_ (x _~y)fi]2 + a0[(x _ ~y)(x - y y ) T f i ~ ]  2. 

Donc,  si on a approx imd  les nombres  ~,/~, ~ et  (~ avec une exac t i t ude  suffisante,  il  
est  dv idemment  possible de calculer  des bornes  supdrieures et  infgrieures pour  les 
solut ions enti~res dventuelles de l ' dqua t ion  F(x, y )= A .  
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I1 est  v ra i semblab le  que cet te  m~thode  labor ieuse  et  peu  gracieuse puisse ~tre 
remplacde p a r  un crit~re a r i thmdt ique .  

29. Le ealcul num~rique.  Soit  donnde la forme b iquad ra t ique  du  premier  rang  

/ (x ,  y) = x ~ - p x a y  + qx2y 2 - r x y  a + sy  4. (67) 

Supposons  qu 'on  a vdrifid p a r  les mdthodes  convent ionnel les  qu'el le  est  i r rdduct ib le  
et  du rang  1. 

Soit  0 une racine de l '4qua t ion  b iquad ra t ique  

x 4 - p x  a §  2 - r x  + s  =0 .  

Pour  dd te rminer  la classe g laquelle a p p a r t i e n t  le corps K(0) il f au t  dd te rminer  les 
sous-corps quadra t iques  dventuels.  Pou r  effectuer  ce]a on peu t  former  la r~solvante  
cubique et  chercher  les racines ra t ionnel les  de eelle-ci; voir  p. ex. Nagel l  [7], p. 347-  
352. D'a i l leurs ,  il est  aussi  possible de dd te rminer  les sous-corps g l ' a ide  des formules  
(12)-(15) et  (12')-(15');  cet te  derni~re m~thode  est souvent  plus  avan tageuse ,  e t  on 
dd te rminera  en m~me t emps  les nombres  u,  v, u 1 et v r E n  voici le proc~dd : 

Si - A  n ' e s t  p a s - 1  (rood 4) on au ra  g rdsoudre le syst~me d '~quat ions  

p = 2u, q - u  2 § Av 2 § 2u1, r = 2 u u  I §  8 = u  2 §  

off p ,  q, r e t  s sont  connus. E n  ~l iminant  u des t rois  prdmi~res re la t ions  on au ra  l 'dqua-  
t ion 

~ p a _  p q  + 2r  = A v ( 4 v  1 - p v ) .  (68) 

Si le cStd gauche n ' e s t  p a s - 0  on aura  de cet te  ~quat ion un  nombre  l imit~ de pos- 
sibili tds pour  les ent iers  A, v e t  Vl; v peu t  ~tre choisi posit if .  F i n a l e m e n t  on au ra  
contrSler  si les valeurs  ainsi  t rouvdes sa t is font  g la re la t ion  s =Ul e § ou non. 

Si le cStd gauche dans  (68) est  =O, on au ra  ou v = 0  ou p v = 4 v  1. Dans  le p r e mie r  
cas le syst~me g r~soudre sera 

q - ~p~ = 2 u p  r = p u p  s = u~ § Av~. 

Donc, si p = 0 ,  on aura  u =0 ,  r=O,  % = � 8 9  et  s _  ~1"2 =Ao,2.~1, de la derni~re re la t ion  on 
aura  un  nombre  fini de possibili t~s pour  A et  vl; en effet, on ne peu t  pas  avoi r  s = ~q2, 
puisque l ' dqua t ion  b iquadra t ique  est  i r rdduct ible .  S i p  ~:0, on au ra  

Ul P l q _ ~ p 2 ,  s p~ 

off la derni~re re la t ion  donnera  un  hombre  fini de va leurs  de A et  de Vl; en effet, v 1 
ne peu t  pas  ~tre = 0  lorsque v - 0 .  

Considdrons ensui te  le cas p v  = 4 v  1. Si p - O ,  on au ra  alors v 1=0 ,  r = 0 ,  s - u ~  et  

q - 2u 1 = q - 21/s= Av ~, 

d 'of i  rdsul tera  un nombre  fini de possibil i tds pour  A et  v. Si enfin p 4 0 ,  on ob t i endra ,  
en d l iminant  v, 

p2(sp ~ - r e) = Ave( 64Av~ - 16pr  +p~) ,  

513 



T. NAGELL, Les reprdsentations de l'unhd par les formes binaires biquadratiques 

1 
Ul = ~_2 (pr - 8Ave). 

P 

Si sp ~ -  r 2 # 0 ,  
f a u t  que 

on aura  un  nombre  fini de possibil i tds pour  A et  v. Si sp ~ -  r 2 =0 ,  il 

64AVl ~ - 16pr § p4 = O. 

Cet te  dquat ion donnera  un nombre  l imitd de possibi l i tds pour  A e t  v, sinon p 4 =  16pr. 
Or, ce]a e n t r a i n e r a i t  

q=~p~,  r = l p S  et  s =  l p r  

Donc,  le po lynome  b iquad ra t ique  au ra i t  le zdro x = �88 
Si f ina lement  - A -  1 (rood 4) on procddera  d ' une  fa~on analogue  avec le sys t~me 

1 2 1 2 - - 1  1 - -  1 ~ , 2  ~ 1 A ~ ,  2 p=u,  q=~u §  § r - ~ u u l  +~Avvl,  8 - - ~ r  1. 

Exemple 1. Consid~rons la forme 

/(x, y) = x 4 -:ray + 2 x y  3 +y4. 

Vu que p est  impa i r  on do i t  avo i r  A -- - 1 (rood 4). Nous  aurons  le sys t6me 

I 1 1 2 1 2 l = u ,  O = ~ u 2 + ~ A v 2 + % ,  - 2 = ~ u u ~ + ~ A v v ~ ,  l = ~ u l + ~ v l A .  

On t rouve ra  a isdment  que ce sys t6me est  sa t is fa i t  pa r  les nombres  

u = l ,  v = l ,  u 1 -  --1, Vl = --1, A = 3 ,  

et  seulement  p a r  ces nombres .  Le seul sous-corps est  K0  / - 3 ) ,  e t  la forme appar t ien$  
la catggorie  4. La  forme a le d i sc r iminan t  189. Donc, elle n ' e s t  pas  dquivalente  

la forme ((1, - 1 ,  - 1 ,  1, 1)), e t  le nombre  de reprdsenta t ions  de l 'un i td  est  au plus  
dgal ~ 6. Alors,  il f au t  examine r  si la forme est  dquivalente  ~ la forme 

x 4 +2txay + (t 2 +hl)x2y 2 +ht txy  a +y~. 

Le d i sc r iminan t  de celui-ci est  dgal 

9(t 4 - 4 h l  t~ + 16). 

Ce dern ier  nombre  est  dgal ~ 189 pour  t = 1, h i = - 1 ,  e t  on voi t  imm6d ia t e me n t  que  
les deux formes sont  dquivalentes .  I1 en rdsulte que l ' dqua t i on / (x ,  y) = 1 admet ,  ou t ro  
les 4 solut ions t r iviales ,  les solut ions x =  - 1 ,  y =  + 1  et  x =  +1 ,  y =  - 1 .  

Exemple 2. Considdrons la forme 

[(x, y) = x  4 + 4x~y 2 + 12xy a + 19y 4. 

Dans  ce cas nous al lons nous servir  de la rdsolvante  cubique.  Celle-ci sera 

z s + 8z 2 - 60z - 144 = 0 

avec les racines  z =  - 2 ,  6 et - -12,  cor respondant  aux  sous-corps 

K(V~-2) ,K(V6)  et K ( V - 3 ) .  
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Ainsi, la forme a p p a r t i e n t  ou 5  ̀la catdgorie 11 ou 5  ̀la cat~gorie 12. Pour  vdrifier 
qu 'on  a la derni~re catggorie des deux,  il suffi t  de mon t r e r  que les corps biqua~lrati-  
ques engendrds pa r  la forme soient  aussi  engendrds p a r  les nombres  

V - 5 -T 2 V6-, (69) 

off 5 § 21/6 est  l 'uni td  fondamenta le  de K(V6). Les nombres  (69) sont  racines de l 'dqua-  
t ion  

x 4 + 10x ~ + 1 = 0 ,  

don t  la rdsolvante  cubique est  

z 3 + 20z 2 + 96z = 0. 

Cet te  dquat ion a d m e t  les t rois  racines ra t ionnel les  z = 0 ,  - 8  et  - 1 2 ,  lesquelles cor- 

r e sponden t  aux  sous-corps K(V6), K ( J / - ~ )  et  K ( ~ / - 3 ) .  
I1 reste  5  ̀ examiner  si la forme a d m e t  4 reprdsenta t ions .  Pou r  cela nous prenons  

A =2 ,  ce qui en t ra ine  u =0 ,  v = 1, u 1 = 1, v 1 = - 3 ;  formules  (12)-(15). D 'apr~s  la for- 
mule  (21) on ob t ien t  pour  une solut ion dventuel le  x = v i / d  = - 3 ,  y = v / d  = 1. Or, cela 
n ' e s t  pas  nne solut ion d e / ( x ,  y) = 1. Donc les seules solut ions sont  x = __+ 1, y = 0. 

E x e m p l e  3. Consid~rons la forme 

/ ( x ,  y)  = x 4 - 2x3y  + 5x~y ~ - 6 x y  a § 3y  4. 

Si A n ' e s t  pas---- - 1  (mod 4) on au ra  le syst~me 

u = l ,  4 = A v  2 + 2 u l ,  3 = u I § A v v  v 3 = u~ + Av~.  

I1 en rdsulte 2 =Av(2v 1 - v ) ;  

e t  on t rouve ra  comme seule solut ion 

u = l ,  v = l ,  u l = l  , V l = l  , A = 2 .  

Si A = - 1  (mod 4) on aura  le syst~me 

u = 2 ,  1 6 = A v  ~ §  1 2 = 2 u  l §  1 2 = u ~ §  

En  d l iminant  Ul, il r~sulte de 15̀  

8 = Av(2v 1 - v). 

Or, ce t te  dquat ion ne donnera  aucune  solution.  Donc,  il y a l e  seul sous-corps K(] / - 2 ) ,  
e t  la forme a p p a r t i e n t  5, la cat~gorie 2. 

D 'apr~s  la formule  (21) on ob t ien t  x = v l / d  = 1, y = v / d  = 1. Donc,  l '~qua t ion / (x ,  y)  = 1 
a d m e t  4 solutions.  

20. Le nombre  de repr6sentat ions de l 'unit~ apr~s une t ransformat ion  lin~aire. 
Consid~rons de nouveau  la forme binaire  gSngrale du  n-i~me degr$ (n ~> 3) 

F ( x ,  y)  = x  n + a l x n - l y  + ... + a n y  n, 

5  ̀ coefficients ent iers  et  i r rdduct ible .  Supposons  que l '~quat ion  
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F(x, y) = 1 (70) 

a lcs solutions suivantes en nombres  entiers : x~, Yi pour  i = 1, 2, ..., m. Par  la trans- 
format ion lindaire 

x = e X + / Y ,  y = g X + h Y ,  

off e , / ,  g et h sont des nombres  entiers tels que le ddterminant  eh- /g  =5  soit diffdrent 
de zdro, la forme sera transformde dans la forme G(X, Y). Les solutions dventuellcs 
en nombres  entiers Xi, Y~ de l 'dquat ion transformde 

G(X, Y) = 1 (71) 

seront donndes par  les relations 

1 1 
X, = ~ (hx, - /y ,) ,  Y, = ~ ( - gx, + eye). (72) 

Ddsignons par  m* le nombre  de solutions entibres de (71). Alors on a m ~>m*. Pour  
qu 'on  ait m = m *  il faut  que les nombres  g e t  h soient divisibles par  5. En  effet, ~ la 
solution x = l ,  y = 0  de (70) correspond la solution X=h/5 ,  Y=g//5 de (71). Vu que 
y~ =gXi +hYi, on en conclut que routes les solutions y~ de (70) sont divisibles par  (~. 
La condition ndcessaire et suffisante pour  m=m* est donc qu 'on  air 

g=~h=~yi-O (rood 5). 

Supposons main tcnan t  que, dans la forme F(x, y), le dernier coefficient a n e s t -  1. 
Alors, si ]c~] >1  et si m=m* on aurai t  en outre la condition e=-[=-O (mod (~) ce qui 
est impossible. Dans  ce cas on a donc m >m*.  Ce rdsultat peut  6tre appliqud ~ nos 
formes biquadrat iques des catdgories 2-14. En  t i rant  profit  du thdorbme 12 nous 
aurons : Si une forme biquadrat ique F admet t an t  m > 4  reprdsentations de l 'unitd 
subit une t ransformat ion lindaire non-unimodulaire,  le nombre  m* des reprdsentations 
de la forme rdsultante G est < m .  Si la forme F appart ient  ~ l 'une des catdgories 6 et 
13 et si m =4 ,  le nombre  m* sera au plus dgal ~ 2. 

w 6. Sur la possibilit6 de g~n~raliser les r~sultats pr6c6dents 

21. Les [ormes binaires cyclotomiques. On peut  se demander  s'il est possible d'd- 
tendre ~ des Iormes binaires de degrd supdrieur lcs rdsultats obtenus dans les pages 
prdcddentes. Alors, il fau t  observer que le succ~s dans nos recherchcs sur les formes 
biquadrat iques /(x, y) ddpendait  sur tout  des deux faits suivants : 1 ~ Les racines 
de l 'dquation /(x, 1 ) = 0  sont toutcs  imaginaires; 2 ~ les corps engcndrds par  cette 
dquation contiennent  des sous-corps quadratiques.  Nous n 'avons  pas l ' intent ion 
d 'aborder  la question dans toute  son dtendue ici. Nous nous contenterons de montrer  
qu'il est rdellement possible de faire des gdndralisations dans certaines directions. 
I1 y a un type  particulier de formcs qui se prdsentent d 'une  fa~on naturelle, ~ savoir les 
formes binaires cyclotomiques. 

La  forme G(x, y) scra appelde/orme binaire cyclotomique d'index n lorsquc'elle jouit  
des propridtds suivantes : Les coefficients sont  des entiers rationnels. L 'dquat ion  
G(x, 1 ) = 0  est irrdductible, et les racines de cclle-ci engendrent  le corps K(~), off 
est une racine n-i~me primitive de l 'unitd. Cette forme, qui est de degrd ~v(n), poss~de 
les qualitds dont  il s 'agit.  Le cas le plus simple est la forme ddfinie par  la relation 
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Fn(x ,y )  = YI  (x - ~y), (73) 

le produi t  d tant  dtendu s routes les racines n-i~mes pr imit ives  de l 'unitd. Celle-ci sera 
appelde l a / o r m e  binaire cyclotomique/ondamentale  d ' index n. Nous venons  de t ra i te r  
trois formes de ce type  dans les pages prdcddentes, s savoir  les formes du quatr i~me 
degr~ Fs(x  , y), Fs(x  , y) et F12(x, y). 

I1 est facile d '~tabl ir  le r6sultat  su ivant  : 

Th~or~me 13. D~signons par  M le nombre des solutions de l 'dquation diophantienne 

F~(x, y) = 1 
en hombres entiers x, y. Alors,  on a 

1 ~ pour  n = p  ~, p hombre premier  impair ,  o ~  1, M = 6 ;  

2 ~ pour  n = 2 p  ~, p hombre premier  impair ,  zr >~ 1, M = 6; 
3 ~ pour  n = 28, fl >~ 2, M = 4; 

4 ~ dans tous lee autres cas M = 8 .  

Dane  tous lee cas on a l e s  quatre solutions x =0,  y = _+ 1; x = ___ 1, y =0;  dans le premier  
cas on a encore x = - y = +_ 1; dans le second cas on a encore x = y = +_ 1; et dans le dernier 
cas on a encore x = l ,  y =  +_1; x =  - 1 ,  y =  •  

Pour  la ddmonst ra t ion  voir  Nagell  [10], p. 153-156. Nous profi tons de l 'occasion 
pour  aviser les corrections suivantes  au t ravai l  [10] : La  formule  (18), page 159, dolt  
4tre 

D~ = ( -  1) ~(n' 1-I p '~>[~-~i ] .  
p 

Page 160, ligne 5, ~ par t i r  d ' en  bas, il f au t  a jouter  de apr~s le m o t  entiers. Page 
164, ligne 2, ~ par t i r  d ' en  bas, on doit  lire K,~ au lieu de KN. Page 165, ligne 3, s pa r t i r  
d ' en  has, il f au t  lire 

e 2~i/11 e t  e 2zti/13 -]- e -2~i /13.  

Page 170, dans la formule (33) il f au t  remplacer  Q( pa r  (e 1. Page 171, la ligne 5 dolt  

~ t r e e t ~ 2 . . . s ~ = - l .  P a g e 1 7 8 , 1 i g n e 1 3 ,  o n d o i t l i r e  (A/ - - )=+I .  

Nous avons  besoin du lemme suivant  : 

Lemme  1. Soit  ~ une racine n-i~me pr imi t ive  de l' unitg, n > 4 ,  et soit 0 u n  nombre 
entier du corps K(~). Alors,  on a 0 = a  +b~, oit a et b sont des hombres entiers du corps 
K ( ~  + ~-~). 

D~monstration. Soit 0' le nombre  imagina i rement  conjugu6 de 0. Alors on a 0 ' =  
a + b~ -1, d'ofi 

0 --0 '  = b(~ -~-1) .  

Vu que les nombres  1, ~, ~2 . . . . .  ~r off ~ =el(n), const i tuent  une base des nombres  
entiers dans K(~), nous avons 

0 = c  o +c1~ +c2~ 2 + ... +c~_1~ ~-~, 

les nombres  co, cl, c2 etc. ~tant  des entiers rationnels.  Donc 

0 - O' = q ( ~  - ~ - ~ )  + c2(~  ~ - ~-~) +. . .  + C ~ _ l ( ~ - ~  - ~ -  ~ § ~). 
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I1 en rdsulte que le nombre  

est  un  ent ie r  r~el. Alors,  le nombre  

0-0' 
b : - -  

a = �89 +0') -�89 § =0 - b ~  
est  aussi  un ent ier  rdel. 

Dans  les exposes sur la thdorie  des corps cyclotomiques  on t rouve  la p ropos i t ion  
su ivan te  : 

Lemme 2. Soit n - p ~ ,  o~ p e s t  un hombre premier impair, et soit ~ =e eml~. Alors, 
toute unitd du corps K(~) est dgale au produit d'une unitd r&lle de ce corps par une 
racine n-i~me de l'unitg. 

Pour  la ddmons t r a t ion  voir  H i lbe r t  [11], p. 335. 
Nous  allons d tabl i r  le thdor~me que voici : 

Th~or~me 14. Soient ne t  ~ dg/inis comme daus le lemme 2. Encore, soit 0 un hombre 
entier de degr~ of(n) appartenant & K(~), et eonsid&ous la /orme binaire de degrd ~v(n) 

G(x, y ) = N ( x - O y ) ,  

oie N signi/ie la norme darts le corps K(~). 
D&ignons par M le hombre de solutions de l'dquation 

G(x, y) = 1 (74) 

en nombres entiers rationnels x, y. Alors, M est au plus dgal h 6. Pour qu' on ait M > 4 
il /aut et il su//it que G(x, y) soit dquivalente & une /orme zV(x-MY), o~ ~ est une unitd 
de degrd el(n) du corps K(~). Le cas M = 6  est possible seulement pour un nombre /ini de 
classes de/ormes, p. ex. pour la classe repr&ent& par Fn(x, y). 

Si G(x, y) n'est pas gquivalente & une /orme du type N(x  -MY) on a M =2 .  
Pour les solutions y de (74), il n 'y a que les trois possibilit& y = 0 ,  + 1 et - 1 .  
Ddmoustration. S i x  -Oy  est une uni td  binaire,  avec y :t:0, on a, d 'apr~s  le l emme 2 : 

x - O y  =~hE, (75) 

off E est une uni td  rdelle, e t  oh h e s t  un  ent ier  ra t ionnel ,  qui n ' e s t  pas  divisible  pa r  n. 
D 'apr~s  le lemme I nous avons  0 = a  +b~, off a et  b sont  des hombres  ent iers  du  corps 
K(~ +~-1).  E n  pas san t  de (75) g la re la t ion  imag ina i r emen t  conjugu~e nous aurons  

x - O ' y  =~-hE. (75') 

I1 en rdsulte,  vu  que 0'= a + b~ -1, 

- b y =  ~ _ ~ - 1  E = ~ E .  (76) 

Ici  ~ est  une unitd,  si h n ' e s t  pas  divisible  pa r  p .  Supposons  ensui te  que h =p~h 1, 
off h 1 n ' e s t  pas  divis ible  p a r  p;  h n ' e s t  pas  divisible  p a r  n =p~, done fl < ~. Alors,  nous 
avons  les re la t ions  d ' id~aux  su ivantes  

( p ) = ( 1 - ~ ) r  e t  ( 1 - ~ ' ~ ) = ( 1 - ~ ) v ~ .  
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I1 en  rdsul te  que  l ' idda l  

(n) = 1 ~ ]  = (1 - ~)pfl-1 

n ' e s t  pa s  d iv i s ib le  p a r  (p), v u  que  p ~ - I  < ~ ( n ) .  Donc ,  on  conc lu t  de  (76) que  y = •  
clans toutes les unitds binaires # • 1. Si x 0 es t  une  v a l e u r  ent i~re  c o r r e s p o n d a n t  
y = + 1 nous  a u r o n s  

0 = x 0 - ~hE. 

es t  d q u i v a l e n t e  s la f o r m e  N(x -~hEy) .  Considdrons  Donc ,  la  f o r m e  N(x-Oy)  
l ' d q u a t i o n  

N ( x - ~ h E y ) = l .  (77) 

Cel le-c i  a l e s  q u a t r e  so lu t ions  t r iv ia les  : x = 0 ,  y = _ 1; x = • 1, y = 0 .  S ' i l  y e n  a d ' a u t r e s ,  
:il f a u t  que  y = • 1. Soi t  x = Xl, y = + I e t  x = - Xl, y = - 1 u n e  pa i re  de  so lu t ions  de  
(77) a v e c  x I # 0 .  Si nous  exdcu t ions  sur  la  f o r m e  IV(x--~hEy) la t r a n s f o r m a t i o n  un i -  
m o d u l a i r e  

X = X l X - ( X l - 1 )  Y , y = X - Y ,  

nous  a u r o n s  u n e  a u t r e  f o r m e  N ( X  - 0 1  Y ) ,  

'Ol~l 01 es t  u n  n o m b r e  en t i e r  de  degrd ~(n)  a p p a r t e n a n t  ~ K(~). 
La  c o r r e s p o n d a n c e  en t r e  les so lu t ions  des  d e u x  dqua t ions  (77) e t  

N (X - 01 Y) = 1 

e s t  mi se  en  dv idence  p a r  le t a b l e a u  s u i v a n t  : 

(78) 

x 

Y 
x 
Y 

0 
- 1  

x 1 - 1 
x 1 

0 
1 

1 - x 1 

- -  X 1 

- 1  
0 

--1 

x 1 

1 
1 
o 

- -  x 1 

- 1  
- 1  

0 

I c i  il f a u t  que  [ Y [ ~< 1. I1 en  rdsul te  que  x x = • 1, le s igne de  x 1 d d p e n d a n t  de  l ' un i t d  
~hE. O n  en  conc lu t  qu ' i l  y a au  p lus  2 so lu t ions  de  (77) o u t r e  les q u a t r e  so lu t ions  
t r iv ia les .  Les  d e u x  so lu t ions  add i t ionne l l e s  s e ron t  x = - y = •  si X x = - I  , e t  
x = y =  •  si x l =  + 1 .  

L a  f o r m e  Fn(x, y) r ep rdsen t e  d v i d e m m e n t  u n e  classe a y a n t  M = 6 .  D a n s  le cas  de  
n = 5 nous  a v o n s  m o n t r d  que  c e t t e  classe es t  la seule  p o u r  l aque l l e  M = 6 ( thdorbme 9). 
D a n s  le cas p lus  gdndral ,  que  nous  a v o n s  ici, nous  p o u v o n s  s e u l e m e n t  m o n t r e r  qu ' i l  
y a un  n o m b r e  f ini  de  classes de  fo rmes  a v e c  M = 6. E n  effet ,  la  c o n d i t i o n  ndcessai re  
e t  suf f i san te  p o u r  M = 6 est  que  le n o m b r e  

x 1 - ~ E  = • 1 - ~hE 

so i t  u n e  uni td .  Or, nous  a v o n s  m o n t r d  que  cela es t  possible  s e u l e m e n t  clans u n  n o m b r e  
f in i  de  cas; v o i r  Nage l l  [8], t hdor~me  8. 

Le  thdor~me  14 se t r o u v e  ainsi  ddmont rd .  D a n s  le cas de  n = 5  nous  a v o n s  o b t e n u  
u n  rdsu l t a t  p lus  comple t .  I1 es t  fac i le  d ' d t a b l i r  u n  rdsu l t a t  a n a l o g u e  dans  le cas  de  
n = 2  ~, fl~>3. N o u s  a v o n s  ddj~ t r a i td  le cas de  n = 8  ( thdor~mes 5, 11 e t  12). On  p e u t  

519  



T. ~IAGELL, Les repr~sentations de l 'unitd par  les formes binaires biquadratiques 

aussi t rouver  des r6sultats analogues dans les cas suivants  : l ~ n = 4 n l ,  n I 6 t an t  
divisible par  u n  nombre  premier  impair;  2 ~ n e s t  divisible par  deux nombres  premiers  
impairs  diffdrents. Le cas de n =  12 se t rouve rdsolu dans les thdor~mes 2, 6 et 11. 

22. Cas g6n6ral des formes binaires de degr6 s u # r i e u r .  Soit F(x ,  y) une  forme 
binaire  construite sur le corps K, ~ coefficients entiers rat ionnels  et irr6ductible dans  
le domaine rat ionnel .  Supposons que K cont ient  u n  sous-corps quadra t ique  imaginaire  

engendrd par  le nombre  l / - A ,  off A est un  nombre  naturel ,  qui n ' e s t  divisible par  
aucun  carrd > 1. Cela 6rant,  on peut  6videmment ,  en g6ndralisant les ra i sonnements  
du w 3, t rouver  une l imite supdrieure du nombre  de solutions de l '6quat ion  dio- 
phan t i enne  

F(x ,  y) = 1. 

Nous nous contentons  d ' i l lustrer  ccla par  l 'exemple oh, F(x ,  y) est du sixibme degrd. 
Soit 0 u n  nombre  entier  qui engendre le corps K du sixibme degr6, et soit 

F(x ,  y ) = N ( x - O y ) ,  

off N ddsigne la norme duns le corps K. 
Alors, 0 est racine d 'une  6quat ion cubique 

X 3 --  I (U  § V V ~ A ) x  2 + �89 (u  I + v I ~ / - -  A) x --  1 (u  2 + Y2 ~ - A) = 0 ,  

off u, v, Ul, Vl, u 2 et v 2 sont  des nombres  entiers rat ionnels,  tels que u - v  (mod 2), 
u l -~v  1 (mod 2), u2=-v ~ (mod 2); si A n 'cs t  pas---- --1 (rood 4) tous les nombres  u, v, 
u 1, v 1, u 2 et v 2 sont  pairs. 

Main tenan t ,  soit x - O y  une  unitd binaire avec y #0 .  Pour  plus de simplicit6 nou~ 
supposons que A # 1  et *3 .  Alors, on aura dvidemment  

x a - ~ (u + vV ~- A) x2y + �89 (u 1 + v 1 l / - A)  xy  ~ - �89 (u s + v 2 ~/Z A) ya = • 1. 

I1 en rdsulte 
3 1 2 1 2 x - ~ u x  y + ~ u l x y  - ~ u ~ y  a= _ l ,  (79) 

- vx~y + v l x y  2 - v~y a = 0. (80), 

Soit d ' abord  vv 2 # 0 .  Alors, on aura  de (80) au plus deux valeurs rat ionnelles  de 
x/y ,  donc deux paires de valeurs x, y. Ainsi, l '6quat ion  .F(x, y) = 1 a au plus 4 solu- 
t ions avec y #0 .  Nombre  tota l  de solutions ~< 6. 

Si ensuite v = 0  et v 2 # 0  , on aura  v l x - v ~ y = O  , donc les solutions x = % / d ,  y =v l / d  
et  x = - v 2 / d  , y = - v l / d  , off d = ( v l ,  v~). Nombre  tota l  de so lu t ions~4 .  

Si v 2 - 0  et v # 0 ,  on aura  ou x = 0  correspondant  ~ y =  _+1, ou - v x + v l y = O  , d'o• 
les solutions x = Vl/d , y = v/d et x = - v i / d  , y = - v / d ,  avec d = (v, vl). Nombre  total  de 
solutions ~< 4. 

Si enfin v 2 = v  =0 ,  il fau t  que x =0 ,  valeur correspondant  ~ y = _+ 1. I~ombre total  
de solutions ~< 4. 

Nous avons ainsi 6tabli  le 

Th~or~me 15. Soit  0 u n  nombre algdbrique entier du sixi~me degrd. Supposons  que le 

520 



ARKIV FOR MATEMATIK. B d  5 nr  33  

corps  K(0) cont ient  u n  sous-corps  quadra t ique  imag ina i re ,  d i / fdren t  des corps  K ( ~ )  

et K ( ~ - 3 ) .  A l o r s  le nombre  de so lu t ions  en nombres  en t iers  ra t ionne ls  de l Y q u a t i o n  

N ( x  - Oy) = 1 

est  a u  p l u s  dgal h 6. 
P o u r  les f o r m e s  d ' u n  degrd  sup~r ieu r  ~ 6 on  a u r a  u n e  l imi t e  d d p a s s a n t  6. 

I N D E X  B I B L I O G R A P H I Q U E  

1. HERMITE, CH., Sur l"introduction des variables continues dans la th~orie des nombres, Journ. 
f. Math. Bd. 41 (1851). 

2. ARlVDT, A., Zur Theorie der bin~iren kubischen Formen, Journ. f. Math. Bd. 53 (1858). 
3. BERWICK, W. E. H. and G. B. MATHEWS, On the reduction of arithmetical binary cubics 

which have a negative determinant,  Prec. London Math. Soc. 10 (1912). 
4. MATHEWS, G. B., On the reduction and classification of binary cubics which have a negative 

determinant,  ibid. 10 (1912). 
5. LAGRANG~, J.  L., (:Euvres, t. II.  
6. NAOELL, T., Zur algebraischen Zahlentheorie: Math. Zeitschrift, Bd. 34, Berlin 1931. 
7. NAGELL, W., Sur quelques questions dans la th~orie des corps biquadratiques, Arkiv fSr 

matematik,  Bd. 4, hr. 26, Stockholm 1961. 
8. NAGELL, T., Sur une propri4t~ des unit~s d 'un corps alg6brique, Arkiv fSr matematik,  Bd. 5, 

nr. 25, Stockholm 1964. 
9. HASSE, H., Zahlentheorie, Berlin 1949. 

10. NACELL, T., Contributions & la th6orie des corps et des polynomes cyclotomiques, Arkiv fSr 
matematik,  Bd. 5, nr. 10, Stockholm 1963. 

11. HILBERT, D., Die Theorie der algebraischen ZahlkSrper, Jahresber.  d. Deutschen Mathem. 
Vereinigung, Bd. 4, Berlin 1898. 

12. LJUNOGREN, W., Om fremstillning av hele tal r e d  binmre bikvadratiske former a v e n  speciell 
klasse, Norsk Matem. Tidsskrift, Bd. 26, Oslo 1944. 

13. LJU~GORE~, W., Einige Eigenschaften der Einhciten reeller quadratischer und rein-bi- 
quadratischer ZahlkSrper, Skrifter Norske Vidensk. Akad. Oslo. I Matem.-Naturv. Klasse, 
no. 12, 1936. 

14. THUE, A., Uber die Unl6sbarkeit der Gleichung ax ~ + bx + c = dy n in grossen ganzen Z~hlen 
x und y, Archly for matem, og naturvid. B XXXIV,  Nr. 16, Krlstiania 1917. 

15. SIEGEL, C. L., ~be r  einige Anwendungen diophantischer Approximationen, Abhdl. Preuss. 
Akad. d. Wissensch. Berlin. Jahrg. 1929. Phys.-Math. Klasse, Nr. 1. 

Tryckt den 19 januari 1965 

Uppsala 1965. Almqvist & Wiksells Boktryckerl AB 

521 


