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Contr ibut ions /I  la th6orie des modules  et des anneaux 
alg6briques 

Pa r  TRYGVE NAG-ELL 

w 1. Th6or/~me sur un  d6terminant 

1. So ien t  al ,  a s . . . . .  a n des  nombres  en t ie rs  r a t ionne l s  te ls  que  (a 1, a s . . . . .  an) = 1 e t  
te l s  que  a l > ~ a s ~ . . .  >~an>~O. N o u s  d i rons  que  le sys t~me [al, as, ..., an] a la  hau teur  

S(ai)  = a  I + a s + ... +a~.  La  h a u t e u r  a sa v a l e u r  m i n i m u m  1 p o u r  le sys t~me [1, 0, 0, 
.... 0] e t  s e u l e m e n t  p o u r  ee syst~me.  E n  r e m p l a g a n t  le n o m b r e  a 1 p a r  la  diff6rence 
a l - a  z nous  aurons  un  au t r e  sys t~me [bl, b~ . . . . .  bn] , oh bx =as ,  b 2, ..., bn sont  des  
n o m b r e s  en t ie rs  r a t ionne l s  te l s  que  (bl, bs, ..., bn) = 1 e t  te ls  que  b 1 ~> b s >~... >~ b, >~ 0. 
Si le sys t~me [al, a s . . . . .  an] es t  d i f fe ren t  de  [1, 0, 0 . . . . .  0] il es t  6v iden t  que  S(bt) < 

S(a~). E n  p roc6dan t  de  ce t t e  mani~re  on au ra  des  sys t~mes de  hau t eu r s  t ou jou r s  
d6croissantes ,  e t  apr~s un  ce r t a in  n o m b r e  de  lois on f in i ra  avec  le sys t~me [1, 0, 0 . . . . .  0]. 

2. Ce que  nous venons  de  d6ve lopper  nous  se rv i ra  & ~tabl i r  le r6su l ta t  su ivan t  : 

Th~or~me 1. Soien t  donnds les nombres  entiers ra t ionnels  al ,  a 2 . . . . .  an, p remier s  
entre eux  (n >~ 2). Alors ,  l Y q u a t i o n  

X l l  X12 . . .  Xln  

xsl  xss . . .  xzn 

D . . . . . . . . . . . .  1 (1) 

X n - l , 1  X n - l , 2  . . .  Xn-1 ,  n 

a 1 a s . . .  an 

a des solut ions  en nombres  entiers ra t ionnels  x i j  p o u r  i = 1, 2, ..., n - l ;  ~ = 1, 2, ..., n. 

Ddmons t ra t ion .  I1 suff i t  6 v i d e m m e n t  de  supposer  q u e  a 1 ~>a z ~> ... >~a~ ~>0. N o u s  
nous  se rv i rons  de  la  m6 thode  d ' i n d u e t i o n  compl&e .  E n  effet ,  le th6or~me est  v ra i  
p o u r  t o u s l e s  n lorsque  la  h a u t e u r  du  sys t~me [al, a s . . . . .  an] est  6gal/~ 1, e 'es t -s  
l o r s q u e  a I = 1, a s = a  s = ... = a  n = 0 .  Car, dans  ce cas l ' 6qua t ion  (1) au ra  la  fo rme  

X12 - - .  X l n  

_+ xs~ -.. xsn 

X n - l , 2  . . .  X n - l . n  

6qua t ion  qu i  a t ou jou r s  des  solu t ions  enti~res.  

= 1 ,  
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Nous supposons ma in t enan t  que le thdor~me est vrai  pour t o u s l e s  n lorsque le 
syst6me [al, a2, ..:, an] est d 'une  hauteur  ~<N - 1, off N e s t  un  nombre na ture l  >~ 2. 
Supposons ensuite que la hauteur  du syst6me [al, az . . . . .  a~] dans (1) est dgal s N. 
L 'dquat ion (1) peut  s'dcrire 

Xll X12 X12 . . .  X l n  

X21 --  X22 X22 �9  X 2 n  

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  1.  ( 2 )  

X n - l , l - - X n - l , 2  X n - l , 2  . . .  X n - l , n  

a I - -  a 2 a 2 �9 �9 �9 a n  

Ici, les quantit4s Xll - -  X 1 2  = Z1, X21 X22 = Z2, '", X~--I. 1 -- X~_~. 2 = Z~--I sont des variables 
libres inddpendantes entre elles et des variables x~j pour i = 1, 2, ..., n - 1  et ] =2,  3, 
..., n. Or, dans le d6terminant  (2) nous avons 

a 1 - a  2+a  2+a  a + . . . + a  n = N - a  2<~N-1 .  

Donc, d'apr~s la supposition faite tout  s l 'heure l '4quation (2) est rdsoluble en nombres 
entiers x~j. Par  consdquent, l '4quation (1) l 'est aussi, et le thgor~me I se trouve 
dgmontr6. 

w 2. Remarques sur les groupes ab61iens infinis admettant une base fmie  

3. Dans ee paragraphe G signifiera un  groupe abdlien infini admet tan t  une base 
finie. La composition dans 6 sera dgsignde par le symbole de multiplication.  Nous 
supposons qu'i l  y a dans G des 414ments d 'ordre infini. Alors, il existe des 414ments 
B~, B2, ..., Br d'ordre infini tels qu 'un  dl6ment quelconque A de G soit reprdsentd 
univoquement par une expression de la forme 

A = TBI 'B~  . . . .  B~ ~, 

off xl, x2, ..., xr sont des entiers rationnels,  et off T e s t  un  414ment d'ordre fini. Nous 
dirons, pour raccourcir, que B1, B2, ..., Br est une base (~ sans torsion ,). Le nombre r 
est un  invar ian t  du groupe ((~ the torsion free r%nk ,)); voir Fuchs [1] 1, p. 12. I1 est 
4vident qu 'un  416ment quelconque ne peut  pas faire partie d 'une  base. E n  effet, nous 
allons 4tablir le 

Th60rbme 2. Soit A un dIdment de G d'ordre in/ini.  La condition ngcessaire et su//i- 
sante pour que A / a s s e  partie d' une base de G est que A ne soit ~ de la ]orme 

TC ~, (3) 

o~t C est un dlgment d'ordre in/ ini  et T u n  gldment d'ordre / ini;  m est un nombre entier 
rationnel tel que I m] # 1. 

Ddmonstration. Soit B1, B2, ..., Br une base (~ sans torsion ~>, et consid4rons les 
414ments 

1 L es  n u m 6 r o s  f i g u r a n t  e n t r e  c r o c h e t s  r e n v o i e n t  k l ' I n d e x  b i b l i o g r a p h i q u e  p lac6  k la  f in  de  ce 
t r a v a i l .  
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A1 ~ x~ x,~ 1 - T~ B1 B~ ... B x~, 

A 2 = T ~ B ~ ' B ~  BX~" I (4) 

- -  Xrl ~:r2 Xrr A~ - Tr B~ B~ " .  B~ , 

oh les T~ sont des 41dments d 'ordre fini, et off les x~ signifient des nombres entiers 
rationnels.  Pour  que les dldments A~, A~, ..., A~ const i tuent  une base (( sans torsion )~ 
il faut  et il suffit dvidemment que le ddterminant  Hx~[] soit 4gal s 1 7 7  1. Supposons 
ma in t enan t  que A~ = A .  Alors, la condit ion que A ne soit pas de la forme (3) signifie 
que (X~l , z ~  . . . . .  x ~ ) = l .  D'aut re  part ,  d'apr~s le th4or~me l,  l '4qua~ion ]]z~]] = _+1 
est toujours r4soluble en nombres entiers rat ionnels xi~, pour i = 1 , 2 ,  . . . , r - l ;  
j = 1, 2 .. . . .  r, lorsque x~, x~2 .. . . .  xr~ sont des entiers rat ionnels donnds, premiers entre 
eux. Cela ddmontre le thdor~me 2. 

Nous allons y ajouter  la proposition suivante: 

Th60r~me 3. Soient B~, B~ . . . . .  Ba_ 1 des dl4ments /aisant partie d'une base (~ sans 
torsion ~) de G, 2 <~h <~ r, et soit donnd un 415ment A d'ordre in/ini .  Alors, la condition 
ndcessaire et su//isante pour que B~, B2 . . . .  , B~_I et A /as sen t  ~, la lois partie de la m$me 
base (~ sans torsion ~ de G, est que A ne soit pas de la /orme 

Y l  Y 2  . . ,  A = TB1 B~ B~5~ C m, (5) 

oit C est un 41dment d' vrdre in/ ini  et T u n  41dment d'ordre /ini; le8 y~ sont des nombres 
entiers rationnels arbitraires; m est un no~bre e'~'~tier rationnel tel gue ] m I ~ 1. 

Ddmonstration. Soit, conune plus h~mt, B1, B2, . . ,  B~ une base ~( san~ torsion ~) de 
G e t  considdrons le syst~me (4) des 41dments A1, A 2 . . . .  , A~. Nous y posons x ,  = 1 
pour i = l ,  2, ..., h - 1  et x~.;=0 pour i:=~, 2 . . . .  , h - - l ;  ~'=:1, 2, .,., r a~'ec i * ? .  A/ors, 
pour que le syst~me A1, A~, ..., A r c~nlstituent une base (~ sans torsion ~ il faut  e~ il 
suffit que le ddterminant  

5;hh X k . h + l  "*" '~hr 

"*~r~[ X r ,  h + l  ' ' '  X r r  

soit dgal ~ _+ 1. Supposons main~enant  que A =A~; eeia signifie que les nombres entiers 
rat ionnels x~j sont d(mnds pour j - i ,  2 . . . .  r. Alors, la condit ion que A ne soit pas de la 
forme (5) signifie qu 'on  a (x~, x~. ~+1 .. . . .  x , )  = 1, ou ..~ans m cos de r = h  que Xrr = + 1. 
Or, d'apr~s le thder~me 1 l '4quation D = • 1 est toujours rdsoluble en nombres entiers 
x~ pour i =h, h + 1, ~ r---I; j =h,  h + 1, ..., r, lorsque x~a, x~. ~+~, ..., X~v sont des entiers 
rat ionnels donn4.s, premiers ent~e eux. Donc, te th4or'~me 3 se trouve d4montr4. 

4. Soit G le groupe abt~lien du ~mmdro prdc6dent. Nous supposons ici que G esv 
pur  (sans torsion) et que A~, ~.~,4 . . ,  A~ eonstit, uent  une b~s(: du grou'ge.._ Ra.ppeh~ns le 
rdsultat su ivant  sur les group~s de ee~t.e c~tdgorie : 

Th6or~me 4. Soit U un sous~ou,  f e  d~ C! (~,!/a~t te~a ~:e deux ie ,an~ r. .Pour tortes le.~ 
valeurs de i (1 < i  <r) il y a de~ dl~;,erds dons U de ia /o~me 

163 



T. NAGELL, Contributions d la th~orie des modules e t  d e s  anneaux al$gbriques 

Cs = A~" A~ . . . .  A a', 

o~ a~, ae, ..., a s sont des entiers rationnels e ta  s #: O. Dgsignons par b~ la plus petite valeur 
positive de a~ qui est possible quand les exposants a~, a2, ..., a s varient librement de/a~on 
que l'dldment C~ appartienne ~ U. Soit maintenant, pour i = 1, 2, ..., r, 

Bs - A b " A  b~ ~' - 1 2 " "  A s  

un dldment de U, [es exposants ba, bs2 etc. grant des entiers rationnels. Alors, les dldments 
Bx, B2, ..., Br constituent une base de U. 

Les expoeants b~, pour 1 <~ ~ <~ i -  1, peuvent dtre choisis de mani~re qu' on air 

0 <~btj<bjj. 

I I  n 'y  a qu'une seule base B1, B2 . . . . .  Br de U qui saris/air aux conditions (6). 

Pour  la d6monst ra t ion  voir  Hecke [2], w 11 et  Nagel l  [3]. 

(6) 

w 3. Sur les bases d'un module alg~brique 

5. Rappelons  quelques fai ts  de la th~orie des modules  alg~briques. Le module  
alg~brique M sera appel6 module du n-i~me degrd lorsqu' i l  a l e s  propri~t6s suivantes  : 
I1 y a dans M au moins un nombre  du  n-i~me degrd; M ne cont ient  aucun nombre  
d ' un  degr~ > n. 

On voit  a isdment  qu 'un  module  Y[ du  n-i~me degr6 est contenu dans  un corps 
alg~brique K du n-i~me degr6. En  effet, soit ~r un nombre  dans  M du n-igme degr~, e t  
soit  fl un nombre  de M qui n ' es t  pas  eontenu dans  le corps K(a).  Alors, le degr6 du  
corps eomposd K(:r fl) serai t  ndcessairement > n. Or, il  existe deux nombres  na ture ls  
u et  v tels  que le nombre  ~ = u a  + vfl engendre le corps K(~, fl). Cela est  impossible,  vu  
que le nombre  ~ appa r t i en t  ~ M. 

I1 est  4vident  que t ous l e s  modules  eontenus dans  un corps du  n-i~me degrd ont  un  
rang ~ n. Le module  M est d i t  entier quand  il ne eont ient  que des nombres  entiers.  
Dans  ce qui suivra  nous consid~rons seulement  des modules entiers du  rang n contenus 
dans un corps de degr6 n; ees modules  sont n~cessairement du n-i~me degr~. Soit  
donnd le corps alg6brique K(0) engendr~ par  le nombre  ent ier  0 du  n-i~me degr~. 
Dorgnavant M dgsignera un module entier du rang n contenu dans ce corps. Le module  
de t o u s l e s  nombres  entiers du  corps est  un  anneau qui s ' appel le ra  l 'anneau/onda. 
mental. 

Soit  COl, co 2 . . . . .  co, une base de l ' anneau  fondamenta l .  Vu que les nombres  du  
module  M forment  un groupe abdlien addi t i f ,  nous aurons, d 'apr~s  le th~or~me 4 le 
r~sul tat  su ivant  : 

Th~ori~me 5. II  existe une base ~1, ~2 . . . . .  ~n du module M qui saris/air aux condi- 
tions suivantes : Pour tows les i =  l ,  2, ..., n on a 

~X i = a~l(.O 1 + a~2 (.o 2 + . . .  + a~ah,  (7) 

ole ai~ ddsigne le plus petit nombre naturel tel qu'il existe daws ]}I des nombres de la /orme 

blO) 1 -[- b2eo ~ + . . .  + b~_l o)~_1 + aueo~, 
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ole bl, b z . . . .  , bi_ 1 sont des hombres entiers rationnels. Les hombres a~j daus (7) sont des 
entiers rationnels qui peuvent gtre choisis de mani~re qu' on ait, pour 1 <~ j <~ i -  l, 

0 <~a~j<ajj. (8) 

I1 n'y a qu' une seule base r162 as . . . .  , :r de M qui satis/ait ~ (8). 

Nous ddsigndrons pa r  M(fli, f12 . . . . .  fin) le module  qui possbde la base ill, f12 . . . . .  fin. 
Le nombre  D(M) = D(fll, fl~ . . . . .  fin) sera appel~ le discriminant du module M. Si une 
base de M est donn~e pa r  les dquations (7) on aura  dv idemment  

D ( M )  = D ( ~ I ,  (z 2 . . . .  , :on) = ( a l i a 2 2  ''" ann) 2D*, (9)  

off D* signifie le d iscr iminant  du  corps K(0). Des ~quations (7), (8) et  (9) on obt ien t  le 

Thfioriime 6. I1 n' y a qu' un hombre fini de modules du n-i~me degrg de discriminant 
donna daus le corps K(0). Ces modules peuvent dtre determinds par un hombre / ini  
d' opgrations & l' aide des dquations (7) et (8). 

Si 7 eat un nombre entier quelcouque de K(0), le produit al1 a~2...a,n ~ appartient h M. 

Voir pour  ce thdorbme Nagel l  [4] e t  [5]; comparez aussi le thdor~me 10. 
En  app l iquan t  le thdor~me 2 au module  M nous aurons le 

Th~ori~me 7. La condition ndcesaaire et su//isante pour que le hombre cr du module lVl 
appartienne & une base de M, est que ~ ne soit pas de la /orme mfl, o~e fl est un nombre de 
M, et ole m est un nombre entier rationnel =4 = ~- 1. 

Dans la suite nous prenons co 1 = 1. Alors ~1 = a l l  est le plus pe t i t  nombre  na tu re l  
dans  M. Lorsque a l l =  1 nous dirons que M est un module  ordinaire. 

En app l iquan t  le th~or~me 3 pour  h = 2 au module M nous aurons le 

Th~or~me 8. Soit cr un hombre irrationnel du module M. La condition ndcessaire et 
su//isante pour que les nombres a u et o~ /assent ~ la /ois partie de la mgme base de M, 
est que cr ne aoit pas de la /orme 

mfl + m o all , 

oie fl eat un nombre de M, et ole m et m o sont des nombres entiers rationnels et [ m ] # 1. 

Nous pouvons y a jou te r  le rdsul ta t  su ivant  : 

Th$or~me 9. Soit, comme plus haut, M un module entier du n-i~me degrd contenu clans 
le corps K du n-i~me degrg. Soit K* un sous-corps irrationnel de K, de degrd v. Soit en/in 
1, ~1, r . . . . .  cr 1 une base de l'anneau /ondamental R* de K*. Supposous que les nombres 
r ~2, ..., ~r pour h <.v, appartiennent ~ M. Alors, il existe une base de M qui contient 
le8 n o m b r e s ' a u ,  (x17 o~2~ ...~ (Xh_l. 

Ddmoustration. D'apr~s le thdorbme 3 il suffit  de mon t r e r  qu 'on  ne peut  pas  avoir,  
pour  1 < i  ~ h  - 1, une re la t ion de la forme 

~r = mfl + moa~ + m~ (x 1 ~- m s ~2 +... + m,- i  ~-~, 

ou, pour  i = 1, de la forme 

~(~ =mfl + moal 1, 
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off m, m0, m~ . . . . .  m~_~ sont des nombres  entiers rat ionnels  et  ] m ] # 1, et  oh fl est un 
nombre  de M. En effet, le nombre  

1 
- ( ~  - -  m ~ _ ~  ~ - . . .  - -  m 2 ~  2 - m ~ o r  - m o a t 1 ) ,  

P 

off p e s t  un nombre  premier,  ne peut  pas 6tre entier,  vu que les nombres  1, ~1, ~2, ..., ~ 
appar t i ennen t  s une base de R*. 

Les rdsul ta ts  de ce numdro sont, bien entendu,  aussi valables  pour  les anneaux 
du corps K. 

La condi t ion ndcessaire et  suffisante pour  que le module  M(~I, ~2 . . . . .  fin) soit un 
anneau,  est 6videmment  que t ous l e s  produi ts  fliflj appar t i ennen t  au module.  

D 'apr6s  un thdor6me c616bre de Minkowski il n ' y  a qu 'un  nombre  fini de corps 
algdbriques de d iscr iminant  donnd. Pa r  consdquent, de la re la t ion (9) on aura  le 

Th~or~me 10. I l  n' y a qu' un hombre fini de modules algdbriques entiers de discriminant 
donnd. 

I1 faut  observer  que le module  alg6brique M poss~de un discr iminant  seulement  
quand le degrd de 1)I est dgal ~ son rang. Le thdor~me l0  regarde  la to ta l i td  des 
modules entiers sans dgard au degr6. 

Nous dirons qu'un module (ou anneau) est donnd lorsqu'une base est donnde. 

Remarque 1. Si le module  M dans le thdor~me 6 est un anneau,  on peut  y a jouter  
la proposi t ion suivante  (voir Nagel l  [15]): 

Th~or~me 6 his. Le nombre entier :r du n-i~me degrd se trouve seulement dans un 
nombre /ini d' auneaux entiers du n-i~me degrd. Ces anneaux peuvent gtre dgtermings par 
un nombre /ini d'opdrations lorsque :r est donnd. 

En effet, soit ~ racine de l 'dquat ion  i rrdduct ible  

x n ~-al xn-1 -~ ... -~a n ~ 0  

coefficients en t ie rs  rat ionnels.  Si :r appa r t i en t  s l ' anneau  ent ier  du n-i~me degr6 
R = R ( w l ,  o 2 . . . . .  (on), routes  les puissances a m (m~>l) aussi bien que le hombre  
]an[ = ]N(~)] appar t i ennen t  s R. Le module  M(an, a, ar 2 . . . .  , an- l )  est  6videmment  
un anneau R 1 du n-i~me degrd contenu dans  R. Donc D(R1)=c2D(R),  c dtant  un 
hombre  naturel .  Vu que D(R1)=a~D{~r on obt ient  

I D(R) ] ~<a~[ D(:r 

Ainsi, il n ' y  aura  qu 'un  nombre  limit6 de possibili tds pour  l ' anneau  R lorsque 6r est  
donnd. 

I1 est  dvident  que le th~or6me 6 bis n 'es t  pas en gdndral vra i  pour  les modules.  
De plus, on voi t  de l ' exemple  su ivant  qu ' i l  n 'es t  pas vra i  pour  les anneaux  lorsque 

le nombre  ~ est d ' un  degr6 < n. En  effet, le nombre  ]/2-est contenu dans  ehacun des 
a n n e a u x  

du  quatr i~me degr6, oh e est  un nombre  na ture l  quelconque. 
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Remarque 2. Soit K un corps algdbrique du n-ibme degrd dont  le d iscr iminant  
e s t = D * ;  et soit c u n  nombre  na ture l  quelconque. Alors, d 'apr~s lc thdor~me 5 il 
existe toujours  des modules dans K qui possbdent  le d iscr iminant  c2D *. D'aprbs  [e 
thdorbme 6 le nombre  de ces modules est fini. Le hombre  c sera appeld l'b~dex des 
modules.  Lorsque le nombre  c e s t  donnd on ddterminera  t o u s l e s  modules ayan t  
l ' index c b, l ' a ide  des relat ions (8) et  c - a l l  a22'"a~,,. A chaque choix des coefficients 
a~j correspondra unicer ta in  module d ' index  c. I1 est dvident  que tous le s  modules ainsi 
obtenus sont diffdrents entre  eux. 

Prenons un exemple darts le corps cubique engendrd par  une racine 2 de l 'dquat ion 
23= 1 - 2 .  Ce corps a le d iscr iminant  - 3 1 .  Alors on t rouvera  que les modules ayan t  le 
d iscr iminant  - 2 2 . 3 1  sont  donnds par  le t ab leau  suivant  : 

M(1, 2, 222), M(1, 22, 22), M(1,22 ,2+22) ,  M(2,2,22), 

M(2, 2, 1 +22), M(2, 1 +2, 22), M(2, 1 +2,  1 +22). 

On vdrifiera aisdment qu ' i l  n ' y  a aucun anneau parmi  ces modules.  
Lorsque le corps est  engendrd par  une racine de l 'dquat ion 23--2 +2  on aura  7 

modules d ' index  2, et  parmi  ces modules il y a 4 anneaux;  voir Nagell  [4]. 
I1 est facile de voir  que, dans un corps quadrat ique,  il y a, parmi  les modules 

d ' index  c, toujours  un anneau,  au moins. En  effet, tou t  module  du second degrd qui 
cont ient  le nombre  1, est un anneau. 

w 4. R e m a r q u e s  sur les unit~s  dans un  anneau  aig~brique 

6. Comme dans le pa ragraphe  prdcddent  nous d6signerons pa r  K(0) le corps al- 
gdbrique engendrd pa r  le nombre  ent ier  0 du n-igme degrd. R ddsignera un anneau 
ent ier  du n-i~me degrd eontenu dans le corps; l '@ith~te  (( du n-i~me dcgrd )) signifie 
que R e s t  un module du n-i~me degrd. Pour  que R contienne des unitds il faut  et  il 
suffit  que le nombre  1 soit contenu dans  R; alors R est d i t  ordinaire, et on a a n --1. 

Soit r le rang  du groupe des unitds du corps, abs t rac t ion  fai te  des raeines de l 'unitd. 
Alors, le rang du groupe des unitds d 'un  anneau ordinaire  It  du corps est aussi 5gal 

r. Nous excluons le corps ra t ionnel  et  les corps quadra t iques  imaginaires;  done 
r>~l.  

Vu que les unitds de l ' anneau  R forment  un groupe abdlien mul t ip l ica t i f  du rang r, 
nous obtenons du thdorbme 2 le 

Th~or~me l l .  La condition ngcessaire et su//isante pour que l'unitd ~ dana R/asae  
partie d'une base des unitda de It, est que ~ ne aoit paa de la /orme 

2E m, 

oh 2 est une racine de l' unitg appartenant h R, o~ E eat une unitg clans R, et ole m eat un 
hombre naturel > 1. 

J ' a f d d j s  dtabl i  ce rdsul ta t  dans des cas part iculiers;  voir Nagel l  [6], p. 356, p. 362 
(lemme 4) et  p. 368 (lemme 7). 

I1 est  dvident  que le thdor~me 11 peut  ~tre utilisd pour  construire une base des 
unitds d ' un  anneau donnd. S ' i l  existe un souscorps K* (de rang >~ 1) de K(0), le nombre  

peut  ~tre choisi parmi  les unitds d 'une  base des unitds d 'un  anneau appa r t enan t  
K* et  s R, sauf dans des cas exceptionnels.  
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7. Considdrons ma in t enan t  les racines de l 'uni td contenues dans l ' anneau  R. II 
cst dvidcnt que chacun des anneaux conjuguds contient  les m6mes racines de l 'unitd. 
Supposons que R contient  des racines imaginaires de l 'unitd, c'est-h-dire =~ •  
Alors, il cst dvident que R et tous les  anneaux conjuguds sont imaginaires. Donc, on a 
,' ~ -  1. 

On peut  montrer  qu'i l  existe dans tout  corps K(O) des anneaux  R qui ne contien- 
ncn t  aueune racine imaginaire de l 'unitd. En  effet, nous avons le 

Th~orbme 12. Le hombre  0 a y a n t  la mdme  s ign i f i ca t ion  que p l u s  haut ,  l ' anneau  

R(1, tO, tO 2 . . . .  , tO" ~), 

oh t e s t  un  hombre uaturel  > 1, ne  cont ient  aucune  racine i m a g i n a i r e  de l 'uni td .  

(10) 

Dgmons t ra t ion .  I1 faut  d 'abord vdrifier que les nombres 1, rO, rO 2 . . . .  , tO n-  1 const i tuent  
une base d 'un  anneau du corps. Pour  cela il suffit dvidemment de montrer  que le 
module 

M(1, tO, tO 2 . . . . .  tO n-~) (11) 
conticnt  tous les  produits 

tO n �9 tO j -- t2Oh - J 

pour n ~: h ~ )" : 2 n -  2. Supposons que 0 est une racine de l '6quation irrdductible 

X n _ a l x n  - l _ a 2 x  n - -2__ . . . _a  n = O  

h coefficients entiers rat ionnels al, a2, ..., a.. Alors, il rdsulte de la relation 

tO n-' m =altOn+m 1 _~_ . . .  q_antO m 

(12) 

que les hombres tO" +m appar t iennent  au module pour t ous l e s  m >~0 (induction com- 
plb, te). Donc, le module (11) est un  anneau entier du n-i~me degr~. 

Supposons ma in t enan t  que ~ est une racine imaginaire de l 'uni td dans l ' anneau  
(10). Or, la relation 

= X 0 4- tOX 1 -~- tO2x2 -~-... ~. tO n- lXn_l, 

oh x0, Xl, ..., xn_ 1 sont des entiers rationnels,  est impossible vu que le nombre 

1 
( ~ -  x0) 

ne peut  pas ~tre entier  pour t ~> 2 en ver tu  du thdor~me sur les bases des entiers des 
corps cyclotomiques. 

Le th~or~me 12 se trouve ainsi ddmontrC En  var ian t  le param~tre t on obt ient  une 
infinitd d ' anneaux  R sans aueune racine imaginaire de l 'unitd,  dans le corps donnd 
K(0). 

8. De l 'autre cotd, nous allons montrer  l 'existence dans le mfime corps d 'une  
infinitd d ' anneaux  entiers qui cont iennent  les puissances d 'une  racine de l 'uni td  
donn6e d'avance.  Dfisignons par ~ le nombre e 2m/m, off m est un  nombre naturel .  Le 
corps K(~) est de degrd ~0(m)=q0. Soit 0 un  hombre algdbrique entier  de degrd v 
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relat ivement  ~ K(~), et soit v ~> 2. Le corps composd K(~, 0) est de degrd v~v, et tout  
nombre de ce corps peut  6tre mis sous la forme 

~t 0 + y l 0  _~_~2202 _~_ ... +~]v_lOV 1 

les Vf dtant  des nombres dans K(~). I1 es$ dvident que les nombres 

1, ~, ~ . . . . .  $+-1 et ~tO ~, (13) 

pour h = 0 ,  1, 2, ..., ~ - 1  et k = l ,  2, ..., v - l ,  off t e s t  un  nombre naturel ,  const i tuent  
une base d ' un  module entier  de rang r~v dans le corps K(~, 0). Ce module est un 
anneau de degrd vT. E n  effet, il est facile de voir que t ous l e s  produits 

~htO~. ~JtOl= ~h+Jt20~+t 

appar t iennent  au module pour 0 < h ~ < ~ - l ,  0 < ~ < ~ - 1 ,  0~<k~<v-1,  O<l<~v-1.  
Supposons que 0 est une racine de l 'dquat ion 

0v = ~10~- 1 _~ ~20v- 2 _~_ ... _~ ~ ,  

oh l 'on a r162 =a~o +a~1~ +a~2~ 2 + ... +a~.r 1 ~-1 ,  

les nombres a~ dtant  des nombres entiers rationnels, et considdrons les relations 

~stov+~ = ~ l ~ S t O ' + ~ - l + . . . + ~ s t O  ~, 

oh/~ est un  entier  ra t ionnel  ~> 0. I1 en rdsulte que les nombres 

~tO~+~ 

appar t iennent  au module pour tous les  s e t / z  ~>0. Donc, les nombres (13) const i tuent  
une base d ' u n  anneau  R entier  du degrd v~ dans le corps K(~, 0). Cet anneau contient  
tous le s  nombres ___ ~h, h nombre entier  rationnel.  S i t  >~ 2 on voit  aisdment que R ne 
contient  aucune autre racine de l 'unit& E n  effet, soit r /une  racine de l 'uni td qui n 'est  
pas de !a forme +~h, et supposons qu 'on  air 

off x0, x 1 . . . .  , x+-i sont des nombres entiers rationnels,  et oh :r est un  nombre entier  
dans R. Ddsignons par  e une racine de l 'uni td qui engendre le corps K(~, ~). Nous 
pouvons supposer e ~ e  2n~/mq et ~ = +e  ~, off q et s sont des nombres naturels; s i m  est 
impair  on a q >~ 3; s im  est pair  on a q ~> 2; s n 'es t  pas divisible par q. Alors, il est dvident 
que le nombre 

1 - x ~ - l ~  1 ) = l ( _ + ~ - x o - x l ~ q  -t (~ - x 0 - Xl~ - . . .  - . , .  - x r 1 6 2  

ne peut  pas 6tre entier  pour t ~> 2, vu qu 'on  a ~(mq) > 1 +~o(m) et que les nombres 
1, e, e e etc. forment  une base des entiers du corps K(e). 

Par  consdquent, nous avons obtenu le rdsultat su ivant  : 
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Th~orbme 13. Soient ~ et 0 des nombres algdbriques entiers dd/inis comme plus ]taut, 
et aoit t u n  nombre naturel >~ 2. Alora les nombres (13) constituent une base d' un anneau 
R entier du degrd v 9 dana le corps K($, 0). Lea racines de l'unitg dana cet anneau sont les 
nombres+  ~ ,  h nombre entier rationnel; il n' y a aucune autre racine de l' unitg dans R. 

En var ian t  le pa ramgt re  t on aura  une infinitd d ' anneaux  R de ce type.  Le thdorbme 
13 est aussi va lable  pour  m = 1 et  m = 2. D'ai l leurs ,  il est dvident  qu 'on peu t  suppr imer  
les cas dans  lesquels m =2ml ,  off m~ est impair .  En effet, dans  ces cas, si on remplace 
m pa r  m~ le corps engendrd par  ~ restera  le m~me. 

Nous terminons  ce numdro par  le r6sultat  par t icul ier  que voici : 

Th~or~me 14. Soit K le corps cyclotomique engendrd par le nombre ~ =e 2€ ole N 
est un nombre naturel >~ 3; si N e s t  pair nous aupposous que N est divisible par 4. 
Soit de plus ~=e  ~tlm olt m eat un diviseur de N,  tel que 1 <~m < N ;  a i m  est pair nous 
aupposons que m est divisible par 4. 

Alors, il existe daus K une in/initg d'anneaux R ordinaires du 9(N)-i~me degrg jouia- 
sant de la propridtg auivante : Les racines de l'unitg dans R sont donnges par les nombres 
+_~h pour h = 0 ,  1 . . . . .  9 ( m ) - 1 ;  il n 'y  a aucune autre racine de l'unitd dans R. 

Le nombre ~ n'est contenu que dana l'anneau /ondamental de K. Si  N e s t  un nombre 
premier l'anneau /ondamental eat le seul anneau dana K qui contient des racines imagi- 
naires de l'unitg. 

La premiere par t ie  de ce thdor~me s 'ob t ien t  dv idemment  du  thdor~me pr6cddent  
en y p renan t  0 =7" De plus, un anneau R contenant  le nombre  ~ cont ient  toutes  les 
puissances de 7' Donc, R cont ient  tous les nombres  entiers  de I(. 

9. I1 arr ive dans  certains corps K(0) que toutes  les unitds sont d ' un  degrd infdrieur 
au degrd n de 0. Ce cas se prdsente, pa r  exemple,  pour  tou t  corps b iquadra t ique  du  
premier  rang appa r t enan t  ~ l 'une  ou l ' au t re  des deux classes 5 et  7; pour  la thdorie 
de ces corps voir  Nagel l  [6], [7], w 3 et  [8], w 2. En  effet, dans  ce cas l 'uni td  fonda- 
menta le  du corps K(0) est dgale ~ l 'uni td  fondamenta le  du sous-corps quadra t ique  
rdel; de plus, il  n ' y  a aucune racine imaginaire  de l 'uni td dans  K(0). 

I1 existe des corps par t icul iers  K(0) du n-ibme degrd qui ont  la propridtd suivante:  
I1 y a dans  K(0) des unitds du n-i~me degrd; dans  eertains anneaux  du  n-ibme degrd 
(ordinaires) toutes  les unitds sont  d ' un  degrd infdrieur s n. Pour  i l lust rer  eela nous 
prenons de nouveau des exemples de la thdorie des corps b iquadra t iques  du premier  
rang que nous avons d6vdloppde dans  les t r a v a u x  pr6cit~s [6], [7] et  [8]. 

I) Consid6rons le corps cyclotomique engendrd par  le nombre  ~ = e  "~/4. Les nombres  
1, $, $~=i, ~a=i$ const i tuent  une base de l ' anneau  fondamenta l .  L 'uni t~  fonda- 
menta le  peu t  ~tre ehoisie dgale ~ V 2 §  Nous savons d 'apr~s le thdor~me 14 que 
l ' anneau  fondamenta l  est  le seul anneau qui eont ient  le nombre  ~. Cependant ,  il  y a 
une infinit~ d ' anneaux  (ordinaires) qui cont iennent  le nombre  i. 

D 'apr~s le th4or~me 12 les anneaux  R(1, @, ci, @3) ne eont iennent  aucune racine 
imaginaire  de l 'uni t~ si le nombre  na tu re l  c est  > 1. Done, route  unit~ de ees anneaux  

est  de la forme __(1 § off N e s t  un nombre  ent ier  ra t ionnel  te l  que 

(I + F~) ~- (I - V~) N 
sois divisible pa r  c. 
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I I )  Considdrons ensuite le corps cyclotomique engendr~ par le nombre ~ = e  2m/~. 
Les nombres 1, ~, ~2, ~3 constituent une base de l 'anneau fondamental.  L'unitd fonda- 
mentale peut  ~tre choisie dgale s �89 1). Nous savons d'apr~s le thgor~me 14 que 
l 'anneau fondamentat  est le seul anneau qui contient le nombre ~. I1 en r~sulte que 
tous les  autres anneaux ne contiennent que des unit~s de la forme 

• [�89 + ]/g)]N, 

off N e s t  un nombre entier rationnel. 

I I I )  Considdrons aussi le corps cyclotomique engendrd par le nombre ~ =e  i'/6. On 
vdrifie ais~ment que les nombres 1, i, 5 et i~ constituent une base de l 'anneau fonda- 
mental, off 5 = ~ .  D'apr~s le thdor~me 14 le nombre ~ n 'est  contenu dans aucun autre 
anneau que l 'anneau R(1, ~, ~2, ~3)=R(1, i, 5, i5). On montre sans peine que les 
anneaux R(1, i, c5, cis) , oh c est un nombre naturel > 1, ne contiennent pas d 'autres  
racines imaginaires de l 'unitd que +_i. D 'une  fa~on analogue on v~rifie que les 
anneaux R(1, ci, 5, cis), oh c est un nombre naturel > 1, ne contiennent pas d 'autres  
racines imaginaires de l 'unitd que -+5 et •  2. 

Consid~rons maintenant  l 'anneau 

R = R(1,  V3, c~, c~ ~/3), 

oh c est un nombre naturel  > 1. Cet anneau est contenu dans K(~). I1 est dvident que 
les unitds r~elles contenues dans R sont donndes par la formule 

+ (2 + I/3) ~, (14) 

N dtant un nombre entier rationnel quelconque. I1 est clair que R ne contient aucun 
des nombres _+i, _+Q, _+~2. L'unitd fondamentale de K(~) peut  6tre choisie dgale 
~= �89  Posons E = ~ ,  off ~ est une racine quelconque de l 'dquation 
x 12-1 =0.  Alors, on montre aisdment que aucun des nombres E n 'appar t ient  ~ R. 

En  effet, si l 'on pose fl = ~/3 on aura ~ = �89 + i) et 

~= �89  + f l+ i+i f l ) ,  ~ i = � 8 9  

7 5  = - 1 - �89 + �89 ~ 5  ~ = �89 - i -  � 89  

~=�89189 /}~-1 = 1 -}- �89 -[- �89 

Supposons que R contienne le nombre 

~kE~m+l = (2i + i I/3)m ~2m+1 ~ ~ = (2 + l/3)m ~ a, 

off k, m e t  h sont des nombres entiers rationnels. Toute puissance de 2 + I/3 appart ient  
s R. Alors, il en rdsulterait que le nombre ~ h  appart iendrait  ~ R. Or, nous venons 
de voir que cela n 'est  pas possible. I1 en rdsulte que route unitd de R doit ~tre de la 
forme 

~kE2m = (2i + i U3) m $~m~k = (2 + V3)m~ a, 

oh k, m et h sont des nombres entiers rationnels. Donc ~h doit appartenir  ~ R, ce 
qui entralne ~h = _ 1. Par  consequent : On obtiendra routes les unitds de R par la /or- 
mule (14). 
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Remarque 3. Dans les exemples  du  numgro 9 il s 'agissai t  d ' un  t ype  par t icu l ie r  de 
corps alggbrique : Le corps K du rang r admet  un sous-corps U du m~me rang r. 
Nous nous proposons de caract~riser les corps de ce type.  

Soient n lc degrd de K, r~ le nombre  de ses corps conjugugs rgels et  2r 2 le nombre  de 
ses corps conjugugs imaginaires.  Alors, on a n =r~ §  s e t  r - r ~  § - 1. Dgsignons pa r  
r, ~1, ~s et  ~) les quanti tgs  correspondantes  pour  le sous-corps U. Alors,  r - p ~ §  
et  ~ = D ~ + ~ - I .  On a ~videmment  v<~n=�89 d 'oh  ~1+2~2~�89 Vu que 

- l r  ce qui ent ra ine  ~ = r ~  =0.  I1 faut  donc r l + r 2 - 1 = ~ l + ~ ) ~ - I  il en rdsulte if2 ~< s 1, 
que % = ~  et  n = 2r~ = 2 ~  = 2r. P a r  consdquent : La condit ion ndcessaire et  suffisante 
pour  le cas en quest ion est que t o u s l e s  corps conjuguds de K soient  imaginaircs ,  
que t ous l e s  corps conjuguds de U soient r~els et que K soit  du second degrd rela t ive-  
men t  s U. 

w 5. Nombres alg~briques de discriminant donn~. Anneaux et formes binaires 

10. Dans ce pa ragraphe  D(:r signifiera le d iscr iminant  du nombre  alg6brique 
dans K(:r Si R = R ( f l l ,  f12 . . . .  , fin) est  un anneau alg~brique du n-ibme degr6 avec la 
base ill, fl~ . . . .  , ft,, le nombre  D ( R ) =  D(fll, f12 . . . . .  fl~) sera appel6 le d iscr iminant  de 
l ' anneau  R. S i n  est  le degr6 du nombre  alg6briquc ~, R(~) signifiera l ' anneau  
R(1, ~r ~2 .... .  ~.-1). 

Nous allons ~tabl ir  quelques r~sultats  sur les nombres  algebriques entiers de 
discr iminant  donn6. I1 y a 6videmment  une infinit6 de nombres  alg6briques entiers  
a y a n t  le m~me discr iminant .  En  effet, si a est un nombre  ent ier  ra t ionnel  on a 
D(~) = D(:r +a )  pour  tou t  nombre  alg6brique ~. 

Nous commengons pa r  le 

Th~or~me 15. Soient :r et fl des nombres alg~briques entiers du n-i~me degrd, et soit 
D(~) = D(fl). Alors, si fl appartient ~ l'anneau R(~) on a R(fl) = R(~). 

Ddmonstration. Nous avons pour  m = 0 ,  1, 2, ..., n - l ,  

~ m ~ am 0 § a m  I ~ § . . .  § a m  , m - 1  a s  1 

off les a~k sont des nombres  entiers  rat ionnels .  Donc 

D(~)  = ][a~k][ 2. D(~) .  

I1 en r~sulte que le d~terminant  [lamkl[ est  ~gal ~ _+ 1. P a r  consequent,  le nombre  ~r 
appa r t i en t  h R(fl), et  cela ent ra lne  R(f l )=R(a) .  

11. Dans  ce num~ro nous allons considdrer les nombres  entiers du  second degrd 
et  les anneaux  ordinaires  du second degr~ dont  le d iscr iminant  a une va leur  donn~e. 
Rappelons  le fa i t  su ivant  de la th~orie des corps quadrat iques .  Pour  que le nombre  
ent ier  ra t ionnel  D soit  le d iscr iminant  d ' un  nombre  ent ier  du second degr~ ou d ' un  
anneau ent ier  du  second degr~ il fau t  e t  il suffit  que D satisfasse aux condit ions 
suivantes  : 1 ~ D est  ou ------1 ou - -0  (rood 4); 2 ~ D n 'es t  pas  le earr6 d ' u n  nombre  ent ier  
rat ionnel .  Dans  la suite nous supposons que cescond i t ions  sont  remplies pour  tou t  
nombre  D d~signg pour  d iscr iminant  d ' un  nombre  ou d ' u n  anneau.  

Soit  A ( ~ I )  un  nombre  ent ier  ra t ionnel  qui n 'es t  divisible  pa r  aucun carrd > 1, e t  

posons co =�89 -t- ]fA) ou to =~/~  su ivant  que A est  - 1  (mod 4) ou non. Si D* d~signe 

172 



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd  6 n r  9 

le d iscr iminant  du corps quadra t ique  engendrd par  (o on a D* - A  ou = 4A suivant  
que A est --- 1 (mod 4) ou non. 

I1 est dvident  que t o u s l e s  anneaux entiers  ordinaires du second degrd sont donnds 
par  l 'expression 

R(~, co~), (15) 

off eo a la va leur  indiqude tou t  ~ l 'heure,  et  off c est  un nombre  ent ier  rat ionnel .  Le 
d iscr iminant  D(R) de l ' anneau  (15) est c2D *. I1 est  dvident  qu 'on peut  dnoncer la 
proposi t ion suivante  : 

Th~or~me 16. II n' y a qu'un seul anneau ordinaire du second degrd ayant le discri- 
minant donnd D. 

En effet, si D =c2D *, les nombres  D* et  c 2 sont un ivoquement  d6termin~s. 
Alors, si ~ et  ~1 sont deux nombres  entiers  du second degrd de m6me diser iminant  on 

a R(1, ~ )=R(1 ,  r Donc, la condit ion n~cessaire et  suffisante pour  qu 'on air  
R(1, ~ )=R(1 ,  ~1) est que ~1 = -+ ~ +h ,  oh h e s t  un nombre  ent ier  rat ionnel .  

Soient ~ et  ~r les racines de l 'gquat ion irrdduetible x ~ - p x + q  =0,  oil p et q sont des 
entiers  rat ionnels .  Alors, on a N(~r = �88 D(~)]. Supposons ma in tenan t  que les 
deux nombres  D(~) et  N(~) sont donn6s. Si p ~ 0  on aura  quat re  nombres  du second 
degr6 pour  lesquels le d iscr iminant  et  la norme ont  des valeurs  donn~es ( _+ ~, et  ___ ~r 
S i p  = 0  on aura  deux nombres  a y a n t  la propri~t6 en question (_+ ~ = ~-~'). 

Nous allons a jouter  quelques r~sultats  sur les unit6s r~els du  second degr6. Sans 
res t re indre  s la ggn6ralit6 nous consid6rons seulement  les unit~s > 1. 

Th~or~me 17. L'unitd s est l'unitg ]ondamentale dans l'anneau R(1, ~), sau/ dans le 
cas suivant : s=�89 + V 5 ) = 7  2 oR ~ =�89 +~5) est l'unitg/ondamentale darts R(1, e ) =  
R(1, n). 

Dgmonstration. Supposons que l 'uni t6  ~ soit l 'uni t~ fondamenta le  dans  R(1, s) 
et  qu 'on air  s =~m, oh m ~>2. Alors on a ~ = x  +ye ,  x et  y ~tant  des entiers  rat ionnels .  
Donc  D(~)=y2D(e).  On a 6videmment  D(e)=D(~")>~ D(~). La seule possibilit6 est 
donc y = _ l ,  c 'est-s ~=x+s.  

Supposons d ' abo rd  que ~ est  racine de l 'gquat ion 

z ~ - pz + 1 = 0, 

off le nombre  ent ier  ra t ionnel  p e s t  ~> 2 vu que ~ > 1. I1 en rdsulte qu 'on  a 

(x+_~)~-p(x+_~) + l=O 

et e2+e(+_2xTp)+x2-px+l  =0.  

Vu que N ( ~ ) =  +1  on a aussi N ( e ) =  +1.  Donc x ~ - p x + l = l  et pa r  consdquent 
x = p e t e  2_+ pe + 1 = 0, ce qui est  ~videmment  impossible.  

Supposons ensuite que ~ est  racine de l '4quat ion 

z ~ - p z - 1  =0,  

off p est un nombre  naturel .  On en obt ient  

173 



T. NAC.ELL, Contributions ?t la thdorie des modules et des anneaux a~gdbriques 

et 

(x+_e)3-p(x+_e)-  I = 0  

e 3 +e(+_ 2xT-p) + x  3 - p x -  1 =0.  

S ix  3 - p x  - 1 = - 1 il faut  que x = p e t  e3+_pe -- 1 =0,  ce qui est dvidemment impossible. 
Si x 2 - p x - l =  +1 on obt ient  p = l  et x =  - 1  ou =2.  I1 en rdsulte que ~ 3 - ~ - 1  =0 ,  

~=�89 +1/5), e 3 - a e + l  =0,  e =�89 +1/5) et ~ =  - 1  +e. 
Cela ddmontre le thdor~me 17. Nous y ajoutons le 

Th~or~me 18. I1 n 'y  a qu' une seule unitg e du second degrd > 1 de discriminant donnd 
D > 5; cette unitd est l 'unitd/ondamentale de l'anneau R(1, e). Lorsque D = 5 il y a deux 

unitds > 1 de discriminant 5, ~ savoir 1(1 § ]/5) et �89 § V5). 

E n  effet, soit e une racine de l 'dquation 

z 3-pz+_ 1 =0, 

off p e s t  un  nombre naturel;  e dtant  > 1 on a p > 0. Lorsque D > 5 il est dvident qu 'on  a 
D = D(e )=p3T  4 seulement pour une valeur de p. Pour D = 5 on a 5 = 13§ 4 = 3 z - 4 .  

12. E n  passant  aux nombres algdbriques du troisi~me degrd nous allons d 'abord 
dtablir  le 

Th~or~me 19. Soit ct un hombre algdbrique entier, racine de l'dquation irrdductible 

x a - p x  ~ §  =0, 

coe//icients entiers rationnels p, q, r. 
Supposons que le discriminant D(:t) est donnd. Alors, si l 'un des nombres p, q, r e s t  

aussi donng, il n 'y  a qu' un nombre / ini  de possibilitgs pour les deux autres. Particuli~re- 
ment, il n 'y  a qu' un nombre / ini  de nombres ~t de discriminant donnd et de norme donnde. 

Ddmonstration. Soit 1, o~, to 1 une base des entiers du corps K(~), et soit ~ =  
u + w o + w o h ,  off u, V e t  w sont des nombres entiers rationnels.  Le discr iminant  
D(cr est 6videmment  inddpendant  de u. Alors on a 

D(~t) = D(vw + wtol) = [/[v, w)]"" D*, 

off D* est le discr iminant  du corps K(a), et off/(v, w) est une forme binaire cubique 
coefficients entiers et irrdductible. Donc, D* est limitd par  D(a). D'aprbs un  thdor~me 
cdlbbre d 'Axel  Thue l 'dquat ion 

](v, w ) =  +_ ~ D ~ .  ) 

n ' a  qu ' un  nombre fini de solutions en nombres entiers rat ionnels v e t  w. Donc, si 
D(~) est donnd, les coefficients v e t  w sont ddj~ limitds. Si, de plus, l ' un  des nombres  
p, q o u r  est donnd, il est dvident  qu 'on  n ' au ra  q u ' un  nombre limitd de valeurs de ~t. 
Comparez Nagell [9], w 4. 

Observons sur tout  le corrollaire su ivant  : 
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Thiior~me 19 bis. Le hombre d'unitds algdbriques du troisi~me degrd de discriminant 
donng est limitd. 

Ce rdsultat, aussi bien que le thdorbme 19, regarde la totali td des unitds du troi- 
si~me degrd inddpendamment  des corps cubiques. D 'une  mani~re analogue, le thdo- 
r~me 16 regarde la totalitd des anneaux  entiers du second degrd, et le thdor~me 18 la 
totalitd des unif~s du second degrd de discr iminant  positif. 

Lorsque le discr iminant  est ndgatif on peut  obtenir  un  rdsultat  beaucoup plus 
prdcis que le thdorbme 19 bis sur les unitds. Dans ce cas il suffit dvidemment  de 
regarder les unitds rdelles, positives et < 1. Dans cette condit ion nous avons le 

Thfiorbme 20. Soit donng le nombre entier ndgati / D. Les unitds e du troisi~me degrd 
ayant le discriminant D peuvent ~tre caractdrisdes de la mani~re suivante. 

Soient R1, R2, ..., R m tousles anneaux entiers ordinaires du troisi$me degrd possddant 
le discriminant D, et ddsignons par ~ l'unitd ]ondamentale de Rk. 

1 ~ Soit d'abord D di//grent de - 23, - 31 et - 44. Alors, les unitds e sont ceux des hombres 
~k qui ont le discriminant D. Seulement clans le cas olt ~ est racine d' une dquation z a = 1 - qz 
(q nombre naturel >~2) il y a une deuxi~me unitd de discriminant D, dt savoir ~ .  

2 ~ I1 y a deux unitds de discriminant D = - 44, d savoir 

3 ~ II y a quatre unit~s de discriminant D = - 3 1 ,  5 savoir : 

4 ~ II y a six unitds de diseriminant D = - 2 3 ,  5 savoir : 

~, ~2, ~3, ~4, ~5 et ~9, oit ~a =1 -~2. 

Pour  la ddmonstrat ion voir [9]. l l  faut  observer que les unitds sont toujours supposdes 
rdelles, positives et < 1. Si l 'unitd e a l e  diser iminant  D il en est de m~me pour les 
unitds - e  et + ~-1. 

I1 n ' y  a pas de rdsultat  analogue pour les discriminants positifs. 

13. On peut  se demander  s'il existe des rdsultats analogues aux thdorbmes 18 et 
19 pour des nombres algdbriques entiers d ' u n  degrd supdrieur ~ 3. 

Soit 0 un  nombre algdbrique entier, racine de l 'dquation irrdduetible 

x 4 - p x a + q x  ~ - r x + s  =0,  (16) 

oh les coefficients p, q, r et s sont des nombres entiers rationnels.  Soit 1, w, Wl, we 
une base des entiers du corps K(0), et soit 

0 = u + v w  +wo) 1 + zo)2, 

off u, v, w e t  z sont des entiers rationnels.  Alors, on a 

D(O) = D(vw + weo i + zion) = [/(v, w, z)] 2" D*, 
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off D* est le discr iminant  du corps K(0), et off /(v, w, z) est une forme ternaire du 
sixibme degrd s coefficients entiers rationnels. Donc, D* est limitd par  D(O). Pour 
obtenir  un  rdsultat analogue au thdorbme 19 on aura ~ rdsoudre l 'dquation 

] (v ,w,z )= +~D--(DO)" (17) 

en nombres entiers rat ionnels v, w e t  z. Si le corps K{0) admet un  sous-corps quadrati-  
que on voit aisdment que/(v,  w, z) est ddcomposable en facteurs s coefficients ration- 
nels. Dans ce eas il est possible de montrer  que t 'dquation (17) a un  nombre fini de 
solutions. Nous allons revenir sur cette question prochainement.  Pour  le moment  
nous nous eontentons d 'dtabl ir  le rdsultat particulier que voici : 

Th~orbme 21. Ddsignons par (b le domaine des corps biquadratiques admettant un 
sous-corps quadratique imaginaire. Parmi les unitds du quatri~me degrd appartenant dt 
ce domaine il n 'y a qu'un nombre limitd de discriminant donnd. Ces unitds peuvent dtre 
ddtermindes par un nombre /ini d'opdrations. 

Ddmonstration. Soit K(0) un  corps biquadrat ique admet tan t  un  sous-corps quadrati-  

que imaginaire U engendrd par ~ / - A ,  oh A est un  nombre nature l  qui n 'es t  divisible 
par  aucun carrd > 1. Supposons que 0 est une racine de l '6quation (16); ainsi 0 est 
un  nombre entier.  Donc 0 est racine d 'une  dquation quadrat ique x 2 - a x + b = O  ir- 
rdductible dans U, oh a et b sont des nombres entiers dans U. Soit 0" l 'autre  racine 
de cette dquation quadratique.  

Supposons d 'abord que - A  n 'es t  pas - 1 (rood 4). Alors nous avons 

o+o"=u+vV-~, oo"=Ul+VlV~, (18) 

off u, v, u 1 et v 1 sont des entiers rationnels. Pour  les coefficients de l 'dquation (16) on 
aura les relations 

p = 2 u ,  q = u 2 + A v ~ + 2 u l ,  } 

r = 2uu I + 2 A w l ,  s = u~ + Av~. (19) 

Pour  le discr iminant  D de 0 on obtiendra la formule 

D = 16A2D 1D 2, (20) 

O~l n I = (u S - Av 2 - 4ul) 2 § A(2uv - 4Vl) 2 (21) 

et n 2 = (uvv 1 - v~ - u 1 v2)2. (22) 

Darts le cas off - A est -- 1 (rood 4) on aura seulement s remplacer, dans les formules 
(18)-(22), les nombres u, v, u I e t  v 1 par �89 �89 �89 1 et �89 1. 

Pour  la ddmonstrat ion de toutes ces formules je renvoie ~ Nagell [8], w 3. 
Soit ma in t enan t  0 une unitd appar tenant  b~ (I), et supposons que le discr iminant  

D(O) = D est donnd. Considdrons d 'abord le eas que - A  n 'es t  pas -= 1 (rood 4). Alors, 
il rdsulte de (20) que les nombres A, D 1 et D2 sont limitds. L 'dquat ion s = 1 = u~ + Av~ 
entraine u l =  _+1 et vl=O; si A = I  on aura  aussi la possibilitd u l = 0  et Vl= _+1. Les 
nombres u et v seront 6videmment  limitfis par  les relations (21) et (22) lorsqu'on a 
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choisi les valeurs  de A, D 1 et  D~. Le ra isonnement  sera tout -s  analogue dans le 
cas off - A  et  ~ 1 (rood4).  

Le thdor6me 21 se t rouve  ainsi  ddmontrd.  I1 est  dvident  comment  on peu t  le gdnd- 
raliser.  Nous allons revenir  sur  cet te  question dans  un prochain t ravai l .  

14. Soit donnde la forme binaire de degrd n 

F(x ,  y)--  x ~ +alx=-  ly  § ... +a~y",  (23) 

s coefficients entiers rat ionnels  as, a2, ..., a~, et i r rdduct ible  dans  le domaine rat ionnel .  
Pa r  la t ransformat ion  lindaire unimodula i re  

x = e u  + /v, y = g u  + hv, 

off e, /, g, h sont  des nombres  entiers ra t ionnels  tels  que e h - / g  = _+ 1, la forme (23) 
sera t ransformde dans  la forme 

G(u, v) = u ~ + b I u" ~ iv +.. .  + b, vL (24) 

Ceta exige qu 'on a F(e, g) = 1. Les coefficients bl, b2, ..., b~ sont des entiers rat ion-  
nels; et  la forme G(u, v) est irrdductible.  Si 0 est  une racine de l 'dquat ion F(x,  -- 1) =0,  
il existe une racine 01 de l 'dquat ion G(u, - l ) = 0  tel te  qu 'on air  

/ +hO 
01 -- 

e +  gO" 

Ici, le nombre  e +gO est une unitd. Vu que le nombre  (e +gO) -1 appa r t i en t  ~ l ' anneau  
R(0), on en conclut que ie nombre  02 appa r t i en t  h. R(0). Inversement  il est clair  que 
O appa r t i en t  ~. R(01). Pa r  consdquent,  on a l e  

Thfiori~me 22. S i  les /ormes (23) et (24) sont gquivalentes on a R(0)=R(01).  

Pour  n = 2  ce th6or~me est reversible.  En effet, dans ce cas la re la t ion R(0)=R(01) 
ent ra ine  01 = + 0 + c, oh c e s t  un ent ier  rat ionnel .  Cependant ,  pour  n ~ 4 le thdor6me 
n 'es t  pas en gdndral reversible.  

On doit  s F.  Levi un rdsul tat  remarquable  qui d tabl i t  une correspondance biunivoque 
entre  les classes des formes eubiques binaires et  les anneaux  entiers,  ordinaires du  
troisi~me degrd; voir  Levi  [10], comparez aussi De launay  [11] et  NageU [9]. Levi 
mont re  d ' abo rd  que la base de l ' anneau ent ier  cubique R(I ,  :r fl) peut  ~tre choisie 
de fa~on qu 'on ai t  les relat ions 

~ 3  _ b ~  + ac~r - a 2 d  = 0, 

f13 _ cfl~ + bd~ - ad s = O, 

off a, b, c e t  d sont  des nombres  entiers rat ionnels .  Le rdsul ta t  de Levi  peut  6tre for- 
muld ainsi  qu ' i l  sui t  : 
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Th~orbme 23. Soient ~, fi, ~1 et t?l des nombres entiers du troisi~me degrd dana le 
mdme corps cubique, tels que 

:r a - b:r 2 + ac:r - a2d = O, ~fl = ad 

et 0~31 -b1~21 -~ al  Cl Qc 1 - a i d  i = 0 ,  O(ifl i = a i d  i. 

Alors, ai lea anneaux R(1, ~,/?) et R(1, ~1,/~l) sont identiques, lea/ormes binairea cubiques 

3 2 2 3 axa § 2 4 7  §  a et alXl §  +Cix iy l  4-dlyl  

sont dquivalentes; et inveraement, lYquivalence des/ormes entra~ne l'identitd des anneaux.  
Les /ormea et lea anneaux ont le mgme diacriminant. 

I1 es t  v r a i s e m b l a b l e  qu ' i l  ex i s te  des  rdsu l t a t s  ana logues  p o u r  les degrds  supdr ieurs  
3. Si le degrd es t  n on aura  d v i d e m m e n t  ~ fa i re  avec  des  fo rmes  d d c o m p o s a b l e s  d u  

n- i~me degrd  s n -  1 var iab les .  
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