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Quelques  r6sultats sur les diviseurs fixes de l ' index des 

n o m b r e s  entiers  d 'un  corps  a lg6brique 

Par TRYGVE NAGELL 

w 1. L e m m e s  sur les formes  binaires 

1. R~sum6 de quelques r~sultats ant~rieurs 

I1 est bien connu que la condition ndcessaire et suffisante pour  que le polyn6me 
/(x) reprdsente des nombres  entiers pour  toutes les valeurs enti~res de x, est que / (x)  
soit de la forme 

/(x):Ao+AI(Xl)-~A2(z2)~-...+An(X), (1) 

off les coefficients A0, A 1 . . . . .  A n sont des nombres  entiers. 
On peut  y ajouter  la proposit ion suivante: 
S i  le polyndme /(x) du n-i~me degrd reprdsente des entiers pour n + 1 valeurs enti~res 

consdcutives de x , / ( x )  est un  hombre entier pour toute valeur enti~re de x. 
Soit / (x)  un polyn6me du type  (1) ~ coefficients entiers A0, A 1 . . . . .  A n. Si tous les 

nombres / (x) ,  pour  x entier, sont divisibles par  le hombre  naturel  5 nous dirons que 
(~ est un div i seur / i xe  de/(x) .  Alors, nous pouvons  6noncer les r6sultats suivants: 

La  condition ndcessaire et su//isante pour que le polyndme (1) ait le diviseur / ixe (~, 
est que tous les coe//icients A0, A 1 . . . . .  A n soient divisibles par ~. 

S i  un  polyndme /(x) du n-i~me degrd reprSsente des nombres entiers divisibles par  le 
hombre naturel ~ pour n + 1 valeurs enti&es consgcutives de x, ce polyndme a l e  diviseur 
/ixe ~. 

J ' a i  publi6 les ddmonstrat ions de ces quatre propositions en 1918; voir Nagell [1] l, 
p. 53-62; comparez aussi Nagell [2], p. 120-122. Dans  un autre travail  j 'a i  dtabli 
des rdsultats analogues pour  les polyn6mes de plusieurs variables; voir Nagell [3], 
p. 2-11. La  not ion de diviseur fixe peut  dvidemment  ~tre 6tendue au cas de plusieurs 
variables. Si ~ est le diviseur fixe maximal  d 'un  polyn6me, tou t  autre  diviseur fixe 
du polyn6me divise ~. Soi t / (x)  un polyn6me p r i m i t i / d u  n-i~me degr6 en x; alors tou t  
diviseur fixe de / (x)  divise le nombre  hi. 

Dans ce paragraphe (( nombre  entier >) a pa r tou t  la signification (( nombre  entier 
rat ionnel >).Dans la suite nous considdrons seulement des polyn6mes ~ coefficients 
entiers rationnels. 

1 Les  n u m 6 r o s  f igu ran t  en t r e  c roche ts  r e n v o i e n t  ~ la b ib l iographic  plac6e ~ la f in de ce t rava i l .  
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2. Lemmes  sur les formes  binaires 

Nous ddsignerons par  le symbole ((a0, al, a 2 . . . . .  an)) lu forme binaire du n-i~me 
degrd 

F(x, y) = ao xn § alxn-ly + . . .  + any ~, (2) 

off les coefficients a t sont des entiers. 
La  proposit ion suivante est ~vidente : 

Lemme 1. Supposons que ta /orme (2) admet le diviseur /ixe ~. Par la trans/ormation 
lindaire 

x = e u  + /v, y = g u  + hv, 

o~ e,/ ,  g et h sont des hombres entiers, tels que eh /g =4 = O, la /orme F(x,  y) sera trans/ormde 
dans la ]orme binaire G(u,v). Alors G(u,v) admet aussi le diviseur /ixe ~. S i  la trans- 
/ormation est unimodulaire les deux /ormes out les ndmes diviseurs fixes. 

Remarque. I1 peut  arriver que G(u, v) admet  un diviseur fixe ~1--k(~, off le nombre  
naturel  k est >1 .  I1 faut  observer que G(u,v) n'est  pus ndcessairement primitive 
lorsque F(x ,y)  est primitive. Si F(x ,y )  est primitive et si la t ransformat ion est uni- 
modulaire,  G(u,v) est toujours primitive. 

On vdrifie aisdment le rdsultat  suivunt : 

Lemme 2. Supposons que la /orme F(x ,y)  du n-i~me degrg repr~sente le nombre entier 
c pour x - x  o, y - Y o ,  ole x o et Yo sont des entiers. Alors, ceUe-ci sera trans/orm~e par la 
trans/ormation 

x - XoU + Iv, y = yo u + hv, 

o5 / et h sont des hombres entiers tels que x oh -yo /  #O, dans une /orme G(u,v), oie le 
coe//icient de u n est dgal & c. 

Duns un travail  antdrieur j 'a i  dtabli le rdsultat  suivant  : 

Lemme 3. Tout diviseur /ixe d'une /orme binaire primitive du n-i~me degrd divise 
le nombre ( n -  1)!. 

Si  n -  3 le diviseur /ixe (> 1) peut seulement avoir la valeur 2. S i n  = 4 le diviseur 
/ixe ( > 1) ne peut avoir que les valeur 2, 3 et 6. 

La condition ndcessaire et su//isante pour que la /orme cubique ((a, b, c, d)) primitive 
ait le diviseur /ixe 2, est que a et d soient pairs, tandis que be t  c soient impairs. 

Pour  la ddmonstra t ion voir Nagell [3], p. 2-11. 
Supposons donnde la forme ((a0, al; . . . .  an) ) du n-i~me degrd, irrdductible duns le 

corps rationnel, et soit 0 une racine de l 'dquation 

ao xn § alx n-1 -~... ~ a n = O. 

Alors, nous dirons que le corps K(0) est engendrd par  la forme ((a0, a 1 . . . . .  an) ). 
Nous dirons aussi que la forme est construite sur le corps K(0). 

Soit t t  un  unneuu entier composd de nombres entiers appur tenant  s K(0). Nous 
dirons que It  est du n-i~me degrd s'il contient  des nombres  gdndrateurs de K(O). 
It  sera dit  ordinaire s'il contient le nombre  1. Par  It  (1, al, ~ . . . . .  ~n-1) nous ddsignd- 
rons un anneau ayan t  la base 1, 6(1, 6~2, . . . ,  6 s  1.  
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w 2. F o r m e s  binaires  et corps cubiques  

3. Le  th6or~me de F.  Levi  

Dans  ce numdro nous supposons donnd le corps cubique K(0). Fo rme  signifiera une 
~orme binaire eubique ~ coefficients entiers rationnels,  construi te  sur le corps K(0); 
cet te forme est  irrdduetible dans le corps des nombres  rationnels.  Anneau  signifiera 
un anneau  entier  ordinaire du troisi~me degr6 appa r t enan t  A K(0). 

En t re  les classes des formes binaires cubiques et les anneaux  du troisi6me degrd 
il existe une correspondence biunivoque qui a dr6 ddeouverte  pa r  F. Levi; voir  
Levi  [4]. Pour  formuler  son rdsul ta t  rappelons d ' abo rd  le fai t  (dfi s Voronoi) qu 'une  
base 1, ~, fl de l ' anneau  eubique R(1, ~, fl) peu t  ~tre choisie de fagon qu 'on  ait  les 
relat ions 

~3-bzt2 §  fi3-cfl2 §  a ~ - a d ,  

off a, b, c et  d sont des nombres  entiers rationnels.  Alors, le thdor~me de Levi  peu t  
6tre formuld ainsi qu' i l  suit : 

Soient ~, ~, ~1 et ~1 des hombres entiers du troisi~me degrd dans le corps cubique K(0), 
tels que 

~ - b~ 2 + aeg - a2d = O, ~fl = ad, 

o~-blot2+alclcr a~dl=0,  celfil=ald 1. 

Alors, si les anneaux R(1, ~, fl) et R(1, ~1, ill) sont identiques, les ]ormes binaires eubiques 

((a,b,c,d)) et ((al,bDcl,dl)) 

sont dquivalentes; et inversement, lYquivalence des deux /ormes entra~ne l'identitd des 
anneaux. Les /ormes et les anneaux ont le mdme discriminant. 

Le discr iminant  de la forme ((a, b, c,d)) ainsi que eelui de l ' anneau  R(1, ~, fl) a pour  
expression 

b2c ~ + 18abcd - 4 a e  3 - 4 d b  ~ -27a~d 2. (3) 

L ' anneau  de t o u s l e s  nombres  entiers du corps K(O) s 'appel lera  l 'anneau /onda- 
mental. La classc des formes correspondant  ~ cet anneau  sera appelde la classe/onda- 
mentale. 

I1 faut  observer  que, dans le thdor~me de Levi,  il peu t  arr iver  que les formes sont 
imprimit ives .  

Soit R(1, ~, fi) l ' anneau  fondamenta l ,  off ~ et fi sat isfont aux  relations 

~3_b~2 + a c ~ - a 2 d - O ,  ~fi =ad .  (4) 

Si le plus grand commun  diviseur des nombres  a, b, c et  d est dgal ~ (~, il est dvident  
que le nombre  ~/($ est  entier. Or, si (~ > 1, cela est  impossible vu qu 'une  relat ion 

o~/~-x~ + yfl + z 

ne peu t  pas  subsister pour  x, y e t  z entiers rationnels.  On a donc : 

Lemme  4. Les /ormes de la classe /ondamentale sont primitives. Dans une base de 
l 'anneau /ondamental donnd par (4) le plus grand commun diviseur des nombres a, b, 
c et d est ggal dt 1. 
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4. Le nombre 2 comme facteur commun de tous les  indices 

Soit K(0) un corps du n-i~me degrd engendrd par  le hombre  algdbrique entier 0. 

Si D* signifie le discriminant du corps Findex I(O) de 0 est le hombre  V'D(O)/D*. 
Si le nombre  premier p divise t o u s l e s  indices I(0), 0 entier, du corps, nous disons, 
pour  raccourcir,  que p est un  f. c. i. ( - f a c t e u r  commun de t ous l e s  indices) dans le 
corps. On salt que les hombres  premiers de ce type  ne paraissent que dans certaines 
catdgories de corps. 

Supposons main tenant  que le corps K(0) est cubique. Alors, il est bien connu que 
le nombre  2 est le seul nombre  premier qui peut  ~tre un f. c. i. L 'exemple  classique, 
qu 'on  t rouve dans tous les exposds, a dtd donnd par  Dedekind. I1 s ' ag i t  des corps 
ddfinis par  l 'dquation 

x 3 - x  2 - 2 x - 8  =0;  

dans ces corps le nombre  2 est un  f. c. i. Voir p. ex. Bachmann  [5], p. 280-283, 
Hensel [6], p. 271-274, Fricke [7], p. 108-110, Hasse [8], p. 328-337. Un  autre exemple 
a dbd donnd par  Hensel [9], p. 147-150, qui a dtabli le thdor~me suivant  : 

Soit p un nombre p r e m i e r - 1  (mod 6), et soit K le corps cubique engendrd par les 
trois pdriodes constitudes de la somme de � 8 9  termes dans le corps cyclotomique 
K(e2m/P). Alors, la condition ndcessaire et su//isante pour que le hombre 2 soit un /. c. i. 
clans K est qu'on ait p = x  ~ + 2 7 y  2, olt x et y sont des hombres naturels. 

D'apr~s un rdsultat  bien connu (voir p. ex. Nagell [10], thdorbme 4) cette condi- 
t ion peut  ~tre remplacde par  la suivante : II /aut et il su//it que le nombre 2 soit un  
reste cubiquz modulo p. Ce thdor6me nous donne une infinit6 de corps cubiques cycli- 
ques dans lesquels le nombre  2 est un f. c. i. 

Nous nous proposons de ddterminer tons les corps cubiques jouissant de cette 
propridtd. Gr~tce au thdor~me de Levi nous pouvons obtenir  ce rdsultat  par  des 
raisonnements tr6s simples. 

Soit 1, 0:, fi une base des entiers du corps cubique K, teUe qu 'on  air 

0:3 --50:3 + ac0: -a2d  =0,/~3 _c/~2 + bdfl - a d  S =0,  0:/~ =ad .  

Alors, Ie discriminant du corps ainsi que celui de la forme ((a, b, c, d)) a pour  expres- 
sion 

D* = b2c 2 + 18abcd - 4ac 3 - 4db a - 27aZd z. (5) 

Le discriminant de tou t  autre  reprdsentant  de la classe fondamentale  a la m~me 
valeur. 

Soit 0 un hombre  entier quelconque dans K, 

0 ~x~--y]~-Z, 

off x, y e t  z sont des entiers rationnels. Donc 

02=x la+y l f l+Z l ,  

off x 1 = bx 2 + dy 2 § 2xz et Yl ~- ax2 + cY 2 - 2yz. I1 en rdsulte que 

D(O) = (ax a + bx2y + cxy ~ + dya)2D *, (6) 
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off la forme ((a, b, c, d)) est un  reprdsentant  de la classe fondamentale  des formes. 
D'apr6s le lemme 4 cette forme est pr imi t ive ,  et d 'apr6s le lemme 3 tou t  diviseur 
fixe de la forme est <~ 2. I1 en r6sulte : 

S i  le nombre naturel v > 1 divise tous les  indices I(0) dans le corps cubique on a v =2.  
Si la forme ((a, b, c, d)) a le diviseur fixe 2, il r6sulte de la formule (6) que tous le s  

indices dans le corps sont des nombres  pairs. D'apr6s  la derni6re partie du lemme 3 
il faut  alors que les coefficients a et d soient pairs tandis que b et c soient impairs. 

De tou t  cela il rdsulte : 

Th4or~me 1. Soit  ((a, b, c, d)) u n  reprgsentant de la classe ]ondamentale de s /o rmes  
binaires cubiques construites sur  le corps cubique K.  L a  condition ngcessaire et su// ieante 
pour  que le nombre premier  2 soit u n  /. c. i. dans K est que les hombres a e t  d eoient 
pa irs  tandis que b e t  c soient impairs .  

Dans la ddmonstrat ion nous n ' avons  pas fair usage de la ddeomposition de 2 en 
iddaux premiers. On peut,  bicn entendu,  remplacer la classe fondamentale  des for- 
rues par  l 'anneau fondamental .  On voit  d'ailleurs sans difficult6 que la classe fonda- 
mentale des formes (l 'anneau fondamental)  peut  6tre remplacde par  une autre classe 
(anneau) ayan t  un discriminant impair. 

Considdrons main tenant  routes les formes ((a, b, c, d)) pour  la] ~z,  [b I ~z ,  Icl ~ z  
et I dl ~ z, off les nombres a, b, c et d ne sont pas pairs t ous l e s  quatre  ~ la fois. Le 
nombre  de ces formes est de l 'ordre de grandeur  15z 4. En  tenant  compte du thdor6me 1 
il semble naturel  de proposer l 'hypoth6se suivante : Soit A(x )  le nombre  de corps 
cubiques pour  lesquels la valur  absolue du discriminant est ~< x. Alors, parmi  ces 
corps il y a approximat ivement  l~A(x)  corps dans lesquels le hombre  2 est un f. c. i. 

Remarque.  Soit donnd le corps cubique K dans lequel le nombre  2 est un  f. c. i. 
Alors, on salt, d 'apr6s la th6orie g6ndrale de Hensel, que l'id6al (2) est le produi t  
de trois iddaux premiers distincts; comparez le numdro 5. Nous allons montrer  
comment  ce rdsultat  peut  ~tre obtenu par  un ra isonnement  tr6s simple Soit 1, ~, fi 
une base des entiers de K donnde par  les relations (4). Alors, on a 6videmment  

~2 _ o~ ~ cr 2 - -  b ~  ~ - a c  + a a d  ~ 0 (mod 2), 
O~ 

fl~ _ f l ~ f l 2  _ e f t - -  - b d  + d f i ~ O  (mod 2), 

vu que a et d sont pairs. Tout  nombre  entier 7 du corps est de la forme 

~) = X 0 -]- X l ~  -[- X 2 f i  , 

x o, x 1 et x 2 6rant des nombres  entiers rationnels. Done 

2 2 2 2 ~ X o + X l ~  +x~fl 2 (mod 2), 

et ~2 _ y =_ x~ - x o + o~(x~ - xl)  + x~(a 2 - ~) + fl(x~ - x~) + x~(fl 2 - fl) (mod 2). 
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P a r  consdquent,  pour  tou t  nombre  ent ier  ~ du  corps on a 

y2_-y (mod 2). 

Cela signifie que l ' iddal  (2) est  le p rodu i t  de t rois  iddaux premiers  du  premier  degrd. 
Ces iddaux sont  dis t incts ,  vu  que le d i sc r iminan t  du corps est  impai r .  

T o u s l e s  iddaux qui  d iv isent  (2) se t r ouven t  p a r m i  les iddaux  (2, ~), (2,fl), (2,1 + zr 
(2,1 +fl),  (2, ~ +fl),  (2,1 + ~ +fi),  (1) e t  (2), off 1, ~, fi est  une base des ent iers  du  corps. 
Cela peu t  servir  ~ dd te rminer  la ddcomposi t ion  de (2) en iddaux premiers .  

w 3. Contributions h la th~orie des nombres premiers f. c.i .  dans un corps de 
degr~ sup~rieur h 3 

5. Gdndralit~s 

Soit  F(Xl,X 2 ..... xr) une forme du  m-i~me degrd des r(~>2) var iables  Xl,X 2 ..... x ,  
coefficients ent iers  ra t ionnels  e t  p r imi t ive ,  e t  soit  5 un  diviseur  f ixe de la forme.  
Si r = 2  nous savons,  d 'apr~s  le lemme 2, que (~ est  un  d iv iseur  de { m - l ) !  Or, cela 
est vrai mdme pour r ~> 3. Pour  le voir  on au ra  seulement  & me t t r e  x 3 = ... =x~ =0 .  
Donc,  il  suffit  de considdrer les formes binaires  quan t  aux  diviseurs  fixes. 

Soit  m a i n t e n a n t  K un corps a lgdbrique du  n-i~me degrd don t  une base  des ent iers  
est  donn6e pa r  1,co~, co~, ...,con_ 1. Soit  0 un nombre  ent ier  quelconque qui  engendre  le 
corps : 

0 = x  0 +x~6o I + . . .  +xn_16On_ 1, 

off les x~ sont  des ent iers  ra t ionnels  var iables .  Alors  on a 

D(O) = D(xlco 1 + ... + Xn_lCOn_I) = [I(0)] e" D*, 

D* d tan t  le d i sc r iminan t  du  corps. L ' i ndex  I(O) de 0 est  une forme p r imi t ive  des n - 1 
var iables  Xl, x 2 ..... xn_ 1 de degrd � 8 9  s coefficients ent iers  ra t ionnels .  

Supposons  m a i n t e n a n t  que le nombre  p remier  p e s t  un f. c. i. ( = fac teur  commun  
de t o u s l e s  indices) dans  le corps K. D 'apr~s  ce que nous venons  de dire  sur  les divi-  
seurs fixes des formes de plusieurs  var iables ,  il f au t  alors que p < ~ � 8 9  
D'ai l leurs  nous allons voir  qu 'on  a encore p ~ < n -  1 (thdor6me 2). 

Hense l  a donn6 le crit~re su ivan t  pour  que le nombre  p remier  p soit  un  f. c. i. 
dans  le corps K. 

Soient Pl, P2 ..... Pr les di/]drents iddaux premiers qui divisent le nombre premier p,  
oh Ok a le degrg /k. D~signons par * * * /1,/2 ..... / s l e s  hombres parmi  les degrds /k qui sont 
di/]drents entre eux, et soit t~ le hombre des degr~s /k qui ont la valeur /*. Alors, on a 
tl +t2 § §  et 

/1+/~ + . . .  +/T = t,/~ + t~t~ + . . .  + tJ*. 

De plus, ddsignons par Gv(/) le nombre 

~a l~(d)pl/a, 

o~e la somme est ~tendue ~ tousles diviseurs positi/s d de / .  
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Alors, pour que p soit un /. c. i. dan,s le corps K, il /aut  et il  su/ / i t  qu'une au moins 
des inggalitds 

t~/* > Gp (/~) (7) 
soit satis/aite. 

Voir  Hensel  [6], 13- 278-279 ou B a c h m a n n  [5], 13. 276. 
Une consgquence immddia te  du  thdor~me de Hensel  est  la p ropos i t ion  : 

Lemme 5. S i p  est le produit  de n iddaux premiers distincts, et s i p  < n, le nombre 
premier p e s t  un  /. c. i. dans le corps. 

Voir Hense l  [6], 13. 274. 
A c e  rdsu l ta t  nous a jou tons  le 

Th(~or~me 2. Tows les nombres p remier s / ,  c. i. clans un  corps de degrg n sont <~ n - 1. 

Dgmonstration. Avec les no ta t ions  du thdor~me de Hensel  nous avons  

/1 + t2 + ' ' "  -~ /r = ti]~ + t2]~ ~- ' '"  21- ts/*" 

Donc,  pour  t o u s l e s  i = 1,2, ..., s, 

t~]* ~ ]1§ ]2 § . . .  W /r < n. 

Si le nombre  premier  p e s t  >~ n ,  on a ~v idemment  

Gn(l*) >~p >1 n. 

I1 en rdsulte,  pour  tou tes  les valeurs  de i, 

tJ* < n <~ G n (/*). 

Donc,  d ' apr~s  le thdor~me de Hensel ,  on conclut  que p n ' e s t  j ama i s  un f. c. i. 
Nous a jou tons  encore ]a p ropos i t ion  su ivante  : 

Th~or~me 3. Le nombre premier p n' est ]amais un  /. c. i. dans le corps, si l'iddal 
(p) est un  ideal premier ou la puissance d 'un ideal premier. 

D~monstration. Supposons  que ( p ) = O  m off p est  un  iddal p remier  du  degrd n/m,  m 
~tan t  un diviseur  de n. On a, dans  ce cas, r - s  = 1, ]* = n / m  e t t  1 = 1. Main tenan t ,  rap-  
pelons le fa i t  que ]e hombre  G,(h), h nombre  n~turel ,  est  pos i t i f  e t  divis ible  p a r  h 
(voir 1 ). ex. B a c h m a n n  [13], p. 372-375); donc Gn(h ) >~h. I1 en rgsulte que 

ti/, n (~) 
= Vn < an  = an  (/~). 

E n  ve r tu  du thdor~me de I-Iensel on conclut  alors que p n ' e s t  pas  un  f. c. i. dans  le 
corps. 

I1 est  facile de vdrifier le r6su l ta t  su ivan t  : 

Lemme 6. Soient cl, c 2 ..... cn(n>~2) des nombres entiers rationnels tels que le corps 

soit du degrd 2L 
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1 ~ Si  l'on a c l - c 2 - . . . - c ~ - 1  (mod 8), l'iddal (2) est dgal au produit de 2 n iddaux 
premiers dans K. 

2 ~ S i p  est un nombre premier impair  tel qu'on ait 

( ~ )  = ( ~ ) =  ... = ( p ~ ) =  + 1 ,  

l'iddal (p) est dgal au produit de 2 = idgaux premiers darts K. 

Pour  la ddmonst ra t ion  voir  V/~rmon [18], p. 62-63. 
E n  combinan t  ce rdsul tat  avec le l emme 5 on obt ient  le 

Th~orbme 4. 1 ~ Les conditions de la premiere partie du lemme 6 ~tant remplies, le 
nombre 2 est un /. c. i. dans le corps. 

2 ~ Les conditions de la seconde partie du lemme 6 dtant remplies, le nombre premier 
p est u n / .  c. i. dans le corps, pourvu que p < 2 ~. 

On en conclut : S i p  est un nombre  premier  <2n, n ~ 2 ,  il existe une infinitd de 
corps de degrd 2 n dans lesquels p e s t  un f. c. i. 

6. Les corps biquadratiques 

Considdrons ma in tenan t  le cas oh le corps K est  du quatr i~me degrd. Alors, d 'apr~s  
le thdor~me 2 il n ' y  a que les deux possibilitds p = 2 et p = 3 pour  un nombre  premier  
f. c. i. A l 'aide du thdorbme de Hensel  il est facile d 'dtabl i r  les rdsultats  suivants  : 

Th~or~me 5. Pour que le nombre premier 2 soit un /. c. i. dans un corps biquadratique 
il /aut et il su//it qu'on air l 'un des trois cas suivants : 1 ~ l'iddal (2) est le produit de 
quatre iddaux premiers di//drents entre eux; 2 ~ l'iddal (2) est le produit de quatre iddaux 
premiers, dont trois sont di//drents entre eux, tandis que deux coincident; 3 ~ l'iddal (2) 
est le produit de deux id~aux premiers di//grents entre eux, tons les deux du second 
degrd. 

Th~or~me 6. Pour que le nombre premier 3 soit un /. c. i. dans un corps biquadratique 
il /aut et su//it  que l'idgal (3) soit le produit de quatre iddaux premiers di//grents entre 
eUZ.  

D~monstration du thdor~me 5. Vu que Gv(/~ ) >~ff, il suffit de considSrer les cas off 
t~>2 et  r~>2. E n  ayan t  dgard au lemme 5 et  au thdor~me 3, on pen t  se borner  
examiner  les cas off l ' iddal (2) a l 'une des dgcomposit ions suivantes  en iddaux pre- 
miers 01, 02 et 03 diffdrents entre  eux : 
9~0 20~ ,  2 2 0102, 01302, off 01, 02 et  Pa sont du premier  degrd. 
019203, off 01 est  du second degrd, tandis  que 02 et 03 sont du premier  degrd. 
9102, oh PJ est du troisi~me degrd et  02 du premier  degr~. 
9192, O1~1 01 et 02 sont  tons les deux du second degrd. 
91202, off 01 est du premier  degr~ et  92 du second degrd. 

Dans  le premier  cas on a r = 3 ,  s = l , / * = 1  et  t1=3.  Vu que G2(1 ) =2 ,  le nombre  2 
est  un f. c. i. 

Dans  le deuxi~me cas on a r = 2 ,  s = l , / * = 1  et  t1=2.  Vu que G2(1 ) =2 ,  le nombre  
2 n 'es t  pas  un f. c. i. 
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D a n s  le t ro is ibme cas on  a r = 2, s = 1 , / ~  = 1 e t  t 1 = 2, et  le n o m b r e  2 n ' e s t  pas  u n  
f. c . i .  

D a n s  le q u a t r i b m e  cas on  a r = 3, s = 2,/~'  = 2, tl  = 1 , /~  = 1, t~ = 2. Done ,  le n o m b r e  2 
n ' e s t  pas  u n  f. e. i. 

D a n s  le c inqu i~me eas on  a r = 2, s = 2 , / 7  = 3, t~ = 1 , /*  = 1, t2 = 1. Done ,  le n o m b r e  2 
n ' e s t  pas  u n  f. e. i. 

D a n s  le sixi~me cas on  a r = 2 ,  s = l ,  1~=2 ,  t 1 = 2 .  V u  que  4=tl]*>G2(2)=2, on  
c o n s t a t e  que  le n o m b r e  2 est  u n  f. c. i. 

D a n s  le sept i~me cas on  a r = 2, s = 1 , /~  = 1, t I = 1,/~" = 2, t = 1. Donc ,  le n o m b r e  2 
n ' e s t  pas  u n  f. e. i. 

Le thdorbme 5 se t r o u v e  a ins i  ddmont rd .  

Ddmonstration du thdor~me 6. I1 suff i t  d ' e x a m i n e r  les m~mes  sep t  possibi l i tds  que  
t o u t  s l ' heu re  p o u r  le n o m b r e  2. 

D a n s  le p r emie r  eas on  a r = 3 ,  s = l , / *  = 1  et  t 1=3 .  V u  que  Ga(1 ) = 3 ,  le n o m b r e  3 
n ' e s t  pa s  u n  f. c. i. 

D a n s  le deux i~me cas on  a r = 2 ,  s = l ,  ]* = 1  et  t1=2. Done,  le n o m b r e  3 n ' e s t  pas  
u n  f. c. i. 

D a n s  les t ro is i~me,  q u a t r i ~me  et  c inqu i~me cas on  o b t i e n d r a  d ' u n e  fagon ana logue  
clue le n o m b r e  3 n ' e s t  pas  u n  f. c. i. 

D a n s  le sixi~me eas on  a r=2,  s = l ,  /* =2 et  t 1=2 .  V u  que  4=tl]*<Ga(2 ) = 6  on  
vo i t  que  le n o m b r e  3 n ' e s t  pas  u n  f. c. i. 

D a n s  le sept i~me c a s o n  a r = 2 ,  s = l ,  /~ '=1 ,  t l = l ,  /~=2, t 2 = l .  I1 s ' en su i t  que  le 
n o m b r e  3 n ' e s t  pas  u n  f. c. i. 

Cela d 6 m o n t r e  le thdorbme 6. 
Nous  d i rons  que  le n o m b r e  2 est  u n  f. c. i. de la premiere ,  deux i~me ou  t rois i~me 

cat6gor ie  s u i v a n t  q u ' o n  a l e  p remier ,  deux i~me ou t ro is i~me cas d a n s  le thdor~me 5. 
Le thdordme 4 nous  rend ,  pou r  n = 2, des rdsu l t a t s  sur  les n o m b r e s  2 e t  3 en  qua l i t6  

de  f. c. i. d a n s  des corps b i q u a d r a t i q u e s  par t icu l ie rs .  D a n s  la su i te  de ce p a r a g r a p h e  
n o u s  a l lons  cons t ru i re  des exemples  d a n s  des corps p lus  gdndraux.  I1 en  rdsul te  que  
t o u t e s  les t ro is  catdgories  ex i s t en t  rde l l ement .  

7. Corps biquadratiques dans lesquels le premier cas du th~or~me 5 est r6alis~ 

Considdrons  l ' d q u a t i o n  b i q u a d r a t i q u e  

x 4 + alx 3 + a~x ~ + aax + a 4 = 0, (8) 

off les coefficients  son t  des n o m b r e s  en t i e r s  r a t i o n n e l s  sa t i s fa i san t  a u x  congruences  

a i = - 2 ( m o d 3 2 ) ,  a 2 = - l ( m o d 3 2 ) ,  a a - - ' 2 ( m o d 3 2 ) ,  a a - 0 ( m o d 3 2  ). (9) 

Supposons  que  l ' d q u a t i o n  (8) est  i r rdduc t ib le  d a n s  le d o m a i n e  r a t i o n n e l  et  dds ignons  
pa r  0 u n e  rac ine  de celle-ci. A p p l i q u a n t  la fo rmule  qu i  d o n n e  le d i s c r i m i n a n t  des 
dqua t i ons  b i q u a d r a t i q u e s ,  on  t r o u v e r a  que  

D(O) - 16 (mod  32). (10) 

N o u s  a l lons  m o n t r e r  que  le n o m b r e  

fl= �89 (O + O 2) (11)  
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est un entier. De la relation 

0 4 = - a l O a - a 2 0 2 - a a O - a 4  

nous obtenons de proche en proche les congruences 

~ 0 ~ - 2  (mod 32), ~ 0 ~ - - 6  (mod 32), 

~0~- -18  (mod 32), ~ 0 ~ - - 0  (mod 32), 

~ 0 ~  - 8 (mod 32), 

~ 0 ~ 2  (mod 32), 

(83 

off les sommes sont dtendues k tons les nombres conjuguds 0~. 
A l'aide de ces rdsultats nous trouvons que les sommes Zfl~, Z ~  et Zr~, dtendues 
tons les nombres conjuguds, sont des nombres entiers satisfaisant aux congruences 

suivantes : 

~ f l , - -2  (mod 16), ~f l~- -2  (mod 8), > ~ f l ~ 2  (rood 4). 

En posant ~I (Y - fit) = y4 + bl y3 + b2y2 + b3y + b4 ' 

nous trouvons que les coefficients hi, b2, b ae t  b 4 sont des nombres entiers satisfaisant 
aux congruences suivantes 

b ~ - 2  (mod 16), b~-- I  (rood 4), b a ~ 0  (rood 2), 

b 4 = N(fl)  = ~N(O)  N(O + 1 ) ~ 0  (mod 64). 

Le facteur 3 qui paralt  dans le ddnominateur dans le calcul de b a pent  dvidemment 
~tre ndgligd. 

Alors, ayant  dgard ~ la congruence (10), on conclut que le discriminant des quatre 
hombres 

1, 0, �89 + 02), �89 + 0 a) (12) 

est un hombre impair. I1 en rdsulte que le discriminant D* du corps K(0) est impair. 
Tout nombre entier ~7 du corps est donc de la forme 

1 
= m -- (x~ + xlO + x2fl + xaflO)' (13) 

off m est un nombre naturel impair, et off x 0, x 1, x 2 et x 3 sont des nombres entiers 
rationnels. Nous allons montrer  que, pour tout  nombre entier ~, la congruence 
suivante est satisfaite : 

~ 2 - ~  (rood 2). (14) 

Cela signifie que l'iddal (2) est le produit de quatre iddaux premiers, qui sont distincts, 
vu que D* est impair. 

fi dtant entier on a 02 ~0  (mod 2). A l'aide de l 'dquation (8') nous obtenons B e - 8  
(mod 8). De plus on a 

(tO) ~ -r io  =r2(02 - 0 )  +0(~ 2 - r )  = 0  (mod 2). 

Si ~] est le nombre entier donnd par  (13) on obtient 

~2~-x~ + x~O 2 + x 2~2~, + x21~0 J (mod 2). 
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Donc ~ 2 - ~ - - x ~ - x o + O 2 ( x ~ - x l ) + x ~ ( O 2 - O ) + f l 2 ( x ~ - x 2 )  

+ x2 (f12 _ fl) + (flO)2 (x~ - xa) + x a ((fl0) 2 - riO) (mod 2). 

I1 en rdsulte que la congruence (14) est satisfaite pour  tou t  nombre  entier ~. 
Par  consdquent, nous avons 6tabli le 

Th~or~me 7. Soit 0 une racine de lYquation irr~ductible (8), dont les coe//icients satis- 
/ont aux congruences (9). Alors, dans le corps K(0) le hombre 2 est un  /. c. i., et l'iddal 
(2) est le produit de quatre id~aux premiers distincts dans ce corps. 

On voit  sans difficultd que les corps dans ce thdorbme ne sont pas en gdndral des 
corps de Galois; comparez Nagell [14]. Dans le numdro suivant  nous allons voir com- 
ment  on peut  rdsoudre complbtement  le probl~mc dans un corps biquadrat ique de 
Galois qui n 'es t  pas cyclique. 

8. Corps biquadratiques abgliens non cycliques 

Los corps biquadrat iques abdliens non cycliques sont les corps engendrds par  deux 
racines earrdes, e'est-~-dire les corps du type  

K(Vh, ~• (15) 

off A et A 1 sont des nombres entiers rationnels, qui ne sont divisibles par  aucun 
carrd >1;  AA 1 ne doit  pas 8trc un carrd. Le corps (15) cst contenu dans le corps 
cyclotomique engendrd par  le nombre  e 2~/N, off N = I AA1 [/(~, (~ = (A, A1), si A -- A~ -- 1 
(mod 4), et off N = 41AA1 [/(~, (~ = (A, A1) , d a n s  les autres cas; voir  p. ex. Nagell [19], 
p. 164-165. 

Pour  que le nombre  premier p divise le discriminant du corps (15) il faut  et il 
suffit que p divise AA 1 ou 2 AA 1 selon que A -- A 1 -- 1 (mod 4) ou non. 

Ddsignons par  s 1 la subst i tut ion ] / A - + - V h ,  par  s~ la subst i tut ion l /A1-+-  I/A1, 
et  par  sis 2 la subst i tut ion composde. 

Le thdor~me 4 contient  comme cas particulier des r6sultats sur les corps (15). 
Pa r  exemple : Le nombre  3 est un I. c. i. dans (15) si A = A I - - 1  (mod 3). 

Nous pouvons  prdciser ce rdsultat  en d6montrant  le 

Th~or~me 8. Pour que le nombre 3 soit un  /. c. i. dans le corps (15) il ]aut et il su/]it 
que A - A 1 - 1  (mod 3). 

En  effet, si AA 1 est divisible par  3, le discriminant du corps est divisible par  3. 
Si h - 1 (rood 3) et A 1 ~ - 1 (mod 3), l 'iddal (3) est le produit  de deux iddaux premiers 
dans le sous-corps K(I/A) : 

(3) = (3, 1 § l/X) (3, 1 - I/A). 

b a n s  le sous-corps K([/~I) l'iddal (3) restera un id6al premier. Supposons qu 'on  
aurai t  dans le corps (15) la ddcomposition de (3) en quatre  ideaux premiers 

(3) = ~1 ~2~3 ~4' 
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de fagon que p2=siPi ,  Pa =8301 et p, =s l s2p  i. Donc, les iddaux PiP2 et PaP4 seraient 
des iddaux dans le sous-corps K(VAi), tous les deux diffdrents de l'iddal unitd. Or, 
cela est impossible. Bar consdquent, dans le corps (15) l'iddal (3) est le produit de 
deux iddaux premiers. 

Si A - - A 1 =  - 1  (mod 3), on a A A i = I  (mod 3), et on retombe sur le cas prdcddent. 
Du thdor6me 4 nous aurons le rdsultat : Le nombre 2 est un f. c. i. de la premibre 

catdgorie si A - A i - 1  (mod 8). Nous allons prdciser ce rdsultat en ddmontrant  le 

Th~orbme 9. Pour que le hombre 2 soit un  /. c. i. de la premiere catdgorie daws le 
corps (15) il /aut et il  su/ / i t  que A - - A 1 - 1  (rood 8). 

Pour  que le nombre 2 soit un  /. c. i. de la troisi$me catdgorie dane le corps (15) il /aut  
et il su/ / i t  que A - - - A I - 1  (rood 4) et que A et A i n e  soient pas  tous lee deux=- I (rood 8). 

En effet, si A (ou A1) n 'est  pas ~-1 (mod 4), le discriminant du corps est divisible 
par 2. Si A-=I  (rood 8) et A i ~ 5  (mod 8), on montre de la m~me mani~re que plus 
haut  que l'iddal (2) est le produit de deux iddaux premiers dans (15) : 

(2) = (2, 1 (1 + t/X)) (2, �89 (1 - VA)).  

Si A - = A 1 - 5  (mod 8), on a A A I - 1  (mod 8), et on retombe sur le cas prdcddent. 
I1 est dvident que la deuxibme catdgorie du thdorbme 5 ne peut  p a s s e  prdsenter 

dans un corps de Galois. En effet, dans un corps de Galois l'iddal (p) est une 
puissance si le nombre premier p divise le discriminant du corps. 

I1 rdsulte du thdor~me 8 que le nombre 3 est un f. c. i. dans approximat ivement  
�88 des corps biquadratiques du type (15). 

Du thdor~me 9 il rdsulte que le nombre 2 est un f. c. i. de la premiere catdgorie 
dans approximativement  ~ des corps biquadratiques du type (15). De plus, on 
obtient que le nombre 2 est un f. c. i. de la troisi~me catdgorie dans approximativement  
18 des corps biquadratiques du type (15). 

9. Corps biquadratiques clans lesquels le nombre 3 est un  f .  c. i. 

Considdrons l 'dquation biquadratique 

x 4 + a l x  3 +a2x 2 +aax + a  4 =0, (16) 

oh les coefficients sont des nombres entiers rationnels satisfaisant aux congruences 

a l - 2  (rood 81), a S - - 1  (mod 81), a a -  - 2  (mod 81), a4-:0 (rood 81). (17) 

Supposons que l 'dquation (16) est irrdductible dans le domaine rationnel et ddsignons 
par  0 une racine de celle-ci. De la manibre courante on trouvera que le discriminant 
de 0 satisfiera ~ la congruence 

D(O)---9 (mod 27). (18) 

Nous allons montrer  que le nombre 

/ /=  ~ (0 a -- 0) (19) 
est un entier. De la relation 

04 = - alO a - a202 - aaO - a a (16') 
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nous obtenons de proche en proche les congruences 

~ 0 i ~  - 2 (mod 81), 

~ 0 ~ 1 8  (mod 81), 

~0~ = 34 (rood 81), 

~ 0 ~ 6  (mod 81), ~ 0 ~  - 8  (mod 81), 

~0~- -  - 3 2  (rood 81), ~ 0 ~ 6 6  (mod 81), 

~0~s~15 (mod 81), ~ 0 ~  - 2 6  (mod 81), 

off les sommes sont 6tendues ~ tousles  nombres conjuguds 0i. 
A l'aide de ces rdsultats nous trouvons que les sommes Zfi~, Zfi~ et Z/~, dtendues 
tousles  nombres conjuguds, sont des nombres entiers satisfaisant aux congruences 

suivantes : 
~ f l ~ - 2  (mod 27), ~ f l ~ 4  (rood 9), ~ f i ~ l  (rood 3). 

En posant 
H(y - f l i )  =y4 +bly3 +b2y~ +bsy +b4, 

nous trouvons que les coefficients bl, b2, b a et b 4 sont des nombres entiers satisfaisant 
aux congruences suivantes 

b1--=2 (mod 27), b2~0  (mod 9), 

b 4 = N(fl) = 1 N(O) N(O + 1) N (0 - 1 ) ~ 0  (mod 81). 
o l  

Alors, ayant  6gard s la congruence (18) on conclut que le discriminant des quatre 
nombres 

1, O, 02, 1 (0 a _ 0) (20) 

est un nombre entier non divisible par  3. I1 en r6sulte que le discriminant D* du 
corps K(0) n'est pas divisible par 3. Donc, tout nombre entier ~ du corps est de la 
forme 

1 
= ~ (X 0 -~ Xl0 ~- X2 02 -~ X3•), (21) 

off m est un nombre naturel ~ _+ 1 (mod 3), et oh x 0, xl, x2 et x a sont les nombres 
entiers rationnels. Nous allons montrer  que, pour tout  nombre entier ~, la congruence 
suivante est satisfaite : 

~s =~ (mod 3). (22) 

Cela signifie que l'iddal (3) est le produit de quatre id6aux premiers, qui sont distincts, 
vu que D* n'est  pas divisible par 3. 

Puisque fl est entier on a 0 a =0  (rood 3). On v6rifie ais6ment que 

9(fl 2 -f l )  = - 9 0 s + 9 0  (mod 81), 

d'ofl fl2-fi=-O (mod 3) et done 
fis_-fi~ ~fl  (rood a). 

Si ~ est le nombre donn6 par (21) on obtient 

m~a-- x~ + x~O a + x~O 6 + x~fl a (mod 3). 
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Done, m(~] 3 - ~]) ~ x ~  - x 0 -4- 03(x~ - Xl) + x 1 (03 - 0) -]- 06(x3~ - x2) 

+ x2 (06 _ 02) + fl3(x ~ _ x3 ) + x3 (f13 _ fl) (mod 3). 

I1 en rdsulte que la congruence (22) est satisfaite par  tou t  nombre  entier ~. Par  
consdquent, nous avons dtabli le 

Th~orbme 10. Soit 0 une racine de lYquation irrgductible (16), dont les eoe//icients 
satis/ont aux congruences (17). Alors, dans le corps K(0) le hombre 3 est un  /. c. i., et 
l'iddal (3) est le produit  de quatre iddaux premiers distincts dans ce corps. 

On voit  sans difficultd que les corps dans ce thdorbme ne sont pas en gdndral 
des corps de Galois; comparez Nagell [14]. Dans le numdro prdcddent nous avons 
vu comment  on peut  rdsoudre compl6tement  le problbme concernant  le nombre  3 
dans un corps biquadrat ique de Galois qui n 'es t  pas cyclique. Dans les numdros 
11 et 12 nous allons considdrer les corps biquadratiques cycliques. 

10. Les nombres 2 et 3 s imul tangment  des f .  c. i. dans un corps biquadratique 

Une consdquence immddiate des thdor~mes 7 et 1O est donnde par  le 

Th~orbme 11. Soit 0 une racine de lYquation irrdductible 

X 4 -~alx a +a2;v 2 +a3x + a  4 =0 ,  

oit les coe//icients sont des entiers satis/aisant aux  congruences 

a 1 ~ 2  (mod 25-34), a2~  - 1  (rood 25"3a), 

a 3 ~ - 2  (rood 25. 34), a 4 = 0  (rood 25-34). 

Alors, dans le corps K(0) les nombres 2 et 3 sont des / .  c. i. Les idgaux (2) et (3) sont tous 
les deux des produits de quatre idgaux premiers distincts dans ce corps. 

En  combinant  les thdor6mes 8 et 9 du numdro 8 on peut  ddterminer tous les  corps 
biquadrat iques abdliens non cycliques dans lesquels les nombres  2 et 3 sont en m6me 
temps des f. c. i. 

11. Sur  une categoric de corps biquadratiques cycliques 

Les corps biquadratiques cycliques sont les corps engendrds par  les hombres  de 
la forme 

]/s(1 + t ~ + V1 + t~). 

off s et t sont des nombres  rationnels; voir Nagell [14], p. 350-351. I1 y e n  a deux 
types suivant  que s est positif ou ndgatif. Dans le premier cas t o u s l e s  corps con- 
juguds sont rdels (classe 9 dans mon travail  prdcitd). Dans le dernier cas t o u s l e s  
corps conjuguds sont imaginaires (classe 6 dans mon travail  prdcit6; classe 5 dans 
rues t r avaux  [15], p. 346, et [11], p. 483, et avec cette classification la classe 5 con- 
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tient et des corps non-galoisiens et des corps cycliques; dans le travail [11] il faut  
donc remplacer (~ N ~> par (~ N et C ~)). 

Recapitulons quelques fairs sur le corps biquadratique cyclique engendrd par  les 
quatre pdriodes 90, 91, 92 et 92 chacune constitu4e de la somme de 1 ( p - l )  termes 
dans le corps cyclotomique K(e~/~), p ~tant un nombre p remie r~  1 (mod 4). Ces 
p6riodes sont donndes par  les expressions suivantes, Oil ~ est une racine imaginaire 
de l 'dquation x p - 1 =0,  off / = I (P - 1) et oh g est une racine primitive (positive) mo- 
dulo p: 

(23) 
2]2 = ~g~ + ~g6 + ~gl0 + . . .  + ~g~(l ~)+~, 

Les nombres 90, 9z, 2]2 et 92 constituent une base des entiers du corps K(2]0); voir 
Weber [17], p. 337-338. Le discriminant D* de ce corps a la valeur p3. 

Supposons d 'abord que p - - 1  (mod 8). Alors, les nombres 2]0, 9z, 92 et 2]a sont les 
racines de l '6quation 

x~+ x ~ -  ~(p - 1)x ~ -  ~[p(~ + 1) + � 89  1)]x 1 (24) 
+ ~ [ i ( p _  1 ) " - p ( a  + 1) z] =0 ,  J 

off p = aS+ b 2, a -  - 1  (mod 4) et b -  0 (mod 4); pour la ddmonstration voir Bachmann 
[16]. Le discriminant de cette ~quation a la valeur 

Les racines sont donndes par  les expressions 

~(-l+~p)~:�89189 et 1 ( - -1 - -~ /p )+ �89  

Elles sont r6elles toutes les quatre. Le corps est aussi engendr6 par le nombre 

Supposons ensuite que p - 5  (mod 8). Alors, les nombres 2]0, 9z, 2]2 et 2]a sont los 
racines de l 'dquation 

x4 +x3 + ~(P+ 3)x2 + ~[P(a+ l ) -  �89 } 
§ l [ � 8 8  1 ) 2 _ p ( a +  1) 2 ] =0 ,  

(25) 

off p=a2+b ~, a~l (mod 4), b - 2  (mod 4); pour la ddmonstration voir Bachmann 
[16]. Le discriminant de cette 6quation a la valeur 
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Les racines sont donndes par les expressions 

� 8 8 1 7 7 1 8 9 1 8 9  et � 8 8 1 7 7 1 8 9 1 8 9 2 4 7  

Toutes les quatre sont imaginaires. Le corps est aussi engendrd par le nombre 

V�89  

12. Exemples de f .  c. i. clans les corps biquadratiques cycliques 

Soit donnd le nombre premier p = 1 (mod 4). Alors, dans le corps quadratique 
K(l/p), l'iddal (2) est dgal au produit de deux iddaux premiers distincts : 

(2) = (2, �89 (1 + ~p)) (2, �89 (1 - ~p)). (26) 

Supposons d 'abord que le nombre 2 appart ient  s l 'exposant � 8 9  modulo p. 
Alors, on sait que, dans le corps cyclotomique K(e2=~/P), l'iddal (2) est dgal au produit 
de deux iddaux premiers distincts; voir p. ex. t tecke [20], w 30. On en conclut que, 
dans le corps biquadratique cyclique K(~0) du numdro prdcddent, les deux facteurs 
dans l 'dquation (26) sont des iddaux premiers distincts, tous les deux du second degrd. 
Cela entraine que le nombre 2 est un reste quadratique modulo p; donc p - 1 (mod 8). 
Cependant, le nombre 2 ne doit pas 6tre un reste biquadratique modulo p. Donc, il 
faut  dans p = a 2 + b  2, a impair, que b ~ 4  (mod 8). En effet, d'apr~s un rdsultat de 
Gauss, le nombre 2 est un reste biquadratique si b - 0  (rood 8) et seulement dans ce 
cas. Par  consdquent, nous avons le 

Th~ori~me 12. Le nombre 2 est un /. c. i. de la troisi~me catggorie dans le corps bi- 
quadratique cyclique K(~o) s'il appartient d~ l' exposant �89 - 1) modulo p. 

Exemple numdrique : S i p  = 17 le nombre 2 appart ient  ~ l 'exposant 8. 
Supposons ensuite que le nombre 2 appart ient  s l 'exposant � 88  modulo p. 

Dans ce cas le nombre 2 est un reste biquadratique modulo p, et dans p=aZ+b  u, 
on a b = 0  (mod 8). I1 existe dvidemment une racine primitive g(>0)  modulo p telle 
qu'on ait g 4 - 2  (mod p). Nous prenons cette valeur de g dans les expressions (23). 
Alors, nous aurons 

Z]0=~+~2_4_~4_[_ ... _4_ ~21 1, 

I1 en rdsulte 

1}1 = t 0 ~-  ~20 _~ ~40 .~. , , ,  + ~:21-1% 

#3 = ~g~ + ~2~ + ~4~ + . . .  + ~21-~ '. 

~702~2 + ~4 + ~s + . . .  + ~2i_~0 (rood 2) 

et d 'une mani~re analogue, 

~?2~zh, ~--~72, ~/~=z/3(m~ 
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Tout hombre entier fi du corps K(~o) est de la forme 

oh x0, Xl, x 2 et x a sont des nombres entiers rationnels. Comme dans des cas prdcddents, 
il en r6sulte 

done 

~2 __/~ __~ Z0 (~0 2 __ ~0) 2t- Xl (~2 __ ~1) -~ X2 (~ 22 -- ?~2) ~- X3 ( ~  -- ~3) (mod 2), 

fi~--fi~0 (mod 2). 

Cela entralne que l'iddal (2) est le produit de quatre iddaux premiers distincts du 
premier degrd dans K(~0). I1 s'ensuit le 

Thfiorbme 13. Le hombre 2 est un  /. c. i. de la premiere cat~gorie dans le corps bi- 
quadratique cyclique K(~o) s'il appartient de l'exposant � 8 8  modulo p. 

Exemple numdrique : Si p =281, le nombre 2 appartient ~ l 'exposant 70. 
D'une manibre analogue on ddmontre le 

Th~or~me 14. Soit p u n  hombre premier - 1 (rood 12). Alors, le hombre 3 est un  
/. c. i. dans le corps biquadratique cyclique K(~o) s'il appartient de l'exposant � 8 8  
modulo p. 

Exemples numdriques : S ip  = 13, le hombre 3 appartient ~ l 'exposant 3. S ip  = 109, 
le nombre 3 appartient s l 'exposant 27. 

13. Corps dans lesquels le nombre 2 est un  f .  c. i. de la deuxi~me catggorie 

Nous finissons nos recherches sur les nombres f. c. i. dans les corps biquadratiques 
par le r~sultat suivant : 

Th~or~me 15. Soit 0 une racine de lYquation x 4 - p  =0, ole p e s t  un  hombre premier 
= 1 (rood 8). Alors, le nombre 2 est u n / .  c. i. de la deuxi~me cat~gorie dans le corps K(0). 

Ddmonstration. On a D(O) = -2Sp 3, et on trouvera aisdment que les quatre nombres 

1 , 0 , ~ = ~ ( 1 + 0 3 ) ,  f i = � 8 8  ~) 

constituent une base des entiers de K(0). En effet, on a ~=�89 +l/p), et le nombre 
f l = � 8 8  1)/(0-  1) est racine de l'dquation 

y4 _ y3 _ 3ty2 _ 4t~y _ 2t 3 = O, 

off t = ~ ( p -  1). Le discriminant du corps est done - 4 p  a. 
Finalement on vdrifiera sans peine qu'on a 

(2) =P}P2P~, 
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off les iddaux premiers sont donnds par les formules 

p1=(2,1§ 02=(2 ,1§  pa=(2 ,1+0,1§162247 

I1 est dvident que ces idgaux sont distincts. 

w 4. Sur une question concernant le discriminant des formes binaires 

13. L e m m e  sur les polyn~mes  ~t coefficients entiers 

Nous avons besoin du rdsultat suivant : 

Lemme 7. Soit /(x) un polyndme ~t coe//icients entiers, et soit~ le diviseur /ixe max imal  
de/ (x) .  

S i  a est un hombre entier tel que /(a) # O, il existe une in/initg de hombres entiers b 
tels que /(a)/3 et /(b)/(5 soient premiers entre eux. 

Ddmonstration. I1 suffit dvidemment de montrer l'existence d 'un seul nombre b 
ayant  la propridtd en question. 

Soit p u n  nombre premier tel que la congruence 

fix) =0  (mod ~p) 

air une solution. Alors, il existe au moins un hombre entier xp tel que/(x~)/5 ne soit 
pas divisible par p. Ddsignons par P le produit de tous les  nombres premiers qui 
divisent le nombre/(a).  Soit maintenant b u n  nombre qui satisfait s toutes les con- 
gruences 

b=-xp (mod ~p), 

off p parcourt tousles  facteurs premiers de P. Alors, il est dvident que le nombre 
/(b)/~ est premier ~ P. Cela d6montre le lemme. 

Pour une forme binaire s coefficients entiers on conclut : Si ~ est le diviseur fixe 
maximal de la forme, celle-ci peut reprdsenter deux nombres A et B tels qu'on ait 
(A, B) = 6. 

14. L a  relation entre le d iscr iminant  d 'une  forme binaire et celui d 'un  corps 
correspondant 

Une consdquence immddiate du thdor6me de Levi est la proposition suivante : 

Soit ( (a, b, c, d) ) une /orme binaire cubique irr~ductible, h coe//icients entiers, construite 
sur le corps cubique K. Alors, si D est le discriminant de la ]orme et si D* est le discri- 
minant  du corps, on a la relation 

D = D*h 2, 
h gtant un hombre naturel. 

I I  existe des/ormes dont le discriminant = D*. 
I1 est bien connu qu'un rdsultat analogue existe pour les formes binaires quadra- 

tiques. 
On peut se ddmander si ce rdsultat peut ~tre dtendu aux formes binaires d 'un degrd 

~> 4. Nous allons dtablir le 
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Th~or~me 15. Soi t  ((ao, a 1 . . . . .  a~)) une  /orme binaire du  n-i~me degr~, irr~ductible, 
coe//icients entiers,  construite sur  le corps K du  n-i~me degrd. 

S i  le d iv iseur  ]ixe m a x i m a l  (~ de la /orme est = 1, on a la relation 

D = D*h 2, 

o~e D* est le d i scr iminant  du  corps K, et o~e h eat un  nombre naturel.  S i  (~ > 1 et (D*,~}) = 1~ 
la mdme relation subsiste.  

Ddmonstrat ion.  Soit  
F(x ,  y) = aox ~ 4- a~x"- ly  4-... § any ~ 

la forme binaire.  Les coefficients a 0 et  a~ sont  divis ibles  pa r  le d iviseur  fixe m a x i m a l  8. 
Si nous posons F = F(x ,  1) nous aurons  pour  le d i sc r iminan t  

n ( F ( x , y ) )  = D ( F ) .  
Posons  de plus  

F i  (z) = a~ 1F ( :  o, 1) = zn 4- al z ~ 14- auaoZn 2 § . . . § a~-  l an. 

Alors, d 'apr~s  les r~gles du  caleul avec les d iser iminants ,  on aura  

D(Fl(z))=a(o2n 2)(n 1) n(n-1)D(F)=a(on 1)(n-2)D(F)" 

Vu que les racines  de _Fl(Z ) : 0  sont  des nombres  alg6briques ent iers  du  n-i6me degr6, 
on aura  

D ( F i ( z ) )  = D*h 2, 

off h est  un nombre  naturel .  Done,  en posan t  m = ( n -  1 ) ( n - 2 ) ,  

a~ D ( F )  = D*h 2. 

D'apr~s  le lemme 2, le nombre  a 0 peu t  ~tre remplacd p a r  un  nombre  ent ier  quelconque 
A reprdsentable  pa r  la forme. D 'apr~s  le lemme 7 il existe  deux  nombres  ent iers  
A et  B reprdsentables  pa r  la forme tels  qu 'on  ai r  (A, B) = 8. Done 

A ~ D ( F )  = D*C 2, 

BraD(F)  = D*C~, 

off C et  C 1 sont  des nombres  naturels .  I1 s 'ensui t  que 

(~mD(F) = D * H  2, 

off H est un  hombre  nature l .  Le th6or6me 16 rdsulte imm6d ia t e me n t  de cet te  re la t ion.  
I1 est  p robab le  que le thgor6me est  vra i  pour  tou tes  les va leurs  de 8. Nous  al lons 

reveni r  sur  ce t te  quest ion procha inement .  

w 5. R e m a r q u e s  sur u n  travai l  ant~rieur  

Dans  mon  t r ava i l  [10] je me suis propos6, en t re  autres ,  de d6 te rminer  la densi t6 
des nombres  premiers  pour  lesquels les nombres  2, 3, 5 et  7 sont  des restes  cubiques.  
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Pour les nombres 2 et 3 j'ai montrd que la densitd est dgal ~ 1/6. Pour les nombres 
5 et 7 j 'ai trouvd la densitd 1/4 qui s'est montrd d'6tre fausse, puisque j'ai opdrd 
avec des formes quadratiques errondes. En effet, dans le cas du nombre 5 les formes 
doivent ~tre 

13u2 + 25uv + 25v ~ et u~ § uv +169v ~. 

Vu que ces formes sont ambigu~s on aura, par l'application du thdorbme de Landau, 
la valeur 1/6 pour la densitd. Dans le cas du nombre 7 les formes doivent ~tre 

9u* +49uv+49v  ~ et u2 + u v +  331v e. 

Comme ces formes sont ambigu~s on obtient pour la densitd la valeur 1/6. I1 en 
rdsulte qu'il faut, dans les thdor~mes 6 et 7, remplacer 1/4 par 1/6. Darts le thdor6me 8 
il faut donc remplacer 1/4 par 1/3. 

Cependant, la solution compl6te du probl~me a dtd donnde par Emma Lehmer. 
En effet, elle a montrd, par une mdthode plus effective que la mienne, que la densit6 
des nombres premiers p -  1 (mod 6) pour lesquels un nombre premier donn6 est un 
reste cubique est toujours dgale ~ 1/6; voir Lehmer [20]. Elle a de mSme montr~ 
que la densitd correspondante pour les restes biquadratiques est toujours dgale s 1/8. 

Je profite de l'occasion pour corriger la ddmonstration du thdor6me 9 de mou 
travail [10]. Dans la forme (9), p. 217, le terme rev 2 est disparu. Celle-ci doit 8tre 

(a 2 + 27Q2b*)u ~ + (2at + 54brQ~)uv + r2(1 + 27Q2)v ~. (9) 

Sur la page 218 la ddmonstration doit continuer ainsi qu'il suit : 
Pour te raisonnement il faut choisir le nombre a tel que cette forme soit primitive. 

Nous allons montrer que cela est possible. D~signons par ~ le plus grand commun 
diviseur des coefficients de la forme. Alors, 6 n'est pas divisible par le nombre pre- 
mier r. En effet, le coefficient a ~ + 27Q2b 2 n'est pas divisible par r, vu que le nombre 

a = a + 3 Q b ~ / ~  est un non-reste cubique modulo r. Les deux nombres a - b  et 
1 + 27Q 2 sont donc divisibles par 8, et on voit aisdment que 8 est leur plus grand com- 
mun diviseur. Supposons que ~ > 1. Ddsignons par Ale  plus grand diviseur de 1 + 27Q2~ 
tel que (A,8)= 1. Nous savons que a est premier avec be t  que a satisfait ~ une con- 
gruence a - h  (mod Qbr). Remplagons maintenant a par le nombre 

a* = a + QbrA. 

Alors, il est dvident que le nombre 

a* - b  = a - b  +QbrA 

est premier avec 1 +27Q ~. On en conclut que a peut ~tre choisi de mani~re que la 
forme (9) soit primitive. 

Le reste de la ddmonstration sera la m6me que auparavant. Seulement, dans la 
premiere ligne de la page 218, il faut supprimer les roots : (( Cette forme est primitive 
puisque (a,3Qb)=1. ~) Dans la neuvi~me ligne d'en bas de la m~me page il faut  
remplacer (a, 3Qb) par (a - b, 1 + 27Q2). 
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