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Kriterien ffir diophantische Ungleichungen, indefinite Haupt- 
formen und Hauptideale quadratischer Zahlkiirper 

Von CLAS-OLoF SELENIUS 

1. Problemstelhng ~ 

I n  der Theorie der quadrat ischen ZahlkSrper sind die ,,diophantischen" Un- 
gleichungen 

dy~l<l vd (1) Ix~- i 

wo d( > 0) die K6rperdiskriminante ist, yon  besonderer Bedeubung. Ihnen  ent- 
sprechen in der Theorie der indefiniten biniiren quadrat ischen Formen  die Dar-  

stellungen yon  ganzen Zahlen < �89 l/d mittels der Haup t fo rmen  ~. 
Lagrange [8] fand eine notwendige Bedingung fiir die L6sungen der klassisch 

gewordenen Gleichung 

qo(x,y)=x2-Dy2=L, 0 < 1 5 ] <  V ) ) = � 8 9  ~/d, (3) 

wo d=4D die Diskriminante der Haup t fo rm qo(x, y ) =  (1, 0, - D) bezeichnet; 
x, y, L sind ganz rational und D eine natfirliche nichtquadrat ische Zahl. Es ist 
(3) 15sbar, wenn und  nur  wenn 

L E  { ( -  1) 'Q,},  v = 0 ,  1, ..., (4) 

wo {Qv} die (endliche) Menge der Nenner  der volisti~ndigen Quotienten yon  der 

Zahl ]/D bezeichnet ([8], Euler [3]). Notwendig dafiir, dass (x, y) eine (eigentliche) 
L6sung yon  (1) oder (3) ist, ist dass IxHyl ein N/~herungsbruch y o n / D  ist. 

1 15bet die Ergebnisse in Nr. 2 dieser Arbeit babe ieh an der ,,Tagung tiber Zahlentheorie, 
insbesondere additive und analytisehe Zahlentheorie" im September 1965 im Mathematisehen 
Forsehungsinstitut Oberwolfaeh vorgetragen. 

2 Vgl. z. B. Brandt [1], S. X, wo er sagt: ,,Wie sehon Legendre gezeigt hat, werden auf diese 
Weise [Darstellung dureh die Kettenbruchentwieklung] alle iiberhaupt darstellbaren Zahlen er- 
halten, deren Betr~ge unter ~D liegen. GewShnlich finden sieh darunter aber aueh einige Zahlen, 
die fiber diese Sehranke hinausgehen, jedoeh unter 2 ~D bleiben, Eine nghere Charakgerisierung 
dieser Zahlen fehlt aber". 
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Wir werden (Nr. 2) diese notwendige Bedingung durch eine sowohl notwendige 
als auch hinreichende Bedingung ersetzen. 

Wenn d allgemein die Diskriminante b 2 - 4 a c  der bin~tren quadratischen Form 
q(x, y) = ax ~ + bxy + cy ~ = (a, b, c) bezeichnet, so ergeben die Untersuchungen in Nr. 2 
eine volle Charakterisierung der Zahlen, die durch die Hauptform (1, 0 , - D )  = 
(1, 0, - d / 4 )  darstellbar und absolut kleiner als �89 sind: 

[qo(x,y)[<�89 d ~ 0  mod 4. 

Diese Ergebnisse k6nnen wir aber auf allgemeine Diskriminanten verallgemeincrn. 
Wir behandeln (Nr. 3-4) gleichzeitig die der Gleichung (3) entsprechende 

oder eigentlich 

D - l y 2 = M ,  0<l/l<�89189 d - - ~ l m o d 4 ,  (5) ql (x ,  y )  = x 2 + x y  - 

wo jetzt d = D = 4 G + 1 die Diskriminante der Hauptform ql = (1, 1, - (D - 1)/4) 
ist. Fiir die LSsung yon (5) sind sogar keine notwendigen Bedingungen bekannt 1. 

Wir werden (Nr. 3-4) dagegen sowohl notwendige als auch hinreichende Bedin- 
gungen fiir die LSsungen yon (2) odor (5) angeben. 

Auf Grund der in Nr. 2-4 gewonnenen Ergebnisse 15st sich vollst~ndig das 
Darstellungsproblem, die dutch die inde]initen biniiren quadratischen Haupt/ormen 
der DiMcriminante d 

darsteUbaren Zahlen < �89 Vd vSllig zu charakterisieren (Nr. 5). 
Dabei gewinnen wir Kriterien ]iJr die Normen der ganzen Zahlen eines qua- 

dratischen ZahlkSrpers, die absolut kleiner als �89 ~/d sind (Nr. 6). 

2. Die Hauptform erster Art 

Wir betrachten zuerst die Gleichung (3) odor die ,,diophantische" Ungleichung 

[q0(x, y) l---Ix - Dy  < V 5  ( = @ / 2 )  (6) 

Die klassische notwendige Bedingung, dass (x, y) eine eigentliche LSsung von (3) 
odor (6) ist, nur wenn Ix]/lyl ein •iiherungsbruch yon ~/Dist (vgl. z .B.  [12]), wird 
durch folgende volle Charakterisierung ersetzt: 

1 Zwar gibt Perron [12], w 30, eino notwendige Bedingung, nur aber fiir den speziellen Fall 
M = •  

D.i. ein N~herungsbruch der Diagonalkettenbruehentwicklung yon V-D ist. Diese halbregel- 
m~ssige Entwicklung (vgl. [12] Kap. V, bes. w 43) ist dadurch vollst~ndig charakterisiert, dass 
ihre N~herungsbrtiche gekiirzt sind und die Approximation 1/2t -~ zulassen (vgl. Koksma [7], 
S. 3, 26, 39). 

468 



ARKIV FOR MATI~-MATIKo Bd 6 nr 25 

Satz 1. Von den triviale~ LSsungen (mit xy = O) abgesehen, ist (x, y) eine eigentliche 
LSsung von (6), wenn und nur wenn [xHy I ein Diagonalniiherungsbruch vo~ ~D ist 2. 

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass (x,y) eine eigentliche LSsung yon (6) 
ist. Es ist also jedenfalls I~I/lYl ein N/~herungsbruch yon ~/D, d.h.  ein N/~he- 
rungsbruch, sagen wir A~-I/B~-I, der regelm/~ssigen Kettenbruchentwicklung yon 
I/D, und damit 

Ixl A~-I / 
fiir irgendein v (v = 1, 2, . . . ) .  (7) 

W/~re [x]//Iy[ dann kein Diagonaln/iherungsbruch yon VD, also (vgl. Minkowski 

[10], [71 oder [12]) definitionsgem/~ss l l/D - l x l / l y l l >  �89 y2, so h~tt~n w~ 

V D -  A~-I 1 
I > 2 Bv -; �9 

Wegen A > 0, B > 0 ergibt sich dann 

2 -~ ,_  (A~_I+B~_II /D)=�89 ~/D+ . 

Nun sind bekanntlich alle N/iherungsbriiche ( v - 1  ~>0) grSsser als oder gleich 
Ao/B o = [~/D], weshalb 

IA~- DB~_I I > �89 ([VD] + [(D]) = []/D], 

wo Ix], wie iiblich, die grSsste ganze Zahl nicht grSsser als x bezeichnet. Als 
eine ganze Zahl miisste dann Ix 2 -  Dy 2l > ~/D sein, entgegen der Voraussetzung. 
Der Bruch x/y  geh6rt daher der Menge der Diagonaha~herungsbriiche an 1. 

Wenn umgekehrt x/y  ein Diagonaln/iherungsbruch ist, so gilt (7) und wegen 
der Irreduzibilit/it der beiden Briiche auch x=A,,-1, y=Bv-1 mit 

I VD A, - l l  1 

Diesmal ergib~ sich 

Es giE aber immer Av_l/Bv_ 1<AlIBi< [VD] -4-1 und demnach 

lAb-l- DB~_II < �89 ([VD] + 1 + [Vn] + 1) = [VD] + 1. 

1 Die Beweismethode Chrystal's [2] (vgl. Lo Vequo [9]. Toil I, Th. 9.8) reich$ natiirlich gar 
nioht aus, um unseren Satz zu boweisen. 
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Wegen der Irrationalit/~t yon I/D folgt dann auch 

IA~ ~ - DB~-~I = ] z~ -DYe] = 1%( x, Y)[ < Vz), 

das bedeutet: (x, y) befriedigt die Gleiehung (6). Der Satz ist damit  bewiesen. 

3. Die Hauptform zweiter Art 3. Die Hauptform zweiter Art 
h . C 1 ~ Wir behandela nun die Gleichung (5) oder die ,,diop antis ne Ungleichung 

]q l (x ,y ) l~ l z2§  ~[ <VG, G = D - 1  d - 1  4 - ~ - '  (8) 

und zwar zuni~chst den Fall, dass G keine Quadratzahl ist. Der Fall G =g2 (g 
ganz rational) wird in Hr. 4 auseinandergesetzt. Das Polynom ql in (8) ist gleich 
der Norm der ganzen algebraischen Zahl x § coy in dem Fall, dass d ungerade 
= 4 G + 1 ist. Wit  zeigen 

Satz 2. Ist  D - - 1  rood 4 und G = ( D - 1 ) / 4  keine Quadratzahl, so ist (x, y), x > 0 ,  
y > O, eine eigentliche LSsung der ,,diophantischen" Ungleichung 

[ x 2 + xy - Gy 2 ] < V-G, (9) 

wenn und nur wenn x / y  ein Diagonalndherungsbruch von ( -  1 § I /D)/2 ist. 

Beweis. Die Perronsche Beweismethode (ftir den Fall G = _+1) kann kaum 
verallgemeinert werden. Wir schlagen ganz andere Wege ein und verwenden u. a. 
ein Ergebnis yon Hurwitz [6], w 4. 

1) Zun/ichst nehmen wir an, (x,y) sei eine LSsung yon (8) oder (9). ])as 
Hurwitzsche Ergebnis besagt folgendes: Die eigentlichen LSsungen der Gleichung 
(vgl. (3)) 

% ( x , y ) = L ' ,  0 < [ L ' l < 2  VD, (10) 

in positiven relativen Primzahlen x, y werden durch die (im Hurwitzschen Sinn) 
sog. ,,H/~herungsbriiche" yon der Zahl ~/D geliefert. Unter  dem Ausdruck ,,H/i- 
herungsbruch" versteht Hurwitz einen gewissen Bruch der yon ihm aufgestellten 
sog. Fareyschen Reihe der betreffenden Zahl (loc. cir. w 3). Diese ,,N/~herungs- 
briiche" sind, obwohl eigentlich nicht in [6] erw/~hnt, im grossen ganzen den 
,,H/~herungen" Perron's identisch (vgl. [12] w 15-16) 1. 

Wir formen deshalb (9) in folgender Weise urn: 

] (2x§247 l)y2]~4[VG], (11) 

1 Der Hurwitzsche Satz repr~.sentiert eine notwendige Bedingung fiir die L5sungen von (10), 
welche Gleichung ich in einer kiinftigen Arbeit untersuchen werde. Es ist mir bereits gelungen, 
diese notwendige Bedingung zu versch/~rfen, und es ist unser Bestreben, sie durch ein vollst/~n- 
diges Kriterium ersetzen zu kSnnen. Dariiber habe ich im Mathematischen Institut Uppsala 
vorgetragen. 

470 



ARKIV F6n MATEMITIK. Bd 6 nr 25 

wo wegen der Voraussetzung VG irrational war und daher durch [(G] ersetzt 
werden konnte. Nun gilt 

(D ist ja nicht-quadratisch). Auch 2x + y  und y sind relative Primzahlen, und 
da 4 G +  1 kein Quadrat war, so ist die L6sungsmenge der Ungleichung (9)eine 
Teilmenge v o n d e r  L6sungsmenge {2 x + y, y, x ~> 1, y ~> 1} der Ungleichung 

[%(2x+y, y)l  = [ ( 2 ~  + y) " -  I)y~l < 2 I/D. (12)  

Die L6sungsmenge yon (12) ist ihrerseits eine Teilmenge der totalen Menge der 
Niiherungen von [/D. 

Wir  bezeichnen die N/Cherungen yon ]/D mit 

K ~  ) _ Cn_ , + gCn - n = - 1 , 0 ,  �9 g = 0 , 1 ,  Vn+l- l ;  g = n = 0  ausgeschlossen, 
D~ , + g D ,  . . . .  ' . . . .  

(13)  

wo Cn/Dn die NiCherungsbriiche und c, die Teilnenner der Kettenbruchentwicklung 
[c 0, c I . . . .  ] yon ~/D sind. Dann gilt allgemein 

0 ~(o) ~ ~<1) < K~ ~ < K~" < [ VD] ~ < K(-~ < K ~  < . . .  < ~ 1 1  \*~i < " ' "  < " ' "  

y2"(1) i -  YZ(0) < U(21)  < / ~ ( 2  0) < . . . . . .  0 , 

wo bemerkt sei, dass z.B. Perron nicht mit K _  1 rechnet ([12], w 16). Es gilt also 

K~) ~> K(~~ DC~~ = [VD] >~ 2 [VG] (14) 

fiir alle n/> 0. 

a) Es sei dann zuerst n 4 - 1 .  Aus (1I) und (14) ergibt sich in diesem Fall 

2 x + y ~ 2 [1/~l. l i5/ 
L ~  

Y 

Wir schreiben jetzt die urspriingliche Ungleichung (8) 

also 
Y y 2 \ y 
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Auf Grund von (15) erhalten wir dann a fortiori fiir (9) 

y VS<2y  2' 

was aber wegen der Definition der Diagonalkettenbriiche ([10]; [12] w 45) darauf 
hinausl/iuft, dass x/y ein Diagonaln/iherungsbruch yon der Zahl ( - 1 + ~-D)/2 ist. 

b) Es sei dann in (13) n =  - 1 .  W/ire damit (2x+y)/y eine N/iherung der Form 
K- l ,  also gleich 1/1, 2/1 . . . . .  oder (c o - 1 ) / 1 ,  so ist y =  1 notwendig (das gilt aus- 
serdem fiir K(1 ~ =%/1 und ]cann auch fiir K(~ ~ = c  o + 1/c 1 gelten). Gem/iss (11)be- 
friedigt x dann die Ungleichung 

D -  (2x § 1)2 ~< 4 [ ~ ]  ~< 2 [~/D]. (16) 

Nun ist D ~> 5 und somit D > 2 [VD], also 

0 < D - 2 [ ~ / D ]  ~<(2x+I)~<[VD] 2. 

Auf Grund yon D/> [~/D]~ + 1 ergibt sich dann 

[L/D] 2 + 1 - 2 [~/D] < D - 2 [VD] ~< (2x + 1) 2 < [VD]~, 

woraus notwendig 2 x + l = [ ~ / D ] - I  folgg. In  diesem Fall gilt also in (16) 
D - ([L/D] - 1) 2 < 2 [~/D], daher D ~ [~/~]2 + 1 und somit ist notwendig D = [VD] 2 + 1. 
Es muss darm D - 1, und damit auch 4 G, eine Quadratzahl sein, woraus dasselbe 
auch fiir G Iolgt. Je tz t  war aber voraussetzungsgem/iss ein quadratisches G aus- 
geschlossen. In dem betrachteten Fall ist also der L6sungsbruch nicht yon der 
Form K-1. 

I)amit ist der ers~e Teil unseres ]3eweises erbracht. Ist  (x, y) eine eigentliche 
L6sung yon (9) und G kein Quadrat, so ist x/y ein I)iagonaln/iherungsbruch der 
ZaM ( - 1 + ~/~))/2. 

2) Es sei umgekehrg x/y ein derartiger Diagonaln/iherungsbruch. Dann ist a 
fortiori (Minkowski [10]) x/y ein (gew6hnlicher) N/iherungsbruch derselben Zahl, 
Av-1/B~,-1, und zwar einer, der der Bedingung 

] - I + W  1 
v>O (17) 

2 By-i[ 2B~-I 

geniigt. Dann gilt auch 

Av-i 1 ~/DI (Av-l§247 <lkBv_l+ +2 
B2-i [ ~v_l-~ 2-- -2 "- "\By_ 1 (18) 
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Wegen A,_I/B,_I < A1/B1 <~ Ao/-Bo + 1 folgern wir 

I 2 D-1Bv2_I = A,-I+Av-IBv-~ ~ -  ]ql(Av-l,B,-l)]=]qx(x,Y)] 

1 + +1  / - -  1 + 1/D + I/.D + ~ ' ~  I+V.D 

Auf Grund der Ganzzahligkeit haben wir dann 

2 [ql(Z, Y)] "~< [~/~] -~- 1, (19) 

In (19) ist aber Gleichheit nicht mSglich. Infolge (18) w/~re dann wegen der 
Eigenschaften der Ganzzahlfunktion Ix] fiir v~> 1 

-- 1 + 1/D A o Av_ 1 I + V D  [~/D]+I I §  [ ~ / D ] > - - >  
Bv_l >2lql(x'y)[ 2 2 - -  > -2--  2 Boo" (20) 

Da nach (19) aber [VD] ungerade ist, so gilt 

Auf Grund der Eigenschaften der N/~herungsbriiche schliessen wir dann 

1 

B 1 2 + 2 '  

Am_l<<[-l +Wl)]+l, m>~2. (22) 
afort iori  also .Bin-1 2 

Dutch Vergleich yon (20) und (21) mit (22) ergibt sich dannv = 1. Nach (20) ist 
aber die Zahl ( - 1  + VD)/2 kleiner als ihr N/iherungsbruch A,-I/B~-d, woraus 
v - 1 ungerade wird. Wir haben also einen Widerspruch: in (19) ist das Gleichheits- 
zeichen nicht mSglich. 

Wenn x/y ein Diagonaln/iherungsbruch ist, gilt also sicher nach (19) 

2 Iql(x, y)l < [VD] + 1, 

auf Grund der Irrationalit/it yon VD daher 21q l(x, y)]< YD. Daraus folgt dann 
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Iqx(x,y)l< [~---n2 ] =[VG], (23) 

denn es war D = 4 G + 1. Nach der Voraussetzung, dass G keine Quadratzahl war, 
ergibt sich schliesslich I qxl < ~/G, womit der letztere Tell und somit der ganze 
Satz bewiesen ist. 

4. Fortsetzung; der Fall G = g  2 

Jetzt  untersuchen wir den noch ausstehenden Fall, dass in (8) G eine Qua- 
dratzahl ist (=g2, g>0) ,  D also v o n d e r  Form 4g~+1. 

1) Es sei dann (x,y) eine L6sung von (8). In dem 1. Teil des obigen Be- 
weises (Hr. 3) wurde im Fall a), als n # -  1 war, kein Gebrauch yon der Vor- 
aussetzung G:#g ~ gemacht. Im Fall b), n =  - 1 ,  wurde dagegen gezeigt, dass D 
yon der Form 4 g2 + 1 sein muss. Dann war in (11) notwendig (2 x + y) /y  = [I/D] - 1, 
aber auch y = 1, also 

x=�89 I_[V~]- 1 =.q- ~_. 
y 1 1 1 

Dieser Bruch ist identisch mit dem ~q/~herungsbruch Ao /B  o von ( - 1 §  l/D)/2 
(fiir den speziellen Weft D = 5  erh/flt man die L6sung (x,y)= (0, 1), die ja wegen 
x > 0 eigentlich ausgeschlossen war, obwohl doch in der Tat eine LSsung; A o / B  o 
ist dann = o), denn es gilt 

BOA~ [ - 1 + 2  I/D] = [[~/4 G +2 1 ] - 1 ] =  [2 [VG]-  1] = 2  [2-2 g2T-~] = g - 1 .  (24) 

In diesem Fall ist aber A o / B  o = ( g -  1)/1 kein Diagonaln/iherungsbruch. In der 
Kettenbruchentwicklung [co, c I . . . .  ] yon ( - 1 § I/D)/2 muss n/~mlich c I = 1 sein, 
denn vermSge (24) ergibt sich (c o =Ao/Bo) 

[ 2 ] 
c 1 = < 2. 

1/4g2+ 1 - 2 g +  1 

Wenn c1= 1 ist, kann aber (vgl. [12], S. 179) Ao /B  o kein Diagonaln~iherungs- 
bruch sein. Vgl. Beispiel 3 in Hr. 7. 

2) Es sei nun umgekehrt x / y  ein Diagona.lnitherungsbruch yon 1 ( _ 1 + l/4-g ~ + 1). 
Dann gilt der ganze Teil 2 des Beweises yon Satz 2 von (17) bis (23), denn 
dieser war mit I/D durchgehend geffihrt. Am Schluss kommt noch die M6glich- 
keit der Gleichheit in (23) hinzu: 
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welcher Fall auch durch Zahlenbeispiele (z.B. D=101,  vgl. :Nr. 7, Beispiel 3) 
best/itigt wird. 

In diesem Fall ist die Kettenbruchentwicklung yon ( - 1  + VD)/2: 

- 1 + 1/492+1 
2 [ g -  1, 1, 1, 2g - 1], (25) 

(die Periode durch tdberstreichung kenntlich gemacht), denn die rekursive Ent- 
wicklung (vgl. [2], w 20) liefert die vollst/~ndigen Quotienten ( P , +  ~/.D)/Q,, 
v=0,  1, .. .;  

Po = - 1 ,  Qo=2, C o = g - 1  , 

P l = ( g - 1 ) ' 2 - ( - 1 ) = 2 g - l '  [2 

Q1=�89 l _ ( 2 g +  l)U}=2g ' Cl-~ 9--1 "4-]/492+1] 
2g  _1 = 1, 

P 2 : i ' 2 9 - ( 2 g - 1 ) = l '  [ 

1 Q z = _ ( 4 9 2 +  l _  l ) = 2 a  ' c2= l + ~4g--~-+~] = l 
2 9  2g J ' 

{ Pa=l '2g- l ' l zg  (29 1)3} 2, c a [ 7 ]  2 ~ -  1 4 g ~ : ~  
q~ = x - ( ~ q  ~ +  1 - - = = = 2 9 -  1. 

Die entsprechende Diagonalkettenbruchentwicklung wird 

1 
g 1 (26) 

2~ 
[2g - 1, 1, 1] 

In (25) is~ also A o / B  o kein Diagonaln//herungsbruch, jedoch aber dann A1/B r 
Die zu den darauffolgenden PerioderL geh6rigen N/~herungsbriiche sind abet alle 
Diagonaln/iherungsbriiche (vgl. 1)erron [12], S. 176, die Regeln Pippings [13], 
S. 6). 

Gilt in diesem Fall Gleichheit in (8), mit anderen Worten Ix 2 + x y -  g2 y21 = g, 
so ist x / y  gleich einem der NKherungsbriiche 

A~ s~:0, 1 rood 3, der Entwicklung (25). 
B s ' 

Die Ergebnisse dieser und der vorigen Nummer fassen wir zusammen in 

Satz 3. Die ,,diophantische" Ungleichung 
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wo 4 G + 1 keine Quadratzahl ist, hat die eigentliche ZSsung x = a ( > 0), y = b ( > 0), 
wenn und nur wenn a/b ein Diagonalngherungsbruch der Zahl �89 ( -  1 + V 4 G ~ I )  ist. 

Alleinige und triviale Ausnahme ist der Sonder/aU G=einer Quadratzahl = g2 
(g > O) und dann nut /iir a = g - 1, b = 1 (a/b ist danu zwar ein ~V~iherungsbruch, 
doch nieht ein Diagonaln5herungsbruch, der genannten Zahl). 

5. Darstellung yon Zahlen durch die Hauptformen 

Die in Satz 1 und 3 ausgesprochenen neuen Ergebnisse gestatten uns, eine 
vollst~indige Charakterisierung der dutch inde/inite, bingre, quadratische Haupt/or- 
~nen darstellbaren Zat, len abs~lut <�89 Vd anzugeben. 

Wir bemerken zun~chst, dass die t tauptform 

( ) 1,1, D-4 1 = x~ + xy D-4 l y~ 

durch die unimodulare Substitution 

x ' = x - y ,  y ' = y  

in die Form (1, - 1 ,  - ( D - 1 ) / 4 )  iibergeht. Deshalb sind in Satz 3, wenn man 
auf die Forderung a, b > 0 verzichtet, yon den LSsungsvierern • a / •  b diejenigen 
mit ab < 0 I)iagonalni~herungsbrfiche yon �89 ( + 1 + VD), wi~hrend die iibrigen eben- 
solche yon � 8 9  1 + ~/D) sind. Die ersteren sind dann gleich (a~,+bv)/bv, wenn 
a,,/b~, die Diagonaln~herungsbriiche yon �89 ( - 1 + ~/D) bezeichnen. In  dem Sonder- 
fall G=g 2 ist (vgl. (25)) die regelm~ssige Entwicklung 

+ 1 +  V4g~ + 1 
2 -- [g, 1 , 1 , 2 g -  1] 

und damit die I)iagonalkettenbruchentwicklung nur im Anfangsglied yon den ent- 
sprechendeu Entwicklungen (25) bzw. (26) verschiedeu. 

Die zwei F~lle kSnnen jetzt vermittels der Diskriminantc d vereinigt werdcn. 
Unsere Ergebnisse fassen wir im folgenden Hauptsatz zusammen. 

Satz 4. Fiir die unendlich vielen Darstellungen (x,y) einer gegebenen Zahl vom 
Betrag < �89 Vd dutch eine der inde/initen quadratisehen Haupt/ormen erster oder 
zweiter Art 

q,~(x,y)= 1,~7, , ~]=0,1,  

mit der Diskriminante d gilt /olgendes Kriterium: 
Die notwendige und hinrei~hende Bedingung da/iir, dass (x, y) (x # 0, y # 0) eine 

eigentliehe LSsung der Ungleichung 
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Iq,(z, y)l < �89 V~ 

s~i, ist dass I~I/lY[ ~i~ Diagonaln~h~rungsb~uch vo~ �89 ( ~ +  V~) ist, j~ ~hd~m 
xy ~ 0 ist. 

AUeinige und triviale Ausnahme ist der Sonder/aU ~ = 1, d = 4g  ~ + 1 (g > 0), also 
die Haupt/orm zweiter Art ql (x ,y)=(1,  1, _g2), und dann nur liar x = g - 1 ,  y = l  
oder x = - g ,  y = l .  I~  diesem Fall wird ndmli~h die Zahl - g = - � 8 9  dutch 
die Form 

q l ( x , y ) = q i ( g - l ,  1 ) = - g  bzw. q l ( - g ,  1 ) = - g  

reprgsentiert, obwohl ( g - 1 ) / 1  bzw. I - g [ / 1  kein Diagonalndherungsbruch vonder 
betre//enden Zahl 

[ g - l ,  1 , 1 , 2 g - i ]  bzw. [g, 1 , 1 , 2 g - I ]  
ist. 

I n  der ein~achen Ausdrucksform dieses Satzes weisen die Minkowskischen ])iago- 
nalkettenbri iche neue, fundamenta le  Eigensehaften auf, die ebenso bemerkenswert  
sind wie bei der klassisehmi Definition Minkowski 's 1. ])ie RoIle, die die allgemeinen 
Diagonalkettenbris bei der speziellen Darstellung yon  quadrat ischen Irrat ional-  
zahlen spielen, ist mit  der Rolle zu vergleichen, die den allgemeinen Idealketten. 
bri~chen bei der LSsung yon  (3) mi$ L =  1 (die ,,zyklisehe Methode")  zukommt.  

Satz 5. Fi~r die Darstellungen (x, y), x > 0, y > 0, einer Zahl vom Betrag kleiner 
als �89 ~d durch die Haupqormen 

q, (x, y) = x ~ + ~xy - y~, ~ = 0 oder 1, 

mit der Dislcriminante d > 0 gilt das Kriterium 

]~,(x,y) l<�89 ~ Y" Y 2 - x  <~"  

Ist x oder y negativ, gilt das Kriterium, /aUs x, y dutch Ix I, ]Yl ersetzt werden, 
und zwar mit �89 ( - ~  § Vd), ~ nachdem xy ~ 0 ist. 

Ausges~hl3ss~n ist dabei der triviale Fall ~ = 1, d = 4g  ~ § l(g > 0) und dann x = g - 1, 
y =  l oder x=  - g ,  y=  l.  

Die zwei in dem Kriterium vorlcommenden ,,digphantischen" Ungleichungen sind 
also dquivalent: ihre unendli~hen LSsungsmengen sind identisch. 

Beweis. ])as Kri ter ium folgt nach Satz 4 aus der ])efinition der ])iagonal- 
kettenbriiche, denn die letztere Ungleichung gilt dann  und  nur  d a n a  wenn x / y  
ein DiagonaIn/iherungsbrueh yon ( - ~ ]  + Vd)/2 ist. 

Wir  erhalten somit eine Verallgemeinerung eines frtiheren Sa~zes: 

x Vgl. Koksma [7], S. 39, wo u.a. gesag~ wird: ,,Wir . . .  be$onen nur die Tatsache, dass 
iiberhaupt eine solche Kettenbruchentwlcklung yon 0 existiert, deren N/iherungsbriiche mit 
den Briichen yon ~2(0) zusammenfallen." 
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Satz 6. Die endliche Menge der Zahlen, die absolut kleiner als �89 ~d sind und die 
dureh die eine der zwei Haupt]ormen 

qn (x, y) = x 2 + r]xy - y2, ~ = 0 oder 1, 

mit  der Diskriminante d > 0 eigentlich darstellbar sind, ist vSllig bestimmt dutch die 
Werte yon q,~(x, y), die sich ergeben, wenn x, y Zdhl~r und 1Venner der zum An-  
]angsjlied und zur ersten Periode der Diagonalkettenbruchentwicklung yon ( - ~ + Vd)/2 
geh5rigen Ndherungsbri~che sind (diese Werte von q~(x, y) sind nieht notwendig aUe 
vers:hieden). 

Rekursiv  wird diese Menge von darstellbaren Zahlen so bestimmt, dass die Zahl 

(-~7 + ~d ) /2  (gekiirzt) in den Diagonalkettenbruch entwiekelt wird und die Nenner  
Sv der wUstdndigen Quotienten notiert werden, bis dahin, wenn (/iir ~ = 0 bzw. ~ = 1) 
zum ersten Mal  S~ = - 1 bzw. Sk = • 2 au/tritt. Die gesuchte Menge der darsteU- 
baren Zahlen ist dann durch die Menge 

also durch die Menge {( - 1) ~+m Sv/(1  § bestimmt. Hierbei ist v der Sehrittindex 
und m die Anzahl  der Male,  wo in dem betref/enden Schritt der Entwicklung - 1 als 
Teilzi~hler gewi~hlt war. 

Beweis. Nach  dem H a u p t s a t z  ist ]q~(x,y)l <�89  Yd, wenn  und  nur  wenn Ix l / ly l  

ein Diagonaln~herungsbrueh yon  �89 ( ~ N + ~/d) ist, sgn ( T- 7) = - sgn xy  (es spielt 
dann  keine Rolle, ob im Falle N = 0 diese Zahl  unverkt i rz t  bleibt,  denn die Teilnen- 
ner sind ja  die gleiehen). H ie r  kann  m a n  sieh aber  auf  posi t ive x, y beschr~nken,  
denn  der Wer t evo r r a t  q~(x,y) ist (vgl. Anfang dieser Nr.) schon dutch diese 
bes t immt .  

Weil x / y  der Menge der (gewShnlichen)Ni~herungsbri iehe angehSrt  und  fiir 
diese bekannt l ich  ([3] bzw. [12], S. 109, mi t  veri inderten Zeichen) die Bezie- 
hungen 

2 2 A ~ - I - D B ~ - I  = ( - l)~Qv 

e ~ - ( 2 7 )  Av-1 -[- A v - i  By-1 - GBv-I  - ( - 1) v �89 Qv 

gelten, wo die Q~ (vgl. Nr.  4) die Nenner  der vollsti~ndigen Quot ienten von  

� 8 9  + l/~/) bezeichnen, so gehSren die Wer te  yon l%(x, Y)I der Menge yon Q~ 
an. Diese Menge ist bekannt l ieh  schon durch  die erste Periode der regelmi~ssigen 
Entwicklung  ( i iber)best immt.  Die Menge yon q~ (x, y) selbst ist gemi~ss (27) durch  die 
Qv, v = 0, 1 . . . . .  k ( = die Periodenliinge), be s t immt  (dann ist, wie iiblieh, A o / B  o = 1/0 
zu setzen, und  folgerichtig der vorher  ausgeschlossene Wer t  q(1, 0 ) =  + 1 mit -  
zunehmen).  Denn  ist k gerade, so folgt aus Muir 's  Theorem u n d  wegen tier 
Periodizi t~t  

( - -1)~Q~=(--1)v+~kQ~+nk=(--1)k-~+'~kQk_~+nk , n e N ,  

so dass sogar die Menge der Zahlen q,~(x, y) schor~ durch die Q~, v = k / 2 , . . . ,  k, 
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bestimmt ist. Ist /c ungerade, so ist ( - 1 ) ' Q v  = - ( - 1 ) ~ - v Q k _ v ,  und die erste 
Periode reicht zu, um die q,(x, y) zu bestimmen, wenn nur noch Q0 mitgenom- 
men wird. 

Um die Richtigkeit des letzteren Teils des Saztes einzusehen, bemerken wir, 
dass {S~} ~ {Qv} gilt, und dass jedesmal, wenn bei dem Entwickeln in den Dia- 
gonalkettenbruch ein negativer Teilziihler gewi~hlt wird (vgl. Minkowski [10], 
oder [12], w 45, w 40, II,  bes. Satz 5.30), so wird ein N/~herungsbruch iibersprungen 
und damit entsteht auch ein Indexunterschied zwischen Q und S. 

Somit ist das Darstellungsproblem vollst~ndig gel6st. 

6. D ie  N o r m e n  a lgebraischer  Z a h l e n  

Da die Theorien der unbestimmten Gleichungen und Ungleichungen, der qua- 
dratischen Formen und der algebraischen Zahlen meistens ohne Vermittlung der 
vereinenden Kettenbruchtheorie entwickelt worden sind, k6nnen die hier gefun- 
denen Eigenschaften der L6sungen der Ungleichungen (6) und (8) auch au/ die 
Theorie der Normen iibertragen werden. 

Die ganzen Zahlen des quadratischen Zahlk6rpers K = Q(]/d) sind bekanntlich 
yon der Form x + coy, wo 1, co eine Ganzheitsbasis = 1, ]/D bzw. 1, �89 (1 + I/D) ist, 
je nachdem d ~ 0  oder 1 rood 4 ist. Fiir die Normen der Zahlen crgibt sich 
x 2 - Dy ~ bzw. x ~ + xy  - (D - 1)/4 y2, also qn (x, y), 

Wir haben demnach 

Satz 7. Die notwendige und hinreichende Bedingung da/iir, dass die Norm der 
ganzen quadratis:hen Zahl x + coy, wo ~o die Ganzheitsbasis, absclut kleiner als �89 Vd 
sei (d = die Diskriminante), ist dass [x[/]y] ein .Diagonalniiherungsbruch van co - 
bzw. co ist, ]e nachdem x y ~  O. (7 Divisionsrest yon 1)/4). 

Triviale Ausnahmen sind die Zahlen x + y ( 1  + ] / 4 g ~  1 ) /2 (g>  0) /iir x = g -  1, 
y = l  vder x = - g , y = l  mit der Norm - g = - l [ V d ]  (vgl. Satz 4). 

Nach dem Minkowskischen Determinantensatz (z. B. [14], [4], w 32, [5] I) gibt 
es Paare ganzer Zahlen (x, y), die nicht beide Null sind und der Normenunglei- 
chung 

]N(x + yV )[ < 

geniigen. Aus Satz 7 und den vorangegangenen Ergebnissen (vgl. Satz 6) folgt 

Satz 8. In  jedem KSrper K = Q (~[l) gibt es Hauptideale a = (a + b ~1)), deren 

Norm absolut kleiner is~ als ~/i). Die Menge der yon 0 und • 1 versc~iedenen 
ganzen Zahlen, deren Normenbetrag hSchstens [~D] ist, ist durch die Menge der Dia- 

gonalndherungsbriiche von ~]) bestimmt. 

Die mSgli~hen Anzahlen der Zahlen < ~D eines vvllstiindigen Restsystems nach 
dem Hauptideal ~ ist dutch die zum Au/angsglied und zur ersten Periode der Dia- 

gonallcettenbruchentwi~klung yon ~D geh6rigen Ndherunysbriiche bestimmt. 
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7. Numerische Beispiele 

Zur Erl&uterung m6gen einige Zahlenbeispiele angeffihr~ werden. 

Beispiel 1. In der ,,diophantischen" Ungleichung 

I q0(x. y) l---I 276 < 

ist die totale Menge der LSsungen identisch mit der Menge der Diagonaln~he- 
rungsbrfiche von�89 Vd = 2V~-6. Entwicklung yon 2V~ in den Diagonalkettenbruch 
ergibt schnell (direkt nach der Methode Minkowski's [10], vgl. [12], Satz 5.30, 
oder fiber die regelm&ssige Entwicklung nach den Regeln Pipping's [13]) 

x 17 33 50 83 216 515 1246 1761 3007 7775 
y = l - '  2 - '  ~3-'-5-' 13 '  31 '  75 ' 106 '  181" 4 6 8 ' " "  (28) 

Ms Diagonaln~herungsbrfiche der ersten Periode (der zum Bruch 

Av-1 7775 
By-1 468 

gehSrigen Nenner S. erweist sich als 1). Die entsprechenden entweder w~hrend 
des Entwickelns entstehenden oder auch aus (28)mittels (3)berechneten Sv sind 
der Reihe nach 

Sv=lqo(x,y)l=l, 13, 15, 16, 11, 12, 11, 16, 15, 13, 1, ..., 

wobei schon die erste halbe Periode die Gesamtheit der repr5sentierbaren Zahlen 
< �89 ~/d bestimmt (vgl. Satz 6): 

x 2 - 276 y~ = 1, 13, - 15, 16, -- 11, 12 (die Menge {( -- 1) v+m Sv]). 

In der Euler-Lagrangeschen Menge (4) 

1, - 2 0 ,  13, --15, 16, --11, 12, - 11, 16, --15, 13, --20, 1 
sind jetzt die Zahl - 2 0  ausgesondert. 

Die kleinsten LSsungen der verschiedenen LSsungsklassen sind also 

qo(+ 17, +_1)=13 

qo(+- 33, -4 -2 )=-15  

qo(+_ 50, +_3)=16 

qo(_83 , ___5 ) = - 1 1  

%(• -713)=12. 

Die Mengen der fibrigen zu der betreffenden L6sungsklassen geh6rigen L6sungen 
werden in klassischer Weise konstruiert. Die Kenntnis yon und das I~echnen 
mit der fundamentalen Einheit ist dann erforderlich, tIier gibt aber volle An- 
wendung yon (28) ohne weiteres die n&chstfolgenden LSsungen. 
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Beispiel 2. In der Ungleichung 

[ql(x, y) l--I  i s  <<- 

ist G=  18, d=73,  weshalb die Zahlen (-T 1 + 7 ~ ) / 2  in den Diagonalkettenbruch 
entwickelt werden. Die der ersten Periode entsprechenden N~herungsbriiche sind 

X 4 15 34 49 83 215 943 
y 1' 4 '  9 '  13' 22' 57 '  250 . . . .  

x 5 19 43 62 105 272 1193 
b z w .  ~ _  ~ . , .  ~ 

y 1' 4 '  9 '  13' 22 '  57 '  250 '  

Sehon beim ersten Schrit~ wird ein nega~iver Teilz~ihler gew~hlt. Die Menge der 
Zahlen ( -  1) "+m 3~/2 ist nun gleich der Menge der repr~sentierbaren Zahlen; 

{1, 2, - 3 ,  4, -4 ,  3, - 2 ,  - 1 }  

(Periodenliinge k =  7; die Nenner der vo]lstgndigen Quotienten der regelmgssigen 
Entwicklung der genannten Zahlen sind: 2, 12, 4, 6, 8, 8, 6, 4, 12, 2, yon denen 
�89 Q1 = �89 Qs = 6 > V ~  automatisch ausgesondert werden). Da jetzt Q~ = - 1  ist, und 
der dem Nenner Q0 = + 1 entsprechenden Ni~herungsbruch A-1/B-I = 1/0 eigent- 
lich ausgeschlossen war, muss die l~epri~sentation you + 1 in klassischer Weise 
berechnet werden, dedoch leitet man aber die folgenden Formeln her 

2 A~k-1 =Ak-1 + GB~_I 

B2 k-1 = 2Ak-1Bk_l -- B~-I, (29) 

welche die nicht-triviale Darstellung yon + 1 in kleinsten Zahlen direkt geben. 
Wir hubert also 

ql(___ 4, •  bzw. 

ql(___ 15, _ _ 4 ) = - 3  

q l ( •  34, •  

qx(___49, •  

ql(__ 83, + 2 2 ) = 3  

q1(• _ _ 5 7 ) = - 2  

ql ( - 943, _ 250) = - 1 

ql ( - 2014249, _ 534000) = 1 

q l ( •  5, ~ 1 ) = 2  

ql(_+ 19, ~ 4 ) =  - 3  

ql( 43, ~-9)=4 

qi( 62, ~ - 1 3 ) = - 4  

ql(+_ 105, ~22) =3  

q~(• 272, ~ 5 7 ) =  - 2  

q l (+  1193, T250)=  - 1  

qx( _ 2548249, T 534000) = 1 (nach (29)). 

Beispiel 3. Wir 15sen die Ungleichung 

[x~ + x y -  25y2I <~5. (30) 
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Je tz t  ist d = 101 und G =g2, g = 5. Die Diagonaln/~herungsbrfiche von�89 ( T 1 + Vd) 
sind 

x 5 9  x 6 1 1  
y 1' 2 ' " "  bzw. 1' ' " "  y 2 " 

Nach Satz 4 sollen aber die L6sungen (x, y) mit dan speziellen ( g - 1 ,  1 )=  (4, 1) 
bzw. ( - g, 1) = ( - 5, 1) ergi~nzt werden. Demgemi/ss und wegen (29) ergeben sieh 
die /undamentalo~n Darstellungen 

q~(+4, + 1 ) = - 5  

q~(+5,-7-1)=5 

q~(• - T 2 ) = - I  

qx(+ 181, _+40)=1 

bzw. q~(+_5, T-i)= - 5  

q~(+_ 6, T- 1) = 5 

q~(+ 11, T - 2 ) = - I  

ql(_+ 221, T40)  = 1, 

wo die zwei ersten dem Gleichheitszeichen in (30) entsprechen. 

8. Bemerkungen 

Wir haben fiir die LSsungen der ,,diophantischen" Unglsichungen (1) und (2) 
oder (3) und (5) vollst~ndige Kriterien gefunden (Sittze 1 -  3). Diese Kriterien 
gestatten uns, sowohl die totale Menge der fraglichen LSsungen einfach zu charak- 
terisieren (Satz 4) als auch fiir bestilamte Werte yon L in (3) bzw. M in (5) 
die etwaige L5sbarkeit der entsprechenden ,,diophantischen" Gleichungen zu ent- 
scheiden (Satz 6). Diese beiden letztgenannten Aufgaben entsprechen der Be- 
stimmung der Darstell~ngen (x, y) yon Zahlen < �89 Vd durch die inde/initen qua- 
dratischen Haupt/ormen q,(x, y) (Siitze 4--5) sowie der durch solche Formen dar- 
stellbaren Zal.l~n selbst (Satz 6). Aussagen fiber die Normen ganzer quadratischer 
Zat~l~n und Hauptideale werden dabei erzielt (S~tze 7-8). 

Kennzeichnend fiir die Kriterien ist, dass man sowohl direkt (Satz 5) ent- 
scheiden kann, ob ein Zahlenpaar (x, y) eine LSsung von (1) oder (2) ist (ffir 
grosse x, y einfacher als durch Einsetzen), als man auch wegen des rekursiven 
Charakters der Diagonalkettenbruchentwicklung ein algorithmisches Verfahren in 
der Hand hat, das genau alle LSsungen liefert. Die Lagrangesche Methode er- 
fordert eine Prfifung, ein Ausscheiden derjenigen 2q~herungsbriiche x/y, fiir welche 
qo(x,y) in (3) grSsser als ~/D ausfiillt. Auch bei der Methode yon Nagell [11], 
die zwar den grossen Vorteil hat, allgemein zu sein (L in (3)unbeschr/~nkt), 
erhi/lt man die ,,FundamentallSsungen" durch Priifung, welches auch in dem 
negativen Fall (UnlSsbarkeit) geschehen muss. 

In  einer gleichzeitig erscheinenden Arbeit untersuchen wir die allgemeineren Un- 
gleichungen I q, (x, Y)] < L/d, oder �89 ]/d < q, (x, y) < I/d, welche ebenfalls interessante 
Eigenschaften besitzen. 

Es sei noch erw~hnt, dass wir die Ergebnisse in Nr. 2 insofern verallgemeinert 
haben, dass wir folgendes bewiesen haben: es gilt die Ungleichung 

3 

1~3-Dy31 < ~ V~.y ,  x,~>0, 
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d a n n  u n d  n u r  d a n n ,  w e n n  x / y  e in  D i a g o n a l n ~ h e r u n g s b r u c h  g e n i i g e n d  h o h e r  
3 

O r d n u n g  (v ~> v0) y o n  ~/D ist .  E s  g i l t  soga r  die  U n g l e i c h u n g  

n Ix'-Dy l<  �9 y , x ,  y > 0 ,  

n 

d a n n  u n d  n u r  dann ,  w e n n  x / y  ein  ebenso l ehe r  B r u c h  v o n  I /D ist .  
h o f f e n t l i e h  in  n i e h t  a l lzu  f e r n e r  Z u k u n f t  pub l i z i e r t .  
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