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Kriterien fiir diophantische Ungleichungen, indefinite Haupt-
formen und Hauptideale quadratischer Zahlkorper

Von CrLas-OLoF SELENIUS

1. Problemstellung?!

In der Theorie der quadratischen Zahlkérper sind die ,,diophantischen’ Un-
gleichungen

2 <% Vd 1)

@+ xy— 4= ly

i <3 1 ya, 2)

wo d(>0) die Koérperdiskriminante ist, von besonderer Bedeutung. Thnen ent-
sprechen in der Theorie der indefiniten bindren quadratischen Formen die Dar-

stellungen von ganzen Zahlen <3} Vd mittels der Hauptformen®.
Lagrange [8] fand eine notwendzge Bedingung fiir die Losungen der klass1sch
gewordenen Gleichung

go(x,y)=2—Dy*=L, 0<|L|<VD=4%Vd, (3)

wo d=4D die Diskriminante der Hauptform g¢4(z,%)=(1,0, — D) bezeichnet;
z,y,L sind ganz rational und D eine natiirliche nichtquadratische Zahl. Es ist
(3) 1osbar, wenn und nur wenn

Le{(-1)Q,}, v»=0,1,..., 4)

wo {Q,,} die (endliche) Menge der Nenner der vollstdndigen Quotienten von der
Zahl VD bezeichnet (I8], Euler [3]). Notwendig dafiir, dass (z, y) eine (eigentliche)
Lésung von (1) oder (3) ist, ist dass |z|/|y| ein Néherungsbruch von VD ist.

1 Uber die Ergebnisse in Nr. 2 dieser Arbeit habe ich an der ,,Tagung iiber Zahlentheorie,
insbesondere additive und analytische Zahlentheorie im September 1965 im Mathematischen
Forschungsinstitut Oberwolfach vorgetragen.

2 Vgl. z. B. Brandt [1], S. X, wo er sagt: ,,Wie schon Legendre gezeigt hat, werden auf diese
Weise [Darstellung durch die Kettenbruchentwicklung] alle iiberhaupt darstellbaren Zahlen er-
halten, deren Betrdge unter VD liegen. Gewdhnlich finden sich darunter aber auch einige Zahlen,

die iiber diese Schranke hinausgehen, jedoch unter 2 VB bleiben, Eine ni#here Charakterisierung
dieser Zahlen fehlt aber*‘.
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Wir werden (Nr. 2) diese notwendige Bedingung durch eine sowohl notwendige
als auch hinreichende Bedingung ersetzen.

Wenn d allgemein die Diskriminante > —4ac der bindren quadratischen Form
¢(z, y) = aa* -+ bay + cy® = (a, b, ¢) bezeichnet, so ergeben die Untersuchungen in Nr. 2
eine volle Charakterisierung der Zahlen, die durch die Hauptform (1,0, — D)=

(1, 0, ~d/4) darstellbar und absolut Kleiner als 3Vd sind:
lgo(z, )| <3-Vd, d=0mod 4.

Diese Ergebnisse kénnen wir aber auf allgemeine Diskriminanten verallgemeinern.
Wir behandeln (Nr. 3-4) gleichzeitig die der Gleichung (3) entsprechende

Rtay—Gfpf=M, 0<|M|<Va
oder eigentlich

¢ (z, y)=x2+xy—D—4—~1— V=M, 0<|M|<3VD=%Vd, d=1mod4, (5)

wo jetzt d=D=4G+1 die Diskriminante der Hauptform ¢, =(1,1,—(D—1)/4)
ist. Fiir die Losung von (5) sind sogar keine notwendigen Bedingungen bekannt!.
Wir werden (Nr. 3-4) dagegen sowohl notwendige als auch hinreichende Bedin-
gungen fiir die Losungen von (2) oder (5) angeben.
Auf Grund der in Nr. 2-4 gewonnenen Ergebnisse 16st sich vollsténdig das
Darstellungsproblem, die durch die indefiniten bindren quadratischen Hauptformen
der Diskriminante d

qn(x?y)=(177],—T)7 7]=0:11

darstellbaren Zahlen <% Vd villig zu charakterisieren (Nr. 5).
Dabei gewinnen wir Kriterien fiir die Normen der ganzen Zahlen eines qua-

dratischen Zahlkorpers, die absolut kleiner als %V& sind (Nr. 6).

2. Die Hauptform erster Art
Wir betrachten zuerst die Gleichung (3) oder die ,,diophantische’ Ungleichung
|40 (2, )| =] = Dy*| < VD (= Vd/2). (6)

Die klassische notwendige Bedingung, dass (z,y) eine eigentliche Losung von (3)

oder (6) ist, nur wenn |x|/|y| ein Niherungsbruch von VD ist (vgl. z. B. [12]), wird
durch folgende volle Charakterisierung ersetzt:

1 Zwar gibt Perron [12], § 30, eine notwendige Bedingung, nur aber fiir den speziellen Fall
M==t1.

2 D.i. ein Néherungsbruch der Diagonalkettenbruchentwicklung von V_ﬁ ist. Diese halbregel-
massige Entwicklung (vgl. [12] Kap. V, bes. § 43) ist dadurch vollstdndig charakterisiert, dass
ihre N#herungsbriiche gekiirzt sind und die Approximation 1/2¢-* zulassen (vgl. Koksma [7],
8. 3, 26, 39).
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Satz 1. Von den trivialen Lésungen (mit xy = 0) abgesehen, ist (2, y) eine eigentliche
Lésung von (6), wenn und nur wenn |z|/|y| ein Diagonalniherungsbruch von VD iste.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass (z,y) eine eigentliche Losung von (6)

ist. Es ist also jedenfalls |2|/]y| ein Naherungsbruch von VD, d.h. ein Nihe-
rungsbruch, sagen wir A4, ,/B,_;, der regelmissigen Kettenbruchentwicklung von

VD, und damit

|2] = 4,-

I | } fir irgendein v (v=1,2,...). (7)
Y

Wire |z|/|y| dann kein Diagonalniherungsbruch von VD, also (vgl. Minkowski
[10], [7] oder [12]) definitionsgemss ]VD—[x|/|y||>12~y2, so hitten wir

1
2B

] VD

Wegen 4>0, B>0 ergibt sich dann

|43~ DB2_y|>55— (4py+ B,1 VD)= 1} (VB )
u 1

2Bv 1

Nun sind bekanntlich alle Néherungsbriiche (v—1>0) grosser als oder gleich
Ao/By=[VD], weshalb

|42_,— DB:_,| > }([VD]+[VD)) =[VD],

wo [x], wie iiblich, die grosste ganze Zahl nicht grosser als x bezeichnet. Als

eine ganze Zahl miisste dann |2®— Dy?|> VD sein, entgegen der Voraussetzung.
Der Bruch z/y gebért daher der Menge der Diagonalndherungsbriiche anl.

Wenn umgekehrt z/y ein Diagonalndherungsbruch ist, so gilt (7) und wegen
der Irreduzibilitit der beiden Briiche auch xz=A4, ;, y=B, 1 mit

1
2B§_ '

Diesmal ergibt sich

IA%~1 DB;_ 1|<

1 Av—l
=1
5B 1( v1+By_1 VD)=1 (ﬁ) +Bv_1)‘

Es gilt aber immer 4, ;/B, 1<A4,/B,<[V/D]+1 und demnach

|42~ DB%_;| <1 (VD]+1+[VD]+1)=[VD]+1.

! Die Beweismethode Chrystal’s [2] (vgl. Le Veque [9], Teil I, Th. 9.8) reicht natiirlich gar
nicht aus, um unseren Satz zu beweisen.
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Wegen der Irrationalitit von VD folgt dann auch
| 452~ DB} 1| =|o* — Dy*| = 9o (@, )| < VD

das bedeutet: (x,y) befriedigt die Gleichung (6). Der Satz ist damit bewiesen.

3. Die Haunptform zweiter Art

Wir behandeln nun die Gleichung (5) oder die ,,diophantische Ungleichung
D-1 d-1
|ax (2 )| =12 + oy = G| V@ G=—==—, (8)

und zwar zundchst den Fall, dass G keine Quadratzahl ist. Der Fall G=g¢* (g
ganz rational) wird in Nr. 4 auseinandergesetzt. Das Polynom ¢, in (8) ist gleich
der Norm der ganzen algebraischen Zahl z+wy in dem Fall, dass d ungerade
=4G+1 ist. Wir zeigen

Satz 2. Ist D=1 mod 4 und G =(D—1)/4 keine Quadraizahl, so ist (z, y), x>0,
y >0, eine eigentliche Losung der ,,diophantischen’* Ungleichung

|2* + @y — Gy?| < V@, ©
wenn und nur wenn /y ein Diagonalniherungsbruch von (—1-VD)/2 ist.

Beweis. Die Perronsche Beweismethode (fir den Fall ¢= +1) kann kaum
verallgemeinert werden. Wir schlagen ganz andere Wege ein und verwenden u. a.
ein Frgebnis von Hurwitz [6], § 4.

1) Zundchst nehmen wir an, (z,y) sei eine Losung von (8) oder (9). Das
Hurwitzsche Ergebnis besagt folgendes: Die eigentlichen Losungen der Gleichung
(vel. (3)) -

Gl y)=L', 0<|L'|<2VD, (10)

in positiven relativen Primzahlen z, ¥ werden durch die (im Hurwitzschen Sinn)

sog. ,,Ndherungsbriiche’ von der Zahl VD geliefert. Unter dem Ausdruck , Ni-
herungsbruch® versteht Hurwitz einen gewissen Bruch der von ihm aufgestellten
sog. Fareyschen Reihe der betreffenden Zahl (loc. cit. § 3). Diese ,,Néherungs-
briiche” sind, obwohl eigentlich nicht in [6] erwdhnt, im grossen ganzen den
»-Ndherungen Perron’s identisch (vgl. [12] § 15-16).

Wir formen deshalb (9) in folgender Weise um:

|2z +y):— @G+1) 2| <4[V@, (11)

1 Der Hurwitzsche Satz reprisentiert eine notwendige Bedingung fiir die Lésungen von (10),
welche Gleichung ich in einer kiinftigen Arbeit untersuchen werde. Es ist mir bereits gelungen,
diese notwendige Bedingung zu verschérfen, und es ist unser Bestreben, sie durch ein vollstin-
diges Kriterium ersetzen zu kénnen. Dariiber habe ich im Mathematischen Institut Uppsala
vorgetragen.
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wo wegen der Voraussetzung VG irrational war und daher durch [V@] ersetzt
werden konnte. Nun gilt

4[VA<[HVA<[2V4G +1]<2/4G+1=2VD
(D ist ja nicht-quadratisch). Auch 2z+y und y sind relative Primzahlen, und

da 4G +1 kein Quadrat war, so ist die Lésungsmenge der Ungleichung (9) eine
Teilmenge von der Losungsmenge {2z +y,y,2>1, y=>1} der Ungleichung

g0 2z +y, ¥)| =] @x+y)?— Dy?| <2VD. (12)

Die Losungsmenge von (12) ist ihrerseits eine Teilmenge der totalen Menge der
Néherungen von VD.
Wir bezeichnen die Niherungen von VD mit

C,._y+9g0C, :
K%J)ZD—%; n=-—1,0,...; g=0,1,...,¢,11—1; g=n=0 ausgeschlossen,
n—1 %
(13)

wo (,/D, die Nélllerungsbriiche und ¢, die Teilnenner der Kettenbruchentwicklung
[¢o> €3, ---] von VD sind. Dann gilt allgemein

<KG<KU <. . <KP<KP<.. <KP<KP<..<[VD]
<. <EP<RKP <. . <KP<RKP<..<KP,

wo bemerkt sei, dass z.B. Perron nicht mit K_; rechnet ([12], § 16). Es gilt also

K9 > K= —[1/1')]>2[1F &l (14)
fiir alle »>0.
a) Es sei dann zuerst n=+ —1. Aus (11) und (14) ergibt sich in diesem Fall

22+y

>2[Val (15)

Wir schreiben jetzt die urspriingliche Ungleichung (8)

x—yVI)2— 1'( + 14 [D——)<{V_]

also 2

af_l/f)—ll(mw

-5 + 1/1_)) <21V@).
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Auf Grund von (15) erhalten wir dann a fortiori fiir (9)

3:_—1+Vl_)|<l 2[Va] 1

<,
Yy 2 v 2[Ve1+VD 29

was aber wegen der Definition der Diagonalkettenbriiche ([10]; [12] § 45) darauf
hinauslduft, dass z/y ein Diagonalniherungsbruch von der Zahl (—1+ VD)/2 ist.

b) Es sei dann in (13) n = — 1. Wire damit (22 +y)/y eine Niherung der Form
K_,, also gleich 1/1, 2/1, ..., oder (c,—1)/1, so ist y=1 notwendig (das gilt aus-
serdem fiir K{” =cy/1 und kann auch fiir K§’ =c,+1/c, gelten). Gemiss (11) be-
friedigt # dann die Ungleichung

D-Qz+1p<4lV@l<2[VDl. (16)
Nun ist D>5 und somit D>2[VD], also
0<D—2[VD] <@x+12<[VDPE
Auf Grund von D>[VDP+1 ergibt sich dann
[VDPR+1-2[VDI<D-2[VDI<2xz+1<[VDP,

woraus notwendig 22+1=[VD] -1 folgt. In diesem Fall gilt also in (16)
D —([VD}-12*<2[VDl, daher D<[VDI®+1 und somit ist notwendig D =[VD]2 +1.
Es muss dann D —1, und damit auch 4G, eine Quadratzahl sein, woraus dasselbe
auch fiir G folgt. Jetzt war aber voraussetzungsgemiss ein quadratisches G aus-
geschlossen. In dem betrachteten Fall ist also der Losungsbruch nicht von der
Form K_,.

Damit ist der erste Teil unseres Beweises erbracht. Ist (z,y) eine eigentliche
Losung von (9) und @ kein Quadrat, so ist #/y ein Diagonalniherungsbruch der

Zahl (—1+VD)/2.

2) Es sei umgekehrt z/y ein derartiger Diagonalniherungsbruch. Dann ist a
fortiori (Minkowski [10]) z/y ein {gewohnlicher) Niherungsbruch derselben Zahl,
Ay-1/B,_;, und zwar einer, der der Bedingung

-1+VD A4, 1
- 1
! 2 B,,| 2By U7 17)
geniigt. Dann gilt auch
Ay,1 1 VD| (4, 1 VD\ 1(A,., 1+VD
B12’_ v—-1 I ( v-1, * __) _( v . 18
lle_l“Lz 2| B, 2 2) 2\B." 2 (18)
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Wegen A,_1/B, 1<A/B,<A4,/By+1 folgern wir

D—-1
A§—1+Av—1Bv—1-—Bg—1 =|91(Av—1,Bv—1)|=l91(z»?/)|
1([~1+V5] 1+V13) 1(—1+V5 l/b'+3) 1+VD
< 1=/ +1+ <= + = .
2 2 2 2 2 2 2

Auf Grund der Ganzzahligkeit haben wir dann

2|, (w, y)| <[VDI+1. (19)

In (19) ist aber Gleichheit nicht méglich. Infolge (18) wire dann wegen der
Eigenschaften der Ganzzahlfunktion [z] fiir v>1

Ay_y 1+VD .~ 1-++VD VD] —-1+VD _ A4,
- - - 20 (20
B, tla@yl-—3 VDl +1-——>"">—— >3 20
Da nach (19) aber [VD] ungerade ist, so gilt
[VD]Z[—1+VD]+1(>~1+VE)_ (@1)
2 2 2 2
Auf Grund der Eigenschaften der Néherungsbriiche schliessen wir dann
4, [—_1:@] L1
B, 2 2’
a fortiori also A,,,,1< [_ 1+ Vl_)] -i—l m=2 (22)
B, 2 2’ '

Durch Vergleich von (20) und (21) mit (22) ergibt sich dann v=1. Nach (20) ist

aber die Zahl (—1+VD)/2 Kleiner als ihr Niherungsbruch 4,_1/B,_;, woraus
v—1 ungerade wird. Wir haben also einen Widerspruch: in (19) ist das Gleichheits-
zeichen nicht mdglich.

Wenn x/y ein Diagonalniherungsbruch ist, gilt also sicher nach (19)
2lai(e, 9)| <(VD1+1,

auf Grund der Irrationalitéit von VD daher 2 | g (2, )| < VD. Daraus folgt dann
473
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lga (@, )| < [%D] =[Val, (23)

denn es war D=4G+1. Nach der Voraussetzung, dass G keine Quadratzahl war,

ergibt sich schliesslich |g¢,|< V@&, womit der letztere Teil und somit der ganze
Satz bewiesen ist.

4. Fortsetzung; der Fall G=g*

Jetzt untersuchen wir den noch ausstehenden Fall, dass in (8) G eine Qua-
dratzahl ist (=g¢% ¢>0), D also von der Form 4g*+1.

1) Es sei dann (x,y) eine Losung von (8). In dem 1. Teil des obigen Be-
weises (Nr. 3) wurde im Fall a), als n= —1 war, kein Gebrauch von der Vor-
aussetzung G'+¢* gemacht. Im Fall b), n= —1, wurde dagegen gezeigt, dass D
von der Form 4¢®+ 1 sein muss. Dann war in (11) notwendig (22 +y)/y =[VD] -1,
aber auch y=1, also

v _3VD)-1_[VG1-1_g—1

y 1 1 1

Dieser Bruch ist identisch mit dem Naherungsbruch A,/B, von (—1-+VD)/2
(fir den speziellen Wert D =25 erhilt man die Losung (x,y) = (0, 1), die ja wegen
>0 eigentlich ausgeschlossen war, obwohl doch in der Tat eine Losung; 4,/B,
ist dann = 9), denn es gilt

e

]=g—1. (24)

In diesem Fall ist aber 4,/B;=(g~1)/1 kein Diagonalndherungsbruch. In der

Kettenbruchentwicklung [¢,, ¢y, ...] von (—1-+ VE) /2 muss némlich ¢; =1 sein,
denn vermdége (24) ergibt sich (c,=4,/By)

el
61: e <2
l/4g2+1—~2g+1

Wenn ¢;=1 ist, kann aber (vgl. [12], S. 179) 4,/B, kein Diagonalniherungs-
bruch sein. Vgl. Beispiel 3 in Nr. 7.

2) Es sei nun umgekehrt z/y ein Diagonalniherungsbruch von 3 (— 1+ V4 g? +1).
Dann gilt der ganze Teil 2 des Beweises von Satz 2 von (17) bis (23), denn

dieser war mit VD durchgehend gefithrt. Am Schluss kommt noch die Méglich-
keit der Gleichheit in (23) hinzu:
VD] .=
lgy @ y)l=[7 =[Gl =y,
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welcher Fall auch durch Zahlenbeispiele (z.B. D =101, vgl. Nr. 7, Beispiel 3)
bestéatigt wird.

In diesem Fall ist die Kettenbruchentwicklung von (—1+ VD)/2:

~1+ V2l +1 S
~———2~9——=[g—1, 1,1, 2911 (25)

(die Periode durch Uberstreichung kenntlich gemacht), denn die rekursive Ent-

wicklung (vgl. [2], § 20) liefert die vollstindigen Quotienten (P, -+ VD Y/ Qo
v=0,1,...;

Py=—~1, Q=2, co=g—1,
Pi=@g-1)-2-(-1)=2¢-1,

~1+Vig+
@ HA+1— By 1) =2g, o= [Ty
Py=1-2g—(2g—1)=1,
1+l/492+1}_1

— 1 2 — —

?

Py=1-2¢9-1,

1 —1+V4g*+1
Q3=—2?]{492+1-(29—1)2}=2, cs=[gg—*1"*21/i*]=29”1'

Die entsprechende Diagonalkettenbruchentwicklung wird

1
g-—— (26)

[29-1,1,1)

In (25) ist also 4,/B, kein Diagonalniherungsbruch, jedoch aber dann A,/B;.
Die zu den darauffolgenden Perioden gehorigen Naherungsbriiche sind aber alle
Diagonalngherungsbriiche (vgl. Perron [12], 8. 176, die Regeln Pippings [13],
S. 6).

Gilt in diesem Fall Gleichheit in (8), mit anderen Worten |2* +zy —g%y?*| =y,
so ist x/y gleich einem der Naherungsbriiche

A
Ej’ s=:0, 1 mod 3, der Entwicklung (25).
Die Ergebnisse dieser und der vorigen Nummer fagsen wir zusammen in
Satz 3. Die ,diophantische’ Ungleichung

la? + 2y ~ Q2| <V@
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wo 4G+ 1 keine Quadratzahl ist, hat die eigentliche Losung x=a (>0), y=5b (>0),

wenn und nur wenn a/b ein Diagonalniherungsbruch der Zahl % (— 1+ V4G +1) wt

Alleinige und iriviale Ausnabme ist der Sonderfall Gﬂemer Quadratzahl = ¢*
(g>0) und dann nur fiir a=g—1, b=1 (a/b ist dann zwar ein Niherungsbruch,
doch mnicht ein Diagonalndherungsbruch, der genannten Zahl).

5. Darstellung von Zahlen durch die Hauptformen

Die in Satz 1 und 3 ausgesprochenen neuen Ergebnisse gestatten uns, eine
vollstindige Charakterisierung der durch indefinite, bindre, quadratische Hauptfor-

men darstellbaren Zallen absclut <4 Vd anzugeben.
Wir bemerken zunichst, dass die Hauptform

D-1 "D—1
(1,1, —T) .’E +xy——T

durch die unimodulare Substitution
¥=x—y, y=y

in die Form (1, —1, —(D—1)/4) iibergeht. Deshalb sind in Satz 3, wenn man
auf die Forderung a, b>0 verzichtet, von den Losungsvierern +a/ +b diejenigen

mit ab<0 Dlagonalnaherungsbruche von 3(+1+ VD), wihrend die iibrigen eben-
solche von }(—1+ VD) sind. Die ersteren sind dann gleich (a,+b,)/b,, wenn

a,/b, die Diagonalniherungsbriiche von }(—1-+ VD) bezeichnen. In dem Sonder-
fall G=g* ist (vgl. (25)) die regelmissige Entwicklung

+ +1/4 e
Rt M oy

und damit die Diagonalkettenbruchentwicklung nur im Anfangsglied von den ent-
sprechenden Entwicklungen (25) bzw. (26) verschieden.

Die zwei Fille kénnen jetzt vermittels der Diskriminante d vereinigt werden.
Unsere Ergebnisse fassen wir im folgenden Hauptsatz zusammen.

Satz 4. Fiir die unendlich vielen Darstellungen (x,y) einer gegebenen Zahl vom

Betrag <1 Vd durch eine der indefiniten quadratischen Hauptformen erster oder
zweiter Art

d_
qf)(x9 y)=(1}7iy——412)7 77=0> 1:

mit der Diskriminante d gilt folyendes Kritertum:
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass (z, y) (x+0, y=F0) eine
eigentliche Lésung der Ungleichung
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'%)(x, 3/)I<'2l V&

sei, st dass |z|/|y| ein Diagonalniherungsbruch von % (Fn-+Vd) ist, je nackdem
xy = 0 st
Allesnige und triviale Ausnahme ist der Sonderfall n=1,d=4¢*+1(g>0), also
die Houptform zweiter Art q,(z,y)=(1,1, —g?), und dann nur fir x=g—1, y=1
oder x=—g, y=1. In diesem Fall wird nimlich die Zahl —g= —3[Vd] durch
die Form
B@y)=¢g—1,1)=~g bw. a@(-g1)=-g

reprisentiert, obwohl (g—1)/1 bzw. | —g|/1 kein Diagonalniherungsbruch von der
betreffenden Zahl

lg—1,1,1,2g—1] bzw. [g,1,1,29—1]
4s8.

In der einfachen Ausdrucksform dieses Satzes weisen die Minkowskischen Diago-
nalkettenbriiche neue, fundamentale Eigenschaften auf, die ebenso bemerkenswert
sind wie bei der klassischen Definition Minkowski’s1. Die Rolle, die die allgemeinen
Diagonalkettenbriiche bei der speziellen Darstellung von quadratischen Irrational-
zahlen spielen, ist mit der Rolle zu vergleichen, die den allgemeinen Idealketten-
briichen bei der Losung von (3) mit L=1 (die ,,zyklische Methode*) zukommt.

Satz 5. Fiir die Darstellungen (x,y), x>0, y>0, einer Zahl vom Betrag kleiner
3 Vd durch die Hauptformen

d—
q,,(x,y)=x2+nxy—Tn y%, n=0 oder 1,

mit der Diskriminante d>0 gilt das Kriterium

—17+V(§
yly—g % <

1
lg,(z )| <3Vd < 2"

Ist x oder y negativ, gilt das Kriterium, falls x, y durch |z|, |y| ersetzt werden,
und zwar mait (+77+ V;i je nachdem xy=0 ist.

Ausge&hhssen 13t dabes der triviale Fall n=1,d =4¢*+1(g > 0) und donnx=g—1,
y=1 oder x=—g, y=1.

Die zwei in dem Kriterium vorkommenden ,diophantischen’ Ungleichungen sind
also dquivalent: ihre wnendlichen Losungsmengen sind identisch.

Beweis. Das Kriterium folgt nach Satz 4 aus der Definition der Diagonal-
kettenbriiche, denn die letztere Ungleichung gilt dann und nur dann wenn z/y
ein Diagonalnéherungsbruch von (—#+ V(i)/2 ist.

Wir erhalten somit eine Verallgemeinerung eines fritheren Satzes:

1 Vgl. Koksma [7], 8. 89, wo u.a. gesagt wird: ,,Wir ... betonen nur die Tatsache, dass
iiberhaupt eine solche Kettenbruchentwwklung von 0 exxstxert deren Niherungsbriiche mit
den Briichen von Fy(0) zusammenfallen.
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Satz 6. Die endliche Menge der Zahlen, die absolut kleiner als %V& sind und die
durch die eine der 2wei Hauptformen

Qn(x,y):x2+nxy—d—;72y2, n=0 oder 1,

mit der Diskriminante d>0 eigentlich darstellbar sind, ist vollig bestimmt durch die
Werte von g,(x,y), die sich ergeben, wenn z,y Zdhler und Nenner der zum An-
fangsylied und zur ersten Periode der Diagonalkettenbruchentwicklung von (— 7+ Vd)/2
gehiorigen Niherungsbriiche sind (diese Werte von ¢,(x,y) sind nicht notwendig alle
vers:hieden). -

Rekursiv wird diese Menge von darstellbaren Zaklen so bestimmt, dass die Zahl
(—n+Vd)/2 (gekiirzt) in den Diagonalkettenbruch entwickelt wird und die Nenner
S, der vollstindigen Quotienten notiert werden, bis dahin, wenn (fir n=0 bzw. n=1)
zum ersten Mal S,= —1 bzw. S, = 12 auftritt. Die gesuchte Menge der darstell-
baren Zahlen ist dann durch die Menge

{(—=1)**'™ 8,} baw. {(—1)”*’”%’}, v=0,1,..., %,

also durch die Menge {(—1)**™S,/(1+ %)}, bestimmi. Hierbei ist v der Schrittindex
und m die Anzahl der Male, wo in dem betreffenden Schritt der Entwicklung — 1 als
Teilzihler gewihlt war.

Beweis. Nach dem Hauptsatz ist |g, (2, )| <4 Vd, wenn und nur wenn |z|/|y|
ein Diagonalndherungsbruch von } (% + Vd) ist, sgn {F )= —sgn xy (es spiclt
dann keine Rolle, ob im Falle 5 =0 diese Zahl unverkiirzt bleibt, denn die Teilnen-
ner sind ja die gleichen). Hier kann man sich aber auf positive z, y beschrinken,
denn der Wertevorrat g¢,(z,y) ist (vgl. Anfang dieser Nr.) schon durch diese
bestimmt.

Weil z/y der Menge der (gewdhnlichen) Naherungsbriiche angehort und fiir
diese bekanntlich ([3] bzw. [12], S. 109, mit verdnderten Zeichen) die Bezie-
hungen

A%~ DB, =(-1)¢,

A%—l_{_Av—l Bv—l_GB%~1: (_I)U%Qv (27)

gelten, wo die @, (vgl. Nr. 4) die Nenner der vollstindigen Quotienten von
3(—1+V4d) bezeichnen, so gehdren die Werte von |g,(x,y)| der Menge von @,
an. Diese Menge ist bekanntlich schon durch die erste Periode der regelméssigen
Entwicklung (iiber)bestimmt. Die Menge von g, (z, y) selbst ist gemass (27) durch die
Q,,v=0,1, ...,k (=die Periodenlinge), bestimmt (dann ist, wie iiblich, Ao/ B,=1/0
zu setzen, und folgerichtig der vorher ausgeschlossene Wert ¢(1,0)= -1 mit-
zunehmen). Denn ist & gerade, so folgt aus Muir’s Theorem und wegen der
Periodizitit

(=1 Q= (10"  Quinr = (= 1) """ Qu—vsnz, nEN,
so dass sogar die Menge der Zahlen g,(,y) schon durch die @, v=£%/2,...,k,
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bestimmt ist. Ist & ungerade, so ist (—1)’Q,= —(—1)*"" Qx_,, und die erste
Periode reicht zu, um die ¢,(x,y) zu bestimmen, wenn nur noch ¢, mitgenom-
men wird.

Um die Richtigkeit des letzteren Teils des Saztes einzusehen, bemerken wir,
dass {S,} ={Q,} gilt, und dass jedesmal, wenn bei dem Entwickeln in den Dia-
gonalkettenbruch ein negativer Teilzdhler gewihlt wird (vgl. Minkowski [10],
oder [12], § 45, § 40, II, bes. Satz 5.30), so wird ein Niherungsbruch iibersprungen
und damit entsteht auch ein Indexunterschied zwischen @ und S.

Somit ist das Darstellungsproblem vollstindig geldst.

6. Die Normen algebraischer Zahlen

Da die Theorien der unbestimmten Gleichungen und Ungleichungen, der qua-
dratischen Formen und der algebraischen Zahlen meistens ohne Vermittlung der
vereinenden Kettenbruchtheorie entwickelt worden sind, kénnen die hier gefun-
denen Eijgenschaften der Loésungen der Ungleichungen (6) und (8) auch auf die
Theorie der Normen dibertragen werden.

Die ganzen Zahlen des quadratischen Zahlkérpers K =Q(/d) sind bekanntlich

von der Form z+wy, wo 1, w eine Ganzheitsbasis =1, VD bzw. I,i(1+ VD) ist,
je nachdem d=0 oder 1 mod 4 ist. Fiir die Normen der Zahlen ergibt sich
@*— Dy baw. 2 +ay—(D—1)/4 4%, also ¢,(z,y),

Wir haben demnach

Satz 7. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Norm der

ganzen quadratischen Zakl z+ wy, wo o die Ganzheitsbasis, absclut kleiner als %VE
sei (d =die Diskriminante), ist dass |z|/|y| ein Diagonalniherungsbruch von w—ny
bzw. w ist, je nachdem xy=0. (n Divisionsrest von D/4).

Triviale Ausnakmen sind die Zahlen x+y(1+ l/él_g2 +1)/2(g>0) fiir x=g—1,
y=1 oder x=—g,y=1 mit der Norm —g= —3[Vd] (vgl. Satz 4).

Nach dem Minkowskischen Determinantensatz (z. B. [14], [4], § 32, [56] I) gibt
es Paare ganzer Zahlen (x,y), die nicht beide Null sind und der Normenunglei-
chung '

| N(&+yVD)| < 2VD

gentigen. Aus Satz 7 und den vorangegangenen Ergebnissen (vgl Satz 6) folgt

Satz 8. In jedem Korper K=Q (Vd) gibt es Hauptideale a=(a+bYD), deren
Norm absolut kleiner ist als VD. Die Menge der von 0 und + 1 verschiedenen
ganzen Zahlen, deren Normenbetrag hochstens [l/l_)] ist, ist durch die Menge der Dia-
gonalniherungsbriiche von VD bestimmi.

Die méglichen Anzahlen der Zahlen <VD eines vollstindigen Restsystems nach
dem Hauptideal o ist durch die zum Aufangsglied und zur ersten Periode der Dia-

gonalkettenbruchentwicklung von VD gehorigen Niherungsbriiche bestimm.
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7. Numerische Beispiele
Zur Erliuterung moégen einige Zahlenbeispiele angefiihrt werden.

Beispiel 1. In der ,,diophantischen* Ungleichung

|20 (2. y)|=]2® - 276 y*| < V276

ist die totale Menge der Losungen identisch mit der Menge der Diagonalnihe-
rungsbriiche von } Vd =V276. Entwicklung von V276 in den Diagonalkettenbruch
ergibt schnell (direkt nach der Methode Minkowski’s [10], vgl. [12], Satz 5.30,
oder iiber die regelmissige Entwicklung nach den Regeln Pipping’s [13])

_17 33 50 83 216 515 1246 1761 3007 7775 28)
1°°2°°3° 5 137 31 75 * 106’ 181’ 468 "

@ IR

als Diagonalnidherungsbriiche der ersten Periode (der zum Bruch

gehorigen Nenner S, erweist sich als 1). Die entsprechenden entweder wihrend
des Entwickelns entstehenden oder auch aus (28) mittels (3) berechneten S, sind
der Reihe nach

8,=lgo (@, y)| =1, 13, 15, 16, 11, 12, 11, 16, 15, 13, 1, ...,

wobei schon die erste halbe Periode die Gesamtheit der reprasentierbaren Zahlen
<1 Vd bestimmt (vgl. Satz 6):

2 —27647=1, 13, —15, 16, —11, 12 (die Menge {(—1)"*™S,}).
In der Euler-Lagrangeschen Menge (4)
1, —20,13, —15,16, —11, 12, —11, 16, —15, 13, —20, 1

sind jetzt die Zahl —20 ausgesondert.
Die kleinsten Losungen der verschiedenen Losungsklassen sind also

go(+17, £1)=13 g(£83 , £5)=—11
@(+33, £2)=—15  qo(+216, +13)=12.
%(+50, £3)=16

Die Mengen der iibrigen zu der betreffenden Losungsklassen gehorigen Losungen
werden in klassischer Weise konstruiert. Die Kenntnis von und das Rechnen
mit der fundamentalen Einheit ist dann erforderlich. Hier gibt aber volle An.-
wendung von (28) ohne weiteres die nichstfolgenden Losungen.
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Beispiel 2. In der Ungleichung
|l (2, )| =[2* + oy — 1842 < V18

ist G@=18, d=173, weshalb die Zahlen (T 1+ }73)/2 in den Diagonalkettenbruch
entwickelt werden. Die der ersten Periode entsprechenden Niherungsbriiche sind

34 49 83 215 943

z_4 15 34 49 83 215 943
y 1747 9°13 22 577 250"

bzw _*_5 19 43 62 106 272 1193
) Y 1’ 47 9713 22° 57° 250°

Schon beim ersten Schritt wird ein negativer Teilzdhler gewéhlt. Die Menge der
Zahlen (—1)**™ §,/2 ist nun gleich der Menge der reprisentierbaren Zahlen;

{1,2, —-3,4, —4,3, -2, —1}.

(Periodenlinge k="17; die Nenner der vollstindigen Quotienten der regelmissigen
Entwicklung der genannten Zahlen sind: 2,12, 4, 6, 8, 8, 6, 4, 12, 2, von denen

1 Q,=1Q;=6> )18 automatisch ausgesondert werden). Da jetzt @, = —1 ist, und
der dem Nenner @,= +1 entsprechenden Néherungsbruch A_,/B._;=1/0 eigent-
lich ausgeschlossen war, muss die Repréisentation von +1 in klassischer Weise
berechnet werden. Jedoch leitet man aber die folgenden Formeln her

Agy1=A} 1 +GB% 4
B2k—1=2Ak—1 Blc—l—B?c—l: (29)

welche die nicht-triviale Darstellung von +1 in kleinsten Zahlen direkt geben.
Wir haben also

@(+4, £1)=2  bzw. ¢ (5, F1)=2
¢ (15, +4)=-3 ¢ (19, F4)——3

(34, +9)=4 (43, T9)=4

7:(£49, £13)=—4 g (£ 62, +13)=—4

g (83, +22)=3 7, (+105, T22)=3

G (1215, +57)=—2 . (+272, +57)=—2

¢1(1£943, +250)=—1 q;(+1193, F250)=—1

g1 (2014249, +534000) = g, (2548249, T 534000) =1 (nach (29)).

Beispiel 3. Wir losen die Ungleichung
|2® + 2y — 25 42| <5. (30)
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Jetzt ist d =101 und G =¢?, g=5. Die Diagonalniherungsbriiche von 4 (F 1+ 1d)
sind

E

5
1

ro|©

x 6 11
3 eee bzw. —§~-i, ?,

<R

Nach Satz 4 sollen aber die Losungen (z,y) mit den speziellen (g—1,1)=(4,1)
bzw. (—g,1)=(—5,1) erginzt werden. Demgemséss und wegen (29) ergeben sich
die fundamentalen Darstellungen

@(t4, +1)=—5 bzw. ¢ (£5, Fl)=-5
(5, ¥1)=5 ¢:(+6, F1)=5

@(+9, ¥2)=-1 (11, F2)=-1
¢ (181, +40)=1 (221, T40)=1,

wo die zwei ersten dem Gleichheitszeichen in (30) entsprechen.

8. Bemerkungen

Wir haben fiir die Losungen der ,.diophantischen’ Ungleichungen (1) und (2)
oder (3) und (5) vollstindige Kriterien gefunden (Sitze 1—3). Diese Kriterien
gestatten uns, sowohl die totale Menge der fraglichen Losungen einfach zu charak-
terisieren (Satz 4) als auch fiir bestimmte Werte von L in (3) bzw. M in (5)
die etwaige Ldsbarkeit der entsprechenden ,diophantischen’ Qleichungen zu ent-
scheiden (Satz 6). Diese beiden letztgenannten Aufgaben entsprechen der Be-

stimmung der Darstellungen (x,y) von Zahlen <1Vd durch die indefiniten qua-
dratischen Hauptformen g,(x,y) (Sdtze 4-5) sowie der durch solche Formen dar-
stellbaren Zall:n selbst (Satz 6). Aussagen iiber die Normen ganzer quadratischer
Zaklen und Hauptideale werden dabei erzielt (Sitze 7-8).

Kennzeichnend fir die Kriterien ist, dass man sowohl direkt (Satz 5) ent-
scheiden kann, ob ein Zahlenpaar (z,y) eine Lésung von (1) oder (2) ist (fiir
grosse z, y einfacher als durch Einsetzen), als man auch wegen des rekursiven
Charakters der Diagonalkettenbruchentwicklung ein aljorithmisches Verfahren in
der Hand hat, das genau alle Loésungen liefert. Die Lagrangesche Methode. er-
fordert eine Priifung, ein Ausscheiden derjenigen Ndherungsbriiche x/y, fiir welche
golx,y) in (3) grosser als VD ausfillt. Auch bei der Methode von Nagell [11],
die zwar den grossen Vorteil hat, allgemein zu sein (L in (3) unbeschrinkt),
erhilt man die ,,Fundamentallssungen“ durch Priifung, welches auch in dem
negativen Fall (Unlosbarkeit) geschehen muss.

In einer gleichzeitig erscheinenden Arbeit untersuchen wir die allgemeineren Un-
gleichungen |g,(x, )| < Vd, oder 1 Vd < gz, y) < Vd, welche ebenfalls interessante
Eigenschaften besitzen.

Es sei noch erwdhnt, dass wir die Ergebnisse in Nr. 2 insofern verallgemeinert
haben, dass wir folgendes bewiesen haben: es gilt die Ungleichung

3
|o®—Dy*| <3 VD?-y, x,y>0,
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dann und nur dann, wenn z/y ein Diagonalniherungsbruch geniigend hoher
3

Ordnung (v>wv,) von VD ist. Es gilt sogar die Ungleichung

n
|o" =Dy | <Z VDT -yt >0,

n_
dann und nur dann, wenn z/y ein ebensolcher Bruch von VD ist. Das wird
hoffentlich in nicht allzu ferner Zukunft publiziert.

Ich bin dafiir dankbar, dass ich die vorliegende Arbeit in dem Matematischen

Institut der Universitit Uppsala zu wesentlichen Teilen habe ausfithren diirfen.

[ )

[~ R

Abo Akademi, Abo, Finland
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