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Eine Nevanlinna-Picardsche Theorie en miniature

Von Raymonp M. REDHEFFER

1. Einleitung

- Fiir passende Funktionenklassen {F} betrachtet man Gleichungen der Form
F(z) —a=0, worin a konstant ist. Eine Nevanlinna—Picardsche Theorie behauptet,
grob gesprochen, dass die Anzahl der Wurzeln von ¢ unabhéngig ist. Nun ist eine
solche Aussage offenbar fiir reelle Funktionen falsch, und man fragt sich: warum
sollte es im Komplexen anders sein? Um das einzusehen, schreiben wir ,,c0® statt
,0°. Die Gleichung lautet jetzt F(z) —a = oo, die Wurzeln sind die Pole der Funktion
F, und bei verschiedenen Werten von @ sind sie nicht nur in derselben Anzahl
vorhanden, sie liegen sogar an denselben Stellen. Aber auf der Riemannschen Kugel
ist der Punkt ,,c0° ebensowenig ausgezeichnet wie z. B. der Punkt ,,0%. Darin
erkennen wir einen Grund dafiir, dass Sdtze der Nevanlinna—Picardschen Art iiber-
haupt méglich sind.

Dieser Ideenkreis hat sich in zwei Richtungen entfaltet. Einerseits hat man die
Funktionenklasse {F} nach und nach erweitert. Die Sidtze von Borel beziehen sich
auf ganze Funktionen endlicher Ordnung, wihrend keine Ordnungsbeschrinkung fiir
die Ergebnisse von Picard notig ist. Nevanlinna hat die Theorie auf meromorphe
Funktionen ausgedehnt, und Ahlfors, Sario u. a. haben die Theorie fiir Funktionen
auf beliebigen Riemannschen Flichen entwickelt. — Andererseits wird die ,,Anzahl®
der Nullstellen mit mehr oder weniger Genauigkeit angegeben. Die Satze von Picard
behaupten nur die Existenz der Nullstellen, diejenigen von Borel bestimmen den
Konvergenzexponenten, und andere Sitze geben sogar Aussagen iiber die Verteilungs-
dichte. Diese ist viel genauer als jener; der Konvergenzexponent ist immer 1 wenn
die Dichte endlich und positiv ist, manchmal auch wenn sie 0 oder oo ist.

Es wire aber interessant, die unendliche Menge von Nullstellen mit einem Fehler
kleiner als eins abzuzdhlen. Wenn z. B. die Funktion sin {z die ,,Anzahl N =co
Nullstellen hat, dann mochte ich gern sagen, dass (23 +1) sin 3z die Anzahl n =c0 4-3
hat, dass sinz die Anzahl 200 hat, dass z-1 sinz die Anzahl 2c0 —1 hat, usw. Wie
kann man aber eine unendliche Menge von komplexen Zahlen {A,} derart prézis
zéhlen ?

Zuerst betrachten wir das Vollstindigkeitsintervall der Funktionenfolge {expii, x}.
Das Intervall hat die Linge I wenn die Folge auf jedem Intervall kleinerer Léinge
als T vollstindig ist, aber auf keinem Intervall von grosserer Linge als I. Ist die
Menge auf keinem Intervall vollstindig, so setzt man I =0, und ist die Menge auf
jedem endlichen Intervall vollstindig, so setzt man I=oo. Fiir die Klasse L?,
1<p< oo, ist I offenbar wohl bestimmt, und von p unabhingig.
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Bekanntlich ist I viel empfindlicher als die Verteilungsdichte: Man kann z. B.
eine Menge {4,} der Dichte 0 konstruieren, fiir die I irgendeinen vorgegebenen Wert
zwischen O und oo einschliesslich annimmt {2], [3]. Aber I ist nicht empfindlich
genug. Es bleibt stets unverindert bei Hinzufiigung oder Weglassung einer endlichen
Anzahl von J,, und dasselbe gilt fiir unendlich viele 4,, wenn z. B. 2 |1,|1<oo
ist [10].

Die gewiinschte Genauigkeit wird durch folgende Uberlegung erreicht. Es kommt
gelegentlich vor, dass die Menge {expil,«} auf einem Intervall der Lénge I voll-
standig ist, und vollstdndig bleibt wenn E Funktionen {expi,x}, aber nicht wenn
E +1 weggelassen werden. Dann sagen Paley und Wiener [5], dass die Menge den
Exzess E hat. Sie sprechen auch vom Defekt, welcher hier als negativer Exzess
betrachtet wird. Wir setzen £ = —oco wenn I=0 ist, oder wenn unendlich viele
Funktionen exp (idz) hinzugefiigt werden konnen, ohne dass die Menge auf I voll-
stindig wird. Es ist dagegen K =oco wenn [=co ist, oder wenn unendlich viele
Funktionen weggelassen werden kénnen, ohne dass die Menge auf I unvollstindig
wird.

Das Wesentliche ist, das nur die Anzahl der Funktionen massgebend ist. Levinson,
auf elementarem Weg [4], und Schwartz, durch den Hahn-Banachschen Satz [11],
haben beide bewiesen, dass, falls ein 4, durch irgendeine komplexe Zahl 1 ersetzt
wird, die Menge {exp (id,)}L? vollstindig bzw. unvollstindig bleibt. Das trifft auch
zu, wenn gewisse A, mehrfach auftreten. Man fordert ndmlich eine Nullstelle der
entsprechenden Multiplizitit in der ganzen Funktion F(z), die fiir z =2, verschwindet
(vide infra). Wenn die Abgeschlossenheit an Stelle der Vollstindigkeit betrachtet
wird, so hat diese Verabredung die Bedeutung, dass nicht nur ™’ sondern eine
passende Funktionenmenge

{ezlz, xetlz, xgeux, .y xmfletlx}

fiir die Approximation vorhanden ist.
Wir haben also das gesteckte Ziel erreicht, indem wir

N{A} =Ico+ B

als Anzahl einer unendlichen Menge {A,} erkliren. Wird ein i geindert, so bleibt £
konstant, wird ein neues A hinzugefiigt, so vermehrt sich £ um 1, und wird ein 4
weggelassen, so vermindert sich £ um 1. Da E von p abhéngt setzen wir p=2.
Wie steht es nun mit dem Nevanlinna—Picardschen Ideenkreis, wenn wir derart
genau abzihlen méchten? Es ist das Ziel dieser Arbeit, diese Frage zu untersuchen.

2. Ausnahmewerte
Sind A, die Wurzeln von
F(z) =2ie**sinz =0,
so ist Ny=2c0 +0 die zugehorige Anzahl N{A,}. Aber F(z)=a=0 fiihrt zu einer
gewissen quadratischen Gleichung, und daraus schliessen wir auf N,=4co0 +0 fiir

die neue Anzahl. Der Wert O ist hier ein Ausnahmewert. Wie auch in der Nevan-
linnaschen Theorie ist der Ausnahmewert gut approximiert; es ist ndmlich

| F(iy) —0]| <2e7%, y->co.
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Allgemein sagen wir, dass a ein I Ausnahmewert vom Mass 4, ist, wenn

log | F(iy) — a|
y

lim sup = —0,<0 filr y—> — oo oder y— oo (1)

gilt. Im obigen Beispiel ist 0 ein I Ausnahmewert vom Mass 2.

Als anderes Beispiel sei F(z) =21 sinz. Hier ist Ny=2c0 —1 fiir die Wurzeln der
Gleichung F(z)=0, jedoch N,=2c0 +0 fiir die Gleichung F(z)=a=0. (Siehe §6.)
Allgemein heisst @ ein £ Ausnahmewert, wenn

F(x)*aELz, — oo <x < oo (2)

gilt. Im obigen Beispiel ist 0 ein £ Ausnahmewert.

Fiir jedes Paar (a,, a,) von komplexen Zahlen kann man eine Funktion F finden
derart, dass @, ein I Ausnahmewert und a, ein B Ausnahmewert ist. Die zwei Be-
dingungen sind voneinander unabhéngig, da das Verhalten von F einerseits auf der
imagindren, andererseits auf der reellen Achse bestimmt ist. Es gilt aber:

Bemerkung. Ist F %0 von endlichem Typus, so gibt es hichstens einen I Ausnahme-
wert und hochstens einen B Ausnahmewert. .

Gibt es zwei I Ausnahmewerte, so ist | F(iy)e?| <e %! fiir eine passende Kon-
stante ¢ und ein 0 >0 (vergl. Beweis des Hilfsatzes 3). Daraus folgt wegen des Satzes
von Carlson F(2)=0. Offenbar kann auch nur ein £ Ausnahmewert existieren, denn
der Satz von Plancherel und Polya ergibt F(z) —a—0 als Folgerung aus (2).

3. Ergebnisse
Der folgende Satz wird bewiesen:

Satz 1. Sei F(z) vom exponentiellen Typus, und die Nullstellenmenge {A,} bzw.
{un} fiir F(z)=a bzw. F(z)=b habe die Anzahl
N{,}=I,00+E, bzw. N{u,}=I,cc+FE,
mit | B,| und | E,| endlich. Dann gilt:

(i) I,=1,, oder (etwa) b ist der I Ausnahmewert und I,=1I,+6,.
(ii)) E,=E,, oder (etwa) b ist der E Ausnahmewert und E,=0, E,<O0.

Setzen wir §,=0, wenn a kein I Ausnahmewert ist, sonst d, wie in (1), so besagt
die Aussage (i) nichts anderes als

Ia—l‘éa = Ib+6b‘
Die Aussage (ii) bedeutet
E,=E, bzw. E,<0und E,=0 bzw. E,=0 und E,<0.

Diese Beziehung zwischen E, und E, ist in Abb. 1 dargestellt. Es wird gezeigt,
dass alle dort erlaubten Moglichkeiten wirklich auftreten:

Satz 2. Seien a und b verschiedene komplexe Zahlen, und seien E, und E, ganze
Zahlen derart, dass der Punki (E,, E,) so liegt, wie in Abb. 1 angegeben. (Die Fille
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E,

Abb. 1

E,=E,=w; E,=0, E,=—o; E,=—c, E,=0

stnd auch erlaubt.) Seien I, und I, endlich und positiv. Dann gibt es eine ganze Funktion
F(z) von endlichem Typus derart, dass gleichzeitig

N,=I,co+E, und N,=I,00+E,

fiir die Nullstellenmengen von F(z) —a=0 bzw. F(z)—~b=0 gilt.
Eine Folgerung aus Satz 1 ist:

Satz 3. Sei F(2) eine ganze Funktion der Ordnung <2, mit | F(z)| =0(e'™") fiir
jedes §>0, —oo<x<oco. Sei I,00+E, die Anzahl der a Punkte von F(z) wobei a
durch alle komplexen Zahlen lauft. Behauptung: E, nimmt hiéchstens zwei verschiedene
Werte an, auch dann, wenn E,= — oo und E,=co zugelassen werden.

4. Beweis des Satzes 1

Wir sagen, dass eine komplexe Funktion F zur Klasse K gehort, wenn es eine
nicht abnehmende Funktion ¢(x) derart gibt, dass

| F(x)| <e*™P, —co <x< o0, und f %(fzc—)dx<oo.
1

Hilfssatz 1. Sei F ganz, von endlichem Typus, und sei FE€K. Dann ist I=h(}rw)+
h(—3m), wobes I sich auf die Nullstellen A, von F bezieht und h(0) die Phragmen—
Lindelofsche Funktion ist.

Das heisst, es ist h(f) =limsupr-log | F(re®)|, r—>oco. Fiir den Beweis betrachtet
man ¢'°*F(z) bei passendem reellem ¢ und erzielt, dass h(}n) =h(—7) = ist. (Dabei
ist o durch diese Gleichung definiert.) Man konstruiere eine Funktion A(z)=*0 von
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beliebig kleinem Typus ¢ derart, dass |A(z)| <|x|lexp[—¢(|x])] auf der reellen
Achse gilt. Infolge des bekannten Satzes von Levinson [4] ist das gerade dann
moglich, wenn das Integral konvergiert. Nun ist AF€L? auf der reellen Achse,
und der Satz von Paley—Wiener [5], [6] ergibt die Schreibweise

ote
AF = f ftye'*dt, feL?

—(a-te)

Da /() senkrecht zu exp(id,t) fiir jedes n ist, schliessen wir auf I <2a+2e.
Ist andererseits I <2«, so konnen wir eine passende Funktion f€L? und ein £>0
derart finden, dass die Funktion

G(z)= fw ft)etdt

—(x+eg)

bei z2=A4, verschwindet. Infolge des Hadamardschen Zerlegungssatzes ist G=FA,
wobei A(z) die Ordnung 1 hat. Das Kriterium von Lindelof! zeigt, dass 4 sogar
von endlichem Typus ist. Ich betrachte Ausdriicke wie

= log* |F(x)|d
e 12

fiir 7, A und G. Weil FEK ist, ist das Integral fiir F endlich, und eine bekannte
Konsequenz der Formel von Carleman zeigt dann, dass auch das Integral mit log™
endlich ist. Dasselbe gilt fiir @, daher auch fiir 4. Ein Satz von Cartwright
ergibt dann %,(0)=h,(n)=0 fir die zugehoérige Phragmen-Lindel6fsche Funktion
und ebenso fiir F. Aus dem Satz von Ahlfors—Heins schliessen wir nun, dass
o +Typus A=Typus G ist. Daher ist Typus A <0, und 4=0. Wegen der Parsevalschen
Gleichung ist fast iiberall f=0, und das ergibt I>2¢—2s.

Hilissatz 2. Sei F ganz, von endlichem Typus, und sei | B| < oo auf dem zugehdrigen
Vollstindigkeitsintervall I fiir die Nullstellen A, von F. Dann ist ¢ *F€K fiir genau
ein reelles c.

Lésst man Nullstellen weg, so teilt man F(z) durch ein passendes Polynom P(2).
Da E < co ist, konnen wir wie frither erzielen

r (z) izt 2 1
Pla) (z) (2)= f fe'=dt, feL?, a=3I.
Die Funktion 4 hat nur endlich viele Nullstellen, denn sonst wiire = — co. Daher

ist A im Wesentlichen eine Exponentialfunktion, und das zeigt die Existenz eines
passenden c¢. Gilt der Schluss aber fiir zwei verschiedene Konstanten ¢ und ¢’, dann
ist | F(x)| =0 (¢7°*!) fiir ein >0. Der Satz von Carlson ergibt nun F=0, was nicht
der Fall war.

Hilfssatz 3. In Satz 1 ist FEK.
Wegen Hilfssatz 2 gibt es Konstanten 4 und B derart, dass

e*’[F(x)—a]€EK und " [F(x)-b]EK.

1 Die erwihnten Sitze sind in [1] zu finden.
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Daher haben diese Funktionen die Gréssenordnung 0(e®'*!) fiir jedes 6>0. Es ist
unméoglich, dass 4 und B beide positiv oder beide negativ sind, denn dann miisste
F(x) zur selben Zeit beliebig nah an ¢ und an b sein. Sei etwa 4 >0, B<0. Die
Funktion

et 47 [F(x) —a]

ist dann Ofexp(—44|z])] fir |x|>co, und das ergibt F(x)=a. Daher ist 4 =0
oder B=0. .

Jetzt kommen wir zum Beweis des ersten Teiles des Satzes. Da es hochstens
einen Ausnahmewert gibt, kénnen wir annehmen, da8¥a kein Ausnahmewert ist,
und dass A,(ix) >0 ist, wobei %, die Lindeléfsche Funktion fiir F(z) —a ist. Es ist
stets h,=h, fiir 8 =}z, und dasselbe gilt fiir 6 = —x, wenn h, dort positiv ist. Ist
ho(—37) =0, so ist hy(—3in)=0,, und Hilfssatz 1 ergibt nun I, =1,+6,.

5. Fortsetzung

Das beweist die Aussage iiber I. Aber wie gesagt, kann man unendlich viele 4,
hinzufiigen oder weglassen, ohne dass I sich dndert. Um die Aussage iiber £ zu
bekommen, miissen wir etwas feiner messen, denn E merkt es ja, wenn nur ein
A, zuviel oder zuwenig da ist.

Hilfssatz 4. Sei FEK und sei |E| <oo fiir die Nullstellenmenge {A,} von F(z).
Dann ist E die grosste ganze Zahl n, derart, dass

f = |FE

s

Sei £+1>0. Werden E +1 Nullstellen weggelassen, so wird die Menge unvoll-
stindig, und wir haben
Fx)_[* ixt 2
P(a) f_af(t)e ds, feL?
wobei P ein Polynom vom Grad F +1 ist. Die obige Ueberlegung zeigt, dass kein
schidlicher Faktor A(x) auftreten kann. Wegen des Satzes von Plancherel ist #/P€L?,
und das zeigt, dass das Integral mit » = E + 1 konvergiert.
Ist aber das Integral mit #» = E konvergent, dann sieht man leicht, dass der Exzess
kleiner als £ ist.
Bei F+1 <0 miissen wir nur den Beweis etwas anders fithren. Die Weglassung
von E+1 Nullstellen bedeutet die Hinzufiigung von —{E+ 1) Nullstellen, usw.

Hilfssatz 5. In Satz 1 ist: E,<0= E,=0, und E,>0=> E,<E,.

Ist B, <0, so ist F—a€L?, wegen Hilfssatz 4. Der Satz von Plancherel und Polya
ergibt F'—a—0, daher F —b~a—b. Also ist n =0 die grosste ganze Zahl derart, dass
das Integral fiir ¥ —b divergiert, und daher ist E,=0.

Bei B, >0 schreibt man

* |(F—a)+(a—b) * |F—al? J“” la—b[*
J‘_m——*—w)n dx<2f_w(1+x2)ndx+2 _w(1+x2)ndx.
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wo n=1E,+1 ist. Das erste Integral ist nach Hilfssatz 4, das zweite wegen E,>0
konvergent. Also ist die grosste ganze Zahl n, fiir die das Integral divergiert, nicht
grosser als E,. Das ergibt B, < E,,.

Das Verhaltnis zwischen E, und E, ldsst sich durch eine Punktmenge darstellen
(vergl. Abb. 1). Einerseits muss diese Punktmenge die Bedingung des Hilfssatzes 5
befriedigen, andererseits muss sie in bezug auf die Gerade E,=E, symmetrlsch sein.
Diese Uberlegung fiihrt zu Abb. 1. :

6. Beweis des Satzes 2

Wir miissen zeigen, dass jede Moglichkeit bei passendem F vorkommt. Es ist
natiirlich leicht, eine Funktion F zu konstruieren, fiir die I, und E, vorgegebene
‘Werte zwischen —oco und oo einschliesslich annehmen. Aber im Allgemeinen weiss
man wenig iiber die Wurzeln von F(z)=a, daher wenig iiber I, und E,.

Hilfssatz 6. Sei F ganz, vom Typus a>0, und sei F(x)GK Gilt |F(z)| > |z| -~
auf einer arithmetischen Reihe z=nD+z, (n=0, +1, +2, .., D>0), so ist I=2
E> — N fiir die Wurzelmenge {A,} von F(z)=0.

Mit dieser Voraussetzung ist £ <oo genau dann, wenn |F(z)| =0(|z|¥) fiir ein
M gilt. Zum Beweis des Hilfssatzes sei K <0 auf [ —o, «], daher

-4

F(2)A(z)= f e“f(tydt, feL? F=eF(z).

Nun ist wie frither Typ F+Typ 4 =a, also 4 vom Typus O und ferner gilt A(z)=
o(]z|") in der gegebenen arithmetischen Reihe. Das zeigt, dass A ein Polynom
vom Grad <N —1 ist, und daraus folgt das Ergebnis.

Als erstes Beispiel sei F(2)=P(z) sinz, wobei P ein Polynom vom Grad m ist.
Fiir z=ng ist | F(z)—a|=|a|, daher E,>0. Aber andererseits ist E,<co, Satz 1
ist anwendbar, und E,=E,=m. Bei m=1,2, 3, ... erhalten wir d1e Punkte mit
E,>01in Abb. 1.

Als nichstes Beispiel sei F(z)=(sinz)/P(z), wobei P(z) ein Polynom vom Grad m
ist, dessen Nullstellen unter den Nullstellen von sinz vorkommen. Es ist Ey= —m,
wegen Hilfssatz 6 ist | ,| endlich, und das zeigt, dass E,=0 fiir a5-0 ist. Daher
kommen alle anderen Punkte in Abb. 1 auch wirklich vor.

Als drittes Beispiel betrachten wir irgend eine Funktion F(z), die gerade, vom
Typus o« und Ofexp(— |x[*)] auf der reellen Achse ist. Dann ist Ey= —oco und
E,=0 fir a==0. Man konstruiere nimlich eine ganze Funktion A(z) mit unendlich
vielen Nullstellen und von der Grossenordnung |z|lexpz:. Dann ist FA€L?, Typ
(AF)=Typ (F), und daher ist die Menge der Nullstellen fiir A F auf I unvollstéindig.
Das ergibt Ey= — oo, und E,=0 folgt aus Hilfssatz 6.

Als letztes Beispiel sei F(z)=sinzcos }/z. Dann ist =2 und E, = E, = oo fiir jedes
a und b. Denn Hilfssatz 6 ergibt E,>0, und E,= co folgt daraus, dass limsup |2|—"
| F(x)| = oo fiir jedes n ist.

Um Satz 2 zu beweisen, merken wir an, dass

F(z) = **F(fz+y)

dem Kriterium des Hilfssatzes 6 geniigt, wenn F ihm genugt und « und B0 reell
sind.
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7. Beweis des Satzes 3

Werden drei Werte E,, E,, E. angenommen, so ist mindestens ein Wert, etwa
E,, auf einem zugehérigen Intervall der Linge I, endlich. Aus | B,| < oo folgt I,<co,
und daher sind die Nullstellen von F(z)—a unter den Nullstellen einer ganzen Funk-
tion vom Typus 1I, enthalten. Mittels des Satzes von Jensen und des Zerlegungs-
satzes von Hadamard sieht man leicht, dass F(z) von endlichem Typus ist. Die
Bedingung F(x)=0(¢’""') ergibt 4 =0 im Beweis des Hilfssatzes 4, daher F€K. Das
zeigt, dass I, =1 von a unabhingig ist (Hilfssatz 1). Da E, endlich ist, besteht
F(x)=0(]|=|") fiir ein gewisses N, und daher ist B,<co auf I fiir jedes a. Unter
den drei Werten miissen daher mindestens zwei endlich sein, Satz 1 ist anwendbar,
und das Ergebnis folgt.

8. Eine Bemerkung iiber die Vollstiindigkeit

Manchmal méchte man eine Funktion A(z) 0 vom Typus 0 konstruieren, derart,
dass F(z)~>0 fiir || >o0, €M gilt, wobei M eine vorgegebene unbeschrinkte
Menge auf der reellen Achse ist. Wenn das nicht geht, bezeichnen wir die Menge
M als ,,schlecht’. Andererseits ist eine reelle Menge M ,,gut®, wenn

FeK, |F@)|=n>0 fir z€M=>E{1,}>0 auf I

fiir alle ganzen Funktionen F von endlichem Typus 37 gilt. [Dabei sind 1, die
Wurzeln von F(z)=0.] Die Menge heisst gut, weil man die Vollstindigkeit von
{exp (¢4,%)} gern erhalten méchte.

Nach dem Beweis des Hilfssatzes 6 haben wir das schone Ergebnis: Jede schlechte
Menge ist gut. Daraus folgt:

Satz 4. Sei 4, eine reelle Folge mit A, >0, A,,1—A,>¢>0. Sei |1,—Dn| <H(n),
wo H(u) als wachsend, w2H(u) als abnehmend, H(u) <u, und

* H(u) U
Lo logH(u)du<oo

angenommen wird. Dann ist I,=2nD und E,>0 fir die Wurzelmenge {u,} der
Gleichung

0 22

H(1—7)=a, a+0.

1 Zrn

Aus der Konvergenz des Integrals folgt H(u)=o(u), daher A(u)~ Du, und daher

ist Typ F=nD. Ferner ist die Menge {A,} wegen des Satzes von Levinson [4]
schlecht, und F(x)€ K folgt aus einer Abschétzung in [8].

Eine dhnliche Aussage ist auch fiir ungerade Funktionen giiltig. Sei A(u) die
Anzahl der 4, zwischen 0 und %, als negativ fiir negatives u angesehen, und sei

IE] u

A(@)=

Ist A°(x)€K, so ist auch F(x)€K, unter der Voraussetzung
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| A(u) — Du| <H(u)

H wie in Satz 4 (siehe [9]). Daher kénnen wir wieder den Satz von Levinson an-
wenden und zeigen, dass {exp (ju,z)} auf einem Intervall der Linge 272D vollstindig
ist.

Aussagen wie Satz 4 scheinen uns deswegen wertvoll, weil sie zeigen, dass Satz 1
auf eine nicht zu kleine Funktionenklasse {F'} wirklich anwendbar ist.

9. Die invariante Anzahlfunktion

Die Anzahl N(4,) ist gegen Verschiebung und Spiegelung, aber nicht gegen Drehung
invariant. Zum Beispiel gilt 7=2x fiir die Menge {A,}={n}, jedoch I=oo fiir die
Menge {4,} = {ni}. Jetzt wird eine neue Anzahlfunktion N(2,) definiert, derart, dass
zwei kongruente Mengen immer dieselbe Anzahl haben.

Man denke sich ndmlich, dass die reelle Achse in der komplexen Ebene um den
Nullpunkt durch einen Winkel 8 gedreht wird (Abb. 2). Man bildet die Anzahl

Ny(A,) = Igoo + Ey,

wo Iy=I und E,=E die friihere Bedeutung haben, allerdings in Bezug auf die
neue Achse. Da stets

10 = 10+n und Eg = E9+n
gelten, kénnen wir 0 <0 <z voraussetzen. Dann besteht:

Hilfssatz 7. Be: einer gegebenen komplexen Menge {A,} ist entweder Io=0 fiir jeden
Wert von 0, oder 1y=oco fiir jeden Wert, oder aber 0 <1I,<oo fiir genaw einen Wert, 6.

0. B. d. A. kénnen wir voraussetzen, dass 0<I;<oo fiir 0=0 und 0=4¢ gilt,
0 <¢ <m. Die Zahlen A, sind dann unter den Nullstellen einer ganzen Funktion F(z)
von exponentiellem Typus enthalten, die auf der reellen Achse beschrinkt ist. Das
Entsprechende gilt auch fiir ,e %, mit einer anderen Funktion, G(z). Daraus folgt
bekanntlich [1]

z |_s1n en I Z | sin(Bn - ¢)| /'{n _ | l" | ew",

] =7 [ -

und wir schliessen auf > |4,| ! <oo. Fiir reelle 4, hat Schwartz bewiesen, dass I =0
aus der Konvergenz dieser Reihe folgt [11]. Mit Hilfe einer anderen Methode als
in [11] kann dasselbe auch fiir komplexe A, gezeigt werden [10]. Wir erhalten daher
I5=0 fiir jedes 0, und das ergibt den Hilfssatz.

Die neue Anzahlfunktion ist nun durch

N(An)=jOO+E (I=Ia,E=E0,0=00)

erklirt, mit =0 bzw. I=co falls 6, nicht existiert. Diese Funktion ist gegen alle
starren Bewegungen invariant; zwei kongruente Mengen haben immer dasselbe N
auch dann, wenn /=0, I =co und | E| = oo erlaubt ist.

Fiir die Gleichung e¢*=a4-0 ist 1,=o00, wenn die Achse nicht gedreht wird, aber
Na(ln)—loo +0 entsteht aus der hier angegebenen Methode. Die Funktion e* ist
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Abb. 2

nicht in K. Fiir FEK ist 0 =0 immer der passende Winkel, wie bisher in dieser
Arbeit. Dasselbe gilt, wenn nur limsup |z|'log | F(z)| <0 ist (vergl. Satz 3).
Es gilt auch: )

Hilfssatz 8. Se: F(z) eine ganze Funktion der Ordnung <2. Seien
N@a,) =I,c0+E, bzw. Nu,) = I,co + B,

die invarianten Anzahlen fiir die Nullstellenmengen der Gleichung F(z) =a bzw. F(2) =5,
wobei I, zu 6, und I, zu 6; yehort, und | E,| und | E,| endlich sind. Dann ist 0,=0,.

0. B. d. A. sei 6,=0, 0,=¢ mit 0<¢é <z, und man setze k=e '*. Bis auf einen
Polynomfaktor gilt dann

o

e 4 [F(z) —a]= f ¢efydt, feL?

—®

B
e B[F(z)—b]= f e*eg(t)dt, ge€L?
-8

worin A und B passende komplexe Konstanten sind und 2a=1,, 26 =1, ist. Es ist
unmoglich, dass f in der Nidhe von — e« oder « fast iiberall verschwindet, denn dann.
kénnte man ein neues 4 wihlen und ein kleineres « finden. Das Entsprechende gilt.
auch fiir g. Daher ist die Phragmen-Lindelofsche Funktion fiir das erste Integral
gleich der Funktion fiir sinoz, und entsprechend fiir das zweite Integral. Das zeigt,.
dass die zwei Ausdriicke

e*’singz und €®*sinfkz
dieselbe Phragmen-Lindeléfsche Funktion, etwa A(f), in einem Intervall grésserer-
Lénge als z besitzen. Durch Betrachtung von k() und A(z+0) erhalten wir den

erwiinschten Schluss, k=1.
Zusammenfassend haben wir folgenden:
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Satz 5. Die Siitze 1 bis 3 bleiben auch dann giiltig, wenn statt N die invariante Anzahl-
funktion N benuizt wird.

Wegen des Satzes 5 haben wir es fiir besser gehalten, den Leser nicht gleich am
Anfang mit Abb. 2 zu beldstigen.

10. Schlussbemerkungen

Wie schon erwihnt wurde, hingt E = E? von p ab. Wahrend f die tiblichen Funk-
tionenklassen von der Klasse L=L! bis zur Klasse der absolutstetigen Funktionen
durchlduft, so vermehrt sich £ im allgemeinen um 1. Die Formel

N(d) =Teo+ B, mit B = supicpen(B4p7 ~1),

fithrt daher zu einer verniinftigen Anzahlfunktion. Diese ist viel genauer als die
frither eingefiihrte; man hat etwa N(1,) =20 41,0012, usw. Die Theorie unterscheidet
sich jedoch nur im kleinen von der bisher entwickelten.

Interessanter wire es, die Voraussetzung | E| <co wegzulassen. Wieviele Werte
kann I, annehmen, wenn nichts iiber E vorausgesetzt wird? Ich weiss es nicht.

Samtliche Ergebnisse (ausschliesslich derjenigen in § 9) sind im Friihjahrssemester 1961 in
Los Angeles, spiéiter auch in Hamburg und Giessen vorgetragen worden. Hilfssdtze 2 und 4 sind
ohne Beweis in [9] gegeben; vergl. auch [7].
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