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Eine Nevanl inna-Picardsche  Theor ie  en miniature 

Von RAYMOND M. REDHEFFER 

1. Einleitung 

Ffir passende Funktionenklassen {F} betrachtet man Gleichungen der F o r m  
F(z) -a- -0 ,  worin a konstant ist. Eine Nevanlinna-Picardsche Theorie behauptet, 
grob gesprochen, dass die Anzahl der Wurzeln yon a unabh~ngig ist. Nun ist eine 
solche Aussage offenbar ffir reelle Funktionen falsch, und man fragt sich: warum 
sollte es im Komplexen anders sein? Um das einzusehen, schreiben wir , , ~ "  statt  
,,0". Die Gleichung lautet jetzt F(z) - a  = co, die Wurzeln sind die Pole der Funktion 
F, und bei verschiedenen Werten yon a sind sie nicht nur in derselben Anzahl 
vorhanden, sie liegen sogar an denselben Stellen. Aber auf der Riemannschen Kugel 
ist der Punkt  ,,c~" ebensowenig ausgezeichnet wie z .B.  der Punkt  ,,0". Darin 
erkennen wir einen Grund dafiir, dass S/itze der Nevanlinna-Picardschen Art fiber- 
haupt mSglich sind. 

Dieser Ideenkreis hat sich in zwei Richtungen entfaltet. Einerseits hat man die 
Funktionenklasse {F} nach und nach erweitert. Die SKtze von Borel beziehen sich 
auf ganze Funktionen endlicher Ordnung, wKhrend keine 0rdnungsbeschrKnkung fiir 
die Ergebnisse yon Picard nStig ist. •evanlinna hat die Theorie auf meromorphe 
Funktionen ausgedehnt, und Ahlfors, Sario u. a. haben die Theorie ffir Funktionen 
auf beliebigen Riemannschen Fl~chen entwickelt. - -  Andererseits wird die ,,Anzahl" 
der Nullstellen mit mehr oder weniger Genauigkeit angegeben. :Die Si~tze yon Picard 
behaupten nur die Existenz der Nullstellen, diejenigen yon Borel bestimmen den 
Konvergenzexponenten, und andere SKtze geben sogar Aussagen fiber die Verteilungs- 
dichte. ])iese ist viel genauer als jener; der Konvergenzexponent ist immer 1 wenn 
die Dichte endlich und positivist,  manchmal auch wenn sie 0 oder ~ ist. 

Es wi~re aber interessant, die unendliche Menge yon Nullstellen mit einem Fehler 
kleiner als eins abzuz~hlen. Wenn z. B. die Funktion sin �89 die ,,Anzahl" N =  co 
Nullstellen hat, dann mSchte ich gem sagen, dass (z3+ l) sin �89 die Anzahl n = ~ + 3 
hat, dass sinz die Anzahl 2oo hat, dass z -1 sinz die Anzahl 2 o o -  1 hat, usw. Wie 
kann man aber eine unendliche Menge yon komplexen Zahlen {2n} derart pr~zls 
z~hlen ? 

Zuerst betrachten wir das Vollst~ndigkeitsintervall der Funktionenfolge {expi2~x}. 
Das Intervall hat die Li~nge I wenn die Folge auf jedem Intervall kleinerer L~nge 
als I vollst/~ndig ist, aber auf keinem Intervall von gr5sserer L/inge als I. Ist  die 
Menge auf keinem Intervall vollst~ndig, so setzt man I=O, und ist die Menge auf 
jedem endiichen Intervall vollstiindig, so setzt man I =  co. Ffir die Klasse L p, 
1 ~<p ~< ~ ,  ist I offenbar wohl bestimmt, und von p unabh~ngig. 
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Bekanntlich ist I vie] empfindlicher als die Verteilungsdichte: Man kann z. B. 
eine Menge {~t~} der Dichte 0 konstruieren, fiir die I irgendeinen vorgegebenen Wert  
zwischen 0 und ~ einschliesslich annimmt [2], [3]. Aber I ist nicht empfindlieh 
genug. Es bleibt stets unveri~ndert bei Hinzufiigung oder Weglassung einer endlichen 
Anzahl yon 2n, und dasselbe gilt ftir unendlieh viele ~ ,  wenn z .B .  ~ 12~1-1< c~ 
ist [10]. 

Die gewiinschte Genauigkeit wird dureh folgende ~berlegung erreicht. Es kommt  
gelegentlieh vor, dass die Menge {expi2,x} auf einem Intervall  der Li~nge I voll- 
sti~ndig ist, und vollstiindig bleibt wenn E Funktionen {expi2,x}, aber nicht wenn 
E + 1 weggelassen werden. Dann sagen Paley und Wiener [5], dass die Menge den 
Exzess E hat. Sie spreehen aueh vom Defekt, weleher hier als negativer Exzess 
betrachtet  wird. Wir setzen E = -  ~ wenn I =0  ist, oder wenn unendlich viele 
Funktionen exp (i2x) hinzugefiigt werden kSnnen, ohne dass die Menge auf I voll- 
st~ndig wird. Es ist dagegen E =  ~ wenn I =  ~ ist, oder wenn unendlich viele 
Funktionen weggelassen werden kSnnen, ohne dass die Menge auf I unvollst~ndig 
wird. 

Das Wesentliche ist, das nur die Anzahl der Funktionen massgebend ist. Levinson, 
auf elementarem Weg [4], und Schwartz, durch den Hahn-Banachschen Satz [11], 
haben beide bewiesen, dass, falls ein ~, durch irgendeine komplexe Zahl 2 ersetzt 
wird, die Menge {exp( i2 ,x ) }L  p vollsti~ndig bzw. unvollsti~ndig bleibt. Das trifft auch 
zu, wenn gewisse 2, mehrfach auftreten. Man fordert n~mlich eine Nullstelle der 
entspreehenden Multiplizit~t in der ganzen Funktion F(z), die fiir z =2~ versehwindet 
(vide infra). Wenn die Abgesehlossenheit an Stelle der Vollsti~ndigkeit betrachtet  
wird, so hat  diese Verabredung die Bedeutung, dass nicht nur e ~ sondern eine 
passende Funktionenmenge 

{e ~x, xe ~x, x2e ~x, ..., x m le~X } 

fiir die Approximation vorhanden ist. 
Wir haben also das gesteckte Ziel erreicht, indem wir 

N { ~ . }  = I ~  + E 

als Anzahl einer unendlichen Menge (2n} erkl~ren. Wird ein 2 ge~ndert, so bleibt E 
konstant,  wird ein neues 2 hinzugefiigt, so vermehrt  sieh E um 1, und wird ein 
weggelassen, so vermindert  sich E um 1. Da E yon p abhs setzen wir p = 2. 

Wie steht es nun mit  dem Nevanlinna-Picardsehen Ideenkreis, wenn wir derart  
genau abz~hlen mSehten ? Es ist das Ziel dieser Arbeit, diese Frage zu untersuchen. 

2. Aus~Ahmewerte 

Sind 2~ die Wurzeln yon 

F(z) =--2ie3t~sinz = 0, 

so ist N0=2c~ +0  die zugehSrige Anzahl N{2n}. Aber F ( z ) = a # 0  fiihrt zu einer 
gewissen quadratischen Gleichung, und daraus schliessen wir auf Na=4c~ +0  fiir 
die neue Anzahl. Der Wert  0 ist hier ein Ausnahmewert. Wie auch in der Nevan- 
linnaschen Theorie ist der Ausnahmewert gut approximiert; es ist n~mlich 

[ F ( i y ) - O ] < 2 e  -~y, y - ~ .  
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Allgemein sagen wir, dass a ein I Ausnahmewert vom Mass (~a ist, wenn 

lim sup 
log I F(iy) - a I _ 

6 a < 0  fiir y - ~ -  ~ oder y - ~  (1) 

gilt. I m  obigen Beispiel ist 0 ein I Ausnahmewert vom Mass 2. 
Als anderes Beispiel sei F(z)=z  -1 sinz. Hier ist N O = 2 c o -  1 fiir die Wurzeln der 

Gleichung F(z)=O, jedoch N~=2co +0 fiir die Gleichung F(z)=a~O.  (Siehe w 6.) 
Allgemein heisst a ein E Ausnahmewert, wenn 

F ( x ) - a E L  2, - c ~ < x < ~  (2) 

gilt. I m  obigen Beispiel ist 0 ein E Ausnahmewert. 
Fiir jedes Paar  (al, a2) yon komplexen Zahlen kann man eine Funkti~n F finden 

derart,  dass a 1 ein I Ausnahmewert und a 2 ein E Ausnahmewert ist. Die zwei Be- 
dingungen sind voneinander unabh/~ngig, da das Verhalten von F einerseits auf der 
imagin~ren, andererseits auf der reellen Achse best immt ist. Es gilt aber: 

Bemerkung. Ist F ~ 0 von endlichem Typus, so gibt es h6chstens einen I Ausnahme- 
weft und hSchstens einen E Ausnahmewert. 

Gibt es zwei I Ausnahmewerte, so ist I F(iy)e~C~ I <~e olyl fiir eine passende Kon-  
stante c und ein (~ >0  (vergl. Beweis des Hilfsatzes 3). Daraus folgt wegen des Satzes 
yon Carlson F(z):O.  0ffenbar  kann auch nur ein E Ausnahmewert existieren, denn 
der Satz yon Plancherel und Polya ergibt F(x) -a-+O als Folgerung:aus (2). 

3. Ergebnisse 
Der folgende Satz wird bewiesen: 

Satz 1. Sei F(z) vom exponentiellen Typus, und die Nullstellenmenge {2n} bzw. 
{izn} /iir F(z )=a bzw. F(z)=b habe die Anzahl 

N{~n}=Loo+Eo bzw. N{~n}=Iboo+E~ 

mit [Ea[ und ]Eb[ endlich. Dann gilt: 

(i) I a = Ib, oder (etwa) b ist der I Ausnahmewert und Ia = Ib + (~b. 

(ii) Ea= E~, oder (etwa) b ist der E Ausnahmewert und E~=O, E~<0. 

Setzen wir (~a=O, wenn a kein I Ausnahmewert ist, sonst (~ wie in (1), so besagt  
die Aussage (i) nichts anderes als 

Die Aussage (ii) bedeutet 

Eo = Ea bzw. E b < 0  und Ea=O bzw. Eb=0  und Ea<O. 

I)iese Beziehung zwischen E~ und E~ ist in Abb. 1 dargestellt. Es wird gezeigt, 
dass alle dort erlaubten MSglichkeiten wirk]ich auftreten: 

Satz 2. Seien a und b verschiedene ]complexe Zahlen, und seien E~ und E b ganze 
Zahlen derart, dass der Punkt  (Ea, Eb) so liegt, wie in Abb. 1 angegeben. (Die _F5Ue 
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, Eb  

: : : : : i - -  i [:o 

Abb. 1 

EaffiE~=+; Eo=O, E ~ = - + ;  E o = - + ,  Eo=O 

sind auch erlaubt.) Seien Ia und Ib endlich und positiv. Dann gibt es eine ganze Funktion 
F(z) yon endlichem Typus derart, dass gleichzeitig 

N a = IaC~ § E a und No = Ib c~ § E~ 

]iir die NuUstellenmengen yon F ( z ) - a  =0  bzw. F ( z ) - b  = 0  gilt. 
Eine Folgerung aus Satz 1 ist: 

Satz 3. Sei F(z) eine ganze Funktion der Ordnung <2, mit I F(x)l =0(e ~lzl) /iir 
jedes 8>0 ,  - ~ < x < c ~ .  Sei I a ~  + Ea die Anzahl der a Punkte yon F(z) wobei a 
dutch aUe komplexen Zahlen l~u/t. Behauptung: E a nimmt hSchstens zwei verschiedene 
Werte an, auch dann, wenn E~ = - c~ und E~ = ~ zugelassen werden. 

4. Beweis  des Satzes 1 

Wir sagen, dass eine komplexe Funktion F zur Klasse K gehSrt, wenn es eine 
nicht abnehmende Funktion r derart gibt, dass 

I~'1 ~l,_,x,l<er ) , - ~ < x < ~ ,  und d x < ~ .  
J1 x 

Hillssatz 1. Sei F ganz, von endlichem Typus, und sei F E K .  Dann ist I=h( �89  
h(- �89 wobei I sich au/ die Nullstellen ~n yon F bezieht und h(O) die Phragmen- 
LindelS]sche Funktion ist. 

Das heisst, es ist h(O)=limsupr-lloglF(re~a)l, r~c~ .  Fiir den Beweis betrachtet 
man eiC~F(z) bei passendem reellem c und erzielt, dass h ( �89  �89 ~ ist. (Dabei 
ist :r durch diese Gleichung definiert.) Man konstruiere eine Funktion A ( x ) ~  0 von 
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beliebig kleiriem Typus e derart, dass ]A(x) I < Ixl-lexp[-r [zl)] auf der reellen 
Aehse gilt. Infolge des bekannten Satzes yon Levinson [4] ist das gerade dann 
m6glich, wena das Integral  konvergiert. Nun ist A F E L  2 auf der reellen Aehse, 
und der Satz yon Paley-Wiener [5], [6] ergibt die Sehreibweise 

A F =  /(t)e~tdt, / E L  2. 
(:e+e) 

Da /(t) senkrecht zu exp(i2~t) fiir jedes n ist, sehliessen wir auf 1~<2~+2e. 
I s t  andererseits I < 2a, so kSrmen wir eine passende Funktion /EL 2 und ein ~ > 0 

derart  finden, dass die Funktion 

G(z) = /(t)eiZtdt 
(~+~) 

bei z=An verschwindet. Infolge des Hadamardschen Zerlegungssatzes ist G = F A ,  
wobei A(z) die Ordnung 1 hat. Das Kri ter ium yon LindelSf 1 zeigt, dass A sogar 
yon endlichem Typus ist. Ich betrachte Ausdriicke wie 

r162 l + x  

fiir F, A und G. Weil F E K ist, ist das Integral  fiir F endlich, und eine bekannte 
Konsequenz der Formel von Carleman zeigt dann, dass aueh das Integral  mit  log- 
endlieh ist. Dasselbe gilt fiir G, daher aueh fiir A. Ein Satz yon Cartwright 
ergibt dann hA(O)=hA(ze)=O fiir die zugehSrige Phragmen-LindelSfsche Funktion 
und ebenso fiir F. Aus dem Satz yon Ahlfors-Heins sehliessen wir nun, dass 
a + Typus A =  Typus Gist .  Daher ist Typus A < 0, und A ~ 0 .  Wegen der Parsevalsehen 
Gleichung ist fast iiberall / =  0, und das ergibt I >~ 2~-2~ .  

Hilfssatz 2. Sei _F ganz, von endlichem Typus, und sei ] E] < ~ au/ dem zugeh6rigen 
VoUstgndigkeitsintervall I / i i r  die Nullstellen 2n yon F. Dann ist eCXF E K ]iir genau 
ein reelles c. 

L/~sst man Nullstellen weg, so teilt man F(z) dureh ein passendes Polynom P(Z). 
Da E < ~ ist, kSimen wir wie friiher erzielen 

F(z) , , ,  f ~  
f f ( ~ A t z ) =  ](t)e*~tdt, / e L  2, a=�89 

Die Funktion A hat  nur endlieh viele Nullstellen, denn sonst w/~re E = - ~ .  Daher 
ist A i m  Wesentlichen eine Exponentialfunktion, und das zeigt die Existenz eines 
passenden c. Gilt der Schluss aber fiir zwei verschiedene Konstanten c und c', darm 
ist IF(x)[ = 0  (e -~lzl) fiir ein • >0.  Der Satz yon Carlson ergibt nun F - -0 ,  was nieht 
der Fall war. 

Hilfssatz 3. In  Satz 1 ist F E K. 
Wegen Hilfssatz 2 gibt es Konstanten A und B derart,  dass 

e~Z[F(x) -a]eK und eSX[F(x)-b]EK. 
1 Die e r w ~ m t e n  S~tze s ind  in  [1] zu l inden.  
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Daher  haben diese Funkt ionen  die Gr6ssenordnung 0(e 61~I) ffir jedes ~ > 0 .  Es ist 
unm6glich, dass A und  B beide positiv oder beide negativ sind, denn dann  miisste 
F(x) zur  selben Zeit beliebig nah  an a und  an b sein. Sei etwa A >0 ,  B < 0 .  Die 
Funk t ion  

e�89 ~x [F(x) - a] 

ist darm 0 [ e x p ( - [ A [ x [ ) ]  fiir Ix[ ~o~,  und  das ergibt F(x)~a. Daher  ist A = 0  
oder B = 0. : 

Je tz t  kommen  wir zum Beweis des ersten Teiles des Satzes. Da  es h6ehstens 
einen Ausnahmewer t  gibt, k6nnen wir annehmen,  d g i ~ a  kein Ausnahmewer t  ist, 
und  dass h~(�89 ist, wobei h~ die Lindel6fsche Funkt ion  ffir F(z) -a  ist. Es ist 
stets h~=hb ffir 0=[ze,  und  dasselbe gilt ffir O= -�89 wenn h~ dort  pos i t iv i s t .  I s t  
ha( - �89 = 0, so ist hb( -- �89 = (~, und  Hilfssatz 1 ergibt nun  1~ = Ib + 5b. 

5. Fortsetzung 

Das beweist die Aussage fiber I .  Aber  wie gesagt, kann  man  unendlich viele ~n 
hinzuftigen oder weglassen, ohne dass I sich /~ndert. U m  die Aussage fiber E zu 
bekommen,  mfissen wir etwas feiner messen, denn E merk t  es ja, wenn nur  ein 
~ zuviel oder zuwenig da ist. 

Hilfssatz 4. Sei F E K  und sei [E[  <oo  [iir die NuUsteUenmenge {~tn} von F(z). 
Dann ist E die gr6sste ganze Zahl n, derart, class 

(1 + x2) n 

Sei E + I > ~ 0 .  ~%rden E + I  NullsteIlen weggelassen, so wird die Menge unvoll- 
stiindig, und wir haben 

F(x) = f ~  /(t)e~Xtdt ' / E L ~, 
P(x) 

wobei P ein Po lynom vom Grad E + 1 ist. Die obige Ueberlegung zeigt, dass kein 
sch/~dlicher Fak tor  A(x) auftreten kann. Wegen des Satzes yon  Plancherel ist F/P EL 2, 
und  das zeigt, dass das In tegra l  mit  n = E + 1 konvergiert .  

I s t  aber das Integral  mit  n = E konvergent ,  dann  sieht man  leicht, dass der Exzess 
kleiner als E ist. 

Bei E + I  < 0  miissen wit nur  den Beweis etwas anders ffihren. Die Weglassung 
yon  E +  1 Nullstellen bedeutet  die Hinzufi igung yon  - ( E +  1) Nullstellen, usw. 

Hilfssatz 5. In Satz 1 ist: Ea <O~ Eb=O, und Ea>~O~ E~ <~E a. 
I s t  Ea <0 ,  so ist F - a  EL 2, wegen Hilfssatz 4. Der Satz yon  Plancherel  und  Polya  

ergibt F -  a-+0, daher  F -  b ~ a -  b. Also ist n = 0 die gr6sste ganze Zahl derart ,  class 
das In tegra l  ffir F ,  b divergiert,  und  daher ist Eo = 0. 

Bei E a >1 0 sehreibt man  

/~r162 2 . / ;  [ F - a [  2 ~ [a-b[~ 
- ( ~ x ~  ax<~2 (1 +x2) ndx+ 2 ~ (1 +x2) ndx" 
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wo n = E a + 1 ist. Das erste Integral  ist nach Hilfssatz 4, das zweite wegen E~ ~>0 
konvergent. Also ist die grSsste ganze Zahl n, ffir die das Integral  divergiert, nicht 
grSsser als E~. Das ergibt Eb <~ Ea. 

Das Verh~ltnis zwischen Ea und Eb l~sst sich durch eine Punktmenge darstellen 
(vergl. Abb. 1). Einerseits muss diese Punktmenge die Bedingung des Hilfssatzes 5 
befriedigen, andererseits muss sie in bezug auf die Gerade E a = Eo symmetriseh sein. 
Diese ~berlegung fiihrt zu Abb. 1. 

6. B e w e i s  des  Satzes  2 

Wit mfissen zeigen, dass jede MSglichkeit bei passendem F vorkommt.  Es ist 
natfirlich leicht, eine Funktion F zu konstruieren, flit die I 0 und E 0 vorgegebene 
Werte  zwisehen - ~  und c~ einschliesslich annehmen. Aber im Allgemeinen weiss 
m a n  wenig fiber die Wurzeln yon F(z)=a, daher wenig fiber Ia und Ea. 

Hflfssatz 6. Sei F ganz, vom Typus ~>0, und sei F(x)EK. Gilt iF(z)[ ~>[z]-N 
au] einer arithmetischen Reihe z = n D §  o (n=O, •  _+2 .... .  D > 0 ) ,  so ist I = 2 ~ ,  
E > ~ - N  /iir die Wurzelmenge (~n) yon F(z)=O. 

Mit dieser Voraussetzung ist E <  ~ genau dann, wenn I F(x)]=O([x[ M) fiir ein 
M gilt. Zum Beweis des Hilfssatzes sei E < 0 auf [ -  :r a], daher 

P(z)A(z)= f~ e'~/(t)dt, / e L  2, R=eiCZF(z). 

Nun ist wie friiher Typ P + T y p  A =~,  also A vom Typus 0 und ferner gilt A(z)= 
o([z[ N) in der gegebenen arithmetisehen Reihe. Das zeigt, dass A ein Polynom 
vom Grad ~< N - 1  ist, und daraus folgt das Ergebnis. 

Als erstes Beispiel sei F(z)=P(z) sinz, wobei P ein Polynom vom Grad m i s t .  
Ffir x=n~ ist [F(x)-a[ = ]a[, daher Ea>~O. Aber andererseits ist Ea<c~, Satz 1 
ist anwendbar, und Ea=Eo=m. Bei m=l ,  2, 3 . . . .  erhalten wir die Punkte  mit  
Ea>O in Abb. 1. 

Als ni~ehstes Beispiel sei F(z)= (sinz)/P(z), wobei P(z) ein Polynom vom Grad m 
ist, dessen Nullstellen unter  den Nullstellen yon sinz vorkommen. Es ist Eo= - m ,  
wegen Hflfssatz 6 ist [Ea[ endlich, und das zeigt, class Ea=O ffir a~:0 ist. Daher 
kommen alle anderen Punkte  in Abb. 1 aueh wirklich vor. 

Als drittes Beispiel betraehten wir irgend eine Funktion F(z), die gerade, vom 
Typus  ~ und 0 [ e x p ( - I x [ t ) ]  auf der reellen Aehse ist. Dann ist E 0 = - ~  und 
Ea=O ffir a ~ 0 .  Man konstruiere n~mlich eine ganze Funktion A(z) mit unendlieh 
vielen Nullstellen und yon der Gr5ssenordnung I z [ - l expz  �89 Dann ist FA EL ~, Typ 
(AF) =Typ (F), und daher ist die Menge der Nullstellen fiir A F  auf I unvollst~indig. 
Das ergibt E 0 = - ~ ,  und Ea = 0 folgt aus Hilfssatz 6. 

Als letztes Beispiel sei F(z) =sinzcos Vz. Dann ist I =2  und Ea = Eb = ~ ffir jedes 
a und b. Denn Hilfssatz 6 ergibt E~ >/0, und Ea = ~ folgt daraus, dass lim sup ] x [ -"  
[ F(x)[ = c~ ffir jedes n ist. 

Um Satz 2 zu beweisen, merken wir an, dass 

F(z) = e ~ F ( f l z  + ~) 

dem Kri ter ium des t{ilfssatzes 6 genfigt, wenn F ihm geniigt und ~ und fl=#0 reell 
sind. 
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7. Beweis des Satzes 3 

Werden drei Werte Ea, Eo, E c angenommen, so ist mindestens ein Wert, etwa 
Ea, auf einem zugehSrigen Intervall der Ls I~ endlieh. Aus [ E~] < ~ folgt I a < c~, 
und daher sind die Nullstellen yon F ( z ) - a  unter den Nullstellen einer ganzen Funk- 
tion yore Typus �89 enthalten. Mittels des Satzes yon Jensen und des Zerlegungs- 
satzes yon Hadamard sieht man leieht, dass F(z) yon endlichem Typus ist. Die 
Bedingung F(x)= 0(e olxl) ergibt A = 0 im Beweis des Hilfssatzes 4, daher F E K. Das 
zeigt, dass I~,=I yon a unabh~ngig ist (Itilfssatz 1). Da Ea endlich ist, besteht 
F(x)=O([x[ N) fiir ein gewisses N, und daher ist E ~ < ~  auf I fiir jedes a. Unter  
den drei Werten miissen daher mindestens zwei endlich sein, Satz 1 ist anwendbar, 
und das Ergebnis folgt. 

8. Eine Bemerkung fiber die Vollsfiindigkeit 

Manehmal mSchte man eine Funktion A(z )~  0 vom Typus 0 konstruieren, derart,  
dass F(x)-~O fiir I x ] - ~ ,  x E M  gilt, wobei M eine vorgegebene unbeschr~nkte 
Menge auf der reellen Achse ist. Wenn das nieht geht, bezeichnen wir die Menge 
M als ,,schlecht". Andererseits ist eine reelle Menge M ,,gut", wenn 

F E K ,  [F(x)[~>~>0 fiir xEM=~E(2~)>~O a u f I  

fiir alle ganzen Funktionen F von endlichem Typus �89 gilt. [Dabei sind 2~ die 
Wurzeln yon F(z)=0.]  Die Menge heisst gut, well man die Vollst~ndigkeit yon 
(exp (i2nx)) gem erhalten mSehte. 

Nach dem Beweis des Hilfssatzes 6 haben wir das schSne Ergebnis: Jede schlechte 
Menge ist gut. Daraus folgt: 

Satz 4. Sei 2n eine reeUe Folge mit 21>0, 2 n + 1 - ~ > c > 0 .  Sei 12~-Dnl <~H(n), 
wo H(u) als wachsend, u-ill(u) als abnehmend, H(u) < u, und 

f f  H(u) u ~ 2 -  log ~ du < 

angenommen wird. Dann ist Ia=2~D und Ea>~O ]iir die Wurzelmenge (/~) der 
Gleichung 

O(l a*O 

Aus der Konvergenz des Integrals folgt H(u)=o(u), daher A(u)~Du ,  und daher 
ist Typ F=x~D. Ferner ist die Menge (2~) wegen des Satzes yon Levinson [4] 
schlecht, und F(x)E K folgt aus einer Abschi~tzung in [8]. 

Eine i~hnliche Aussage ist auch fiir ungerade Funktionen gtiltig. Sei A(u) die 
Anzahl der 2~ zwischen 0 und u, als negativ fiir negatives u angesehen, und sei 

f ~ A(u)  + A( - u) 
A~ = x ~.~ du. 

Jlzl u 

Ist A~ so ist auch F(x)EK, unter der Voraussetzung 
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I A(u)- Du I <H(u), 

H wie in Satz 4 (siehe [9]). Daher k6nnen wir wieder den Satz yon Levinson an- 
wenden und zeigen, dass {exp (i/xnx)} auf einem Intervall  der Lgnge 2reD vollstgndig 
ist. 

Aussagen wie Satz 4 scheinen uns deswegen wertvoll, weil sie zeigen, dass Satz 1 
auf eine nicht zu kleine Funktionenldasse {F} wirklich anwendbar ist. 

9.  D i e  i n v a r i a n t e  A n z a h l f u n k t i o n  

Die Anzahl N(An) ist gegen Verschiebung und Spiegelung, aber nicht gegen Drehung 
invariant.  Zum Beispiel gilt I = 2 z t  fiir die Menge (An}--{n}, jedoch I =  oo fiir die 
Menge {An} = {ni}. Zetzt wird eine neue Anzahlfunktion N(An) definiert, derart,  class 
zwei kongruente Mengen immer dieselbe Anzahl haben. 

Man denke sich ngmlich, dass die reelle Achse in der komplexen Ebene um den 
Nullpunkt durch einen Winkel 0 gedreht wird (Abb. 2). Man bildet die Anzahl 

Ne(An) = Ieoo + Eo, 

wo I0=7_ und E o = E  die 
neue Achse. Da stets 

friihere Bedeutung haben, allerdings in Bezug auf die 

I o =  Io+~ und Eo = Eo+~ 

gelten, k6nnen wir 0 ~0  ~<g voraussetzen. Dann besteht: 

Hilfssatz 7. Bei  einer gegebenen komplexen Menge (An} ist entweder I o = 0 / i i r  ]eden 
Wert yon O, oder I o = ~ /iir ]eden Wert, oder aber 0 < I o < c~ /iir genau einen Wert, 0o. 

O. B. d. A. k6nnen wir voraussetzen, class 0 < I e < oo ftir 0 = 0  und 0 = r  gilt, 
0 < r  <~z. Die Zahlen An sind dann unter den Nullstellen einer ganzen Funktion F(z) 
von exponentiellem Typus enthalten, die auf der reellen Achse beschrgnkt ist. Das 
Entsprechende gilt auch fiir Ane -~~ mit  einer anderen Funktion, G(z). Daraus folgt 
bekanntlich [1] 

I sin0n [ ] sin(0n - r =lAn e,On ' 
-IAn[ 5 ]Anl An I 

und wir schliessen auf ~ JAn ]-1< oo. Fiir reelle An hat  Schwartz bewiesen, dass I = 0  
aus der Konvergenz dieser l~eihe folgt [11]. Mit Hilfe einer anderen Methode als 
in [11] karm dasselbe auch fiir komplexe An gezeigt werden [10]. Wir erhalten daher 
I o = 0  fiir jedes 0, und das ergibt den Hilfssatz. 

Die neue Anzahlfunktion ist nun durch 

~(An)=l~+~ (I=Io, B=Ee, O=Oo) 

erldgrt, mi t  _T=0 bzw. 1 = oo falls 00 nicht existiert. Diese Funktion ist gegen alle 
starren Bewegungen invariant; zwei kongruente Mengen haben immer dasselbe _~ 
auch dann, wenn _T = 0, • = oo und [ E ] = c~ erlaubt ist. 

Fiir die Gleichung e~=a:#O ist I a =  ~ ,  wenn die Achse nicht gedreht wird, aber 
~a(An) = loo + 0  entsteht aus der hier angegebenea Methode. Die Funktion e ~ ist 
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\ 
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X 

Abb. 2 

nicht in K. Fiir F EK ist 0 = 0  immer der passende Winkel, wie bisher in dieser 
Arbeit. Dasselbe gilt, wenn nur l imsup ]xl-~log IF(x)[ ~<0 ist (vergl. Satz 3). 

Es gilt auch: 

Hilfssatz 8. Sei F(z) eine ganze Funktion der Ordnung < 2. Seien 

die invarianten Anzahlen /iir die NullsteUenmengen der Gleichung F(z) = a bzw. F(z) = b, 
wobei i~ zu O~ und • zu Ob ~ehSrt, und levi  und levi endlich sin& Dann ist Oa =0~. 

O. B. d. A. sei Oa=O , 0b=r mit  04~<7e ,  und man setze k=e ir Bis auf einea 
Polynomfaktor  gilt dann 

e-A~[F(z)-a]= f ;  e'Zt/(t)dt, / E L  ~, 

F e-B"[F(z) -b]= e~tg(t)dt, g 6 L  2, 

worin A und B passende komplexe Konstanten sind und 2a = Ia, 2fl = I~ ist. Es ist~ 
unm6glich, dass / in der N~he yon - ~  oder a fast  iiberall verschwindet, deim darm 
k6nnte man ein neues A w~hlen und ein kleineres ~ finden. Das Entsprechende gilt. 
auch fiir g. Daher ist die Phragmen-Lindel6fsche Funktion fiir das erste In tegra l  
gleich der Funktion fiir sin ~z, und entsprechend fiir das zweite Integral. Das zeigt, 
dass die zwei Ausdriicke 

eA~sin~z und e~Zsinflkz 

dieselbe Phragmen-Lindel6fsche Funktion, etwa h(O), in einem Intervall  grSsserer- 
Liinge als ~ besitzen. Durch Betrachtung yon h(O) und h(re+O) erhalten wir den~ 
erwiinschten Schluss, k = 1. 

Zusammenfassend haben wir folgenden: 
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Satz 5. Die Sdtze I b i s  3 bleibeu auch dann giiltig, wenn statt N die invariante Anzahl- 
/unktion _/~ benutzt wird. 

Wegen des Satzes 5 haben wires  ffir besser gehalten, den Leser nicht gleich am 
Anfang mit Abb. 2 zu bel~stigen. 

10. S c h l u s s b e m e r k u n g e n  

Wie schon erwi~hnt wurde, h~ngt E = E p yon p ab. W~hrend / die iibliehen Funk- 
tionenklassen v o n d e r  Klasse L = L  1 bis zur Klasse der absolutstetigen Funktionen 
durchlKuft, so vermehrt sich E im allgemeinen um 1. Die Formel 

~ ( , l~ )= Ioo+ /~ ,  mit E = s u p l < p < ~ ( E ~ + p - l - 1 ) ,  

fiihrt daher zu einer vernfinftigen Anzahlfunktion. Diese ist viel genauer als die 
frfiher eingeffihrte; man hat etwa 2?(2~) = 2 oo + 1,0012, usw. Die Theorie unterseheidet 
sieh jedoch nur im kleinen yon der bisher entwiekelten. 

Interessanter wiire es, die Voraussetzung ]E] < co wegzulassen. Wieviele Werte 
kann I~ annehmen, wenn niehts fiber E vorausgesetzt wird? Ieh weiss es nieht. 

S~mtliche Ergebnisse (ausschliesslich derjenigen in w 9) sind im Friihjahrssemester 1961 in 
Los Angeles, sp~ter auch in Hamburg und Giessen vorgetragen worden. Hilfss~tze 2 und 4 sind 
ohne Beweis in [9] gegeben; vergl, auch [7]. 
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