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Sur quelques propriétés arithmétiques des formes binaires
a coefficients entiers

Par Trycve NAGELL

§ 1. Remarques sur la représentabilité d’un nombre entier donné par
une forme binaire

1. Lemmes. Dans ce travail polynome (forme) signifie un polynome (forme) a
coefficients entiers rationnels.
11 est facile d’établir les résultats suivants :

Lemme 1. Soit f(x) un polynome (non constant) dont tous les zéros sont simples, et
soit p un nombre premier tel que la congruence

f(%) =0 (mod p)

sout résoluble. Alors, si p ne divise pas le discriminant de f(x), on peut trouver une
infinité de nombres entiers x, (positifs et négatifs) tels que le nombre f(x,) soit divisible
par p et non par pi.

Lemme 2. Soient f(x) et g(x) des polynomes tels que Uéquation f(x)g(xz)=0 n’ait
aucune racine double. Soit x, un nombre entier tel que chacun des nombres f(zg) et g(zy)
soit divisible par le nombre premier p. Alors, le résultant R(f(x), g(x)) est divisible par p.

On trouvera une démonstration du lemme 1 dans Nagell [1], p. 346.
Démonstration du lemme 2. En vertu des conditions on a les identités
f(@) = (@ — o) f,(®) + pfa(w),
9(@) = (x — o) g1 (%) + pga (),
ol f, (2), fa(x), g1 () et g,(x) sont des polynomes. On en conclut
E(f(z) — pfa(x), g(x) — pg,(x)) = 0. 1)

Vu que le résultant de deux polynomes est une fonction (entiére) symétrique &
coefficients entiers des coefficients de ces polynomes, on aura, en considérant I'équa-
tion (1) modulo p,

R(f(z), g(x)) =0 (mod p),

et le lemme 2 se trouve démontré.
A l'aide de ces lemmes on peut établir le

! Les numéros figurant entre crochets renvoient & la bibliographie placée 4 la fin de ce mémoire.
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Lemme 3. Soit F(x) un polynome ayant la propriété swivante : Pour toute valewr
entiére de x le nombre entier F(x) est une m-iéme puissance, m élant un nombre naturel
>2. Alors, le polynome F(x) est la m-iéme puissance d’un polynome.

Démonstration. 11 est évident que F(x) peut s’écrire sous la forme
F(z) = clfy @)1 [f(@)] ... [fr(@)]™ (2)

ot ¢ est un nombre entier différent de zéro, ou f, (), f5(x), ..., f,(x) sont des polynomes
irréductibles distinets, et ou les exposants n,, %y, ..., %, sont des nombres naturels.
Alors tous les résultants

R, ;= R(f:(x), {;(2)),

1=, sont différents de zéro. Désignons par D; le discriminant du polynome f;(x),
1<i<r.

Soit p un nombre premier qui ne divise aucun des nombres ¢, I;, R, ;, et supposons
que la congruence

fx(2) =0 (mod p)

est résoluble pour une certaine valeur de k. Alors, d’aprés le lemme 1, il existe une
valeur entiére de z, soit z,, telle que f,(z,) soit divisible par p et non par p?. D’apres
le lemme 2 il est clair que aucun des nombres f,(,), pour ¢ =k, n’est divisible par p.
Done, il résulte de la relation (2) que F(z) est divisible par p"* et non par prEtL,
On en conclut que 7, est divisible par m. Par conséquent, tous les exposants »,;, pour
1 <4 <r, sont divisibles par m. Cela entraine que le nombre ¢ est une m-iéme puissance,
et le Jemme 3 se trouve ainsi démontré.

Remarque. Dans I'énoncé du lemme 3 on peut évidemment remplacer la condition
« Pour toute valeur entiére de x », par la condition « Pour toute valeur entiére de =
surpassant une limite donnée ».

Nous avons aussi besoin du résultat suivant:

Lemme 4. Soit p un nombre premier et soit A un nombre naturel qui n’est pas la
p-iéme puissance d’'un nombre naturel. Alors, il existe une infinité de nombres premiers q
tels que la congruence

2’ = A (mod q)

ne sott pas résoluble. La densité de ces nombres premiers est positive.
Cette proposition est un corollaire d’un résultat établi par Hilbert: voir Hilbert [2],

Satz 152.
D’ailleurs, le lemme 4 est contenu dans la proposition plus générale que voici:

Lemme 5. Soit f(x) un polynome irréductible d’un degré >2. Alors, il y o une infinité
de nombres premiers q tels que la congruence

f(x) =0 (mod ¢)
ne soit pas résoluble. La densité de ces nombres premiers est positive.
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Ce résultat est une conséquence des lois de densité de Frobenius-Tchebotareff.
En effet, ces lois permettent de conclure qu’il y a une infinité de nombres premiers, de
densité positive, qui ne sont divisibles par aucun idéal premier du premier degré dans
les corps algébriques engendrés par I'équation f(x) = 0. Voir Hasse [3], §§ 23-24.

2. Formes binaires qui ne représentent pas un nombre entier donné. Nous dési-
gnerons par le symbole ((a,, a4, ..., a,)) la forme binaire de degré n(=>2)

Flx,y) =agx® +a; 2" 'y + ... +a,yh,

ol les coefficients ay, a4, ..., @, sont entiers. Si la forme est définite a, et a, sont
supposés positifs. Supposons que la forme est irréductible dans le domaine rationnel,
et soit K un corps du n-iéme degré engendré par I'équation

agx” +a; 2"+ ... +a,=0.

Nous dirons alors que la forme F(z, y) est construite sur K.

Dans un travail qui vient de paraitre nous avons etudié les représentations de
Punité par une forme biquadratique du premier rang. Nous avons, entre autres,
montré qu’il existe au plus 8 représentations de I'unité si les corps engendrés par la
forme admet un souscorps quadratique; voir Nagell [4].

Dans d’autres travaux nous avons traité la question analogue pour les formes
cubiques binaires de discriminant négatif. Ces formes admettent au plus 3 repré-
sentations “de -Punité,” exception faite -des-trois-elasses-de-formes-représentées par
((1,1,0, —1)), ((1,0,1, —1)) et ((1, 1,1, —1)) qui admettent exactement 5, 4 et 4
représentations respectivement: voir Nagell [5], [6] et [7].

D’autre part on peut montrer 1'existence de formes binaires qui ne peuvent pas
représenter ['unité. En effet, nous allons établir le

Théoréme 1. Soit K un corps algébrique du n-téme degré, n >3, et soit ¢ un nombre
entier rationnel quelconque = 0. Alors, il existe une infinité de classes de formes binaires
du n-iéme degré construites sur le corps K, qui ne peuvent pas représenter le nombre c.

Démonstration. Soit
Flx,y)=a" +a2" 'y + ... +a,y"

une forme construite sur K. Supposons d’abord que ¢ n’est pas de la forme d®, d
nombre entier et p nombre premier divisant n. D’aprés le lemme 4 il existe une
infinité de nombres premiers ¢ tels que ¢ ne soit pas un reste p-iéme modulo ¢. Alors,
il est évident que la forme F(z, ¢z) ne peut pas représenter le nombre c.
Supposons ensuite que ¢ =d?, d nombre entier et p nombre premier divisant n. Par
la transformation
x =eu -+ fqu, y = gu + hqo,

olt e, f, g, h et ¢ sont des nombres entiers tels que eh—fg=+0, la forme F(x, y) sera
transformée dans la forme

G(u, v) = Fle, g) u" + byqu" v 4+ ... +b,q™",

ou les coefficients b, ..., b, sont entiers. D’aprés le lemme 3 il est évident qu’on peut
choisir les nombres e et g tels que F(e, g) ne soit pas une p-iéme puissance. Alors,
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d’aprés le lemme 4 il existe une infinité de nombres premiers ¢ tels que F(e, g) ne
soit pas un reste p-ieme modulo ¢. Done, la forme G(%, v) ne peut pas représenter le
nombre ¢ = d?, et le théoréme 1 se trouve démontré.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du lemme 5.

Théoréme 2. Soit F(x, y) une forme binaire trréductible, ayant le diviseur fixe maximal
d. Alors, il existe une infinité de nombres entiers, premiers entre eux deux & deux, qui
ne peuvent pas étre représentés par la forme F(x, y)/0.

Ce théoréme est, bien entendu, aussi vrai pour une forme réductible qui n’est pas
le produit de formes linéaires & coefficients rationnels.

§ 2. Remarques sur les formes binaires biquadratiques du premier rang

3. Sur le nombre de représentations d’un nombre entier dans quelques cas parti-
culiers. Dans un mémoire publié récemment nous avons étudié les représentations de
I'unité par des formes du type en question; voir [4]. Dans ce qui suivra nous allons
continuer les recherches commencées dans ce mémoire; les notions seront les mémes.
Nous allons étudier ’équation biquadratique

Nz —by) =a, @)

ol 6 est un nombre entier du quatriéme degré qui engendre le corps K(0) imprimitif
et du premier rang; ici N signifie la norme dans K(0); ¢ est un nombre naturel>1.
Nous désignons par z{a) le nombre d’idéaux principaux de norme a. Nous allons
montrer comment on peut, dans certains cas, trouver une limite supérieure, relative-
ment basse du nombre de solutions de ’équation (3) en nombres entiers rationnels
x et y, premiers entre eux, y=0. Nous dirons que z— 0y, (z, y) =1, est une solution
de (3) lorsque z et y satisfont & cette équation. Deux solutions x — 0y et x; — Oy, dont
le quotient est une unité, seront appelées solutions associées. Si z — Oy est une solution,
—zx + Oy Dest aussi.

Il faut distinguer les cas d’aprés la classe du corps K(0); pour la définition des
classes, des unités fondamentales ete. voir [4], p. 483.

Les classes 5 et 7

Dans les corps de ces classes on a #=¢. Supposons qu’il existe deux solutions
associées de (3). Donc
x — 0y = "z, — Oyy),
ol 7 est un nombre entier rationnel. Vu que ¢ est réel et que § est imaginaire on en
conclut
x=+ec"z, et y=+e"y,.
Or cela entraine n=0, x =1z, et y=ty,.

Conclusion: Le nombre de solutions de (3) est au plus égal & 2t(a).
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La classe 8

Dans les corps de cette classe on a 7=} —&. Nous considérons seulement le cas
particulier de =) —e¢.
Supposons qu’il existe deux solutions associées de 1’équation

Na—V—¢cy)=a. 4)
Alors nous aurons la relation
x— VTF;?/ = i(l/_—é)" 2y — :yl),

oll » est un nombre entier rationnel. Il suffit de prendre le signe supérieur. Si n est
pair on aura comme dans le cas précédent = +x,, y=ty,.
Si »n est impair =2m +1 on aura

g=(—¢)" ey et —y=(-¢)"z,
ce qui est évidemment impossible si y, +0.

Conclusion: Le nombre de solutions de (4) est au plus égal & 2t(a).

La classe 9

Dans les corps de cette classe on a 5 = ¢i. Nous nous limitons au cas particulier de
) = &1. Supposons qu’il existe deux solutions associées de I'équation

N(xz — aty) =a. (5)
Alors nous aurons la relation

x — ey = + (e8)" (&, — &iy,),

ol » est un nombre entier rationnel. Il suffit de prendre le signe supérieur. Si n est
pair on aura comme tout & ’heure z = x;, ¥ = y,.
Si » est impair=2m +1 il faut qu’on ait

z=—{ _32)m+ly1, —y={(- 52)mx1-

Or, cela entraine que m =0 et y, =0.

Conclusion: Le nombre de solutions de (5) est au plus égal & 27(a).

La classe 6

Dans ce cas il n’y a qu’un seul corps dans la classe. Ce corps est engendré par le
nombre &=¢*5 On a n—=c=4(1+V5) et £&—g1£—1. Nous considérons seulement
le cas 6 =£. Supposons qu'’il existe deux solutions associées de I’équation

Nz —£y) =a. (6)
Alors nous obtenons la relation

x—&y =+ ‘fhsn(xl — &),
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ou n est un nombre entier rationnel, et ol 2 a une des valeurs 0, +1, +2. 11 suffit de
prendre le signe supérieur. Si h--0 on aura comme plus haut x =2, y —y,.
1) Dans le cas A =1 nous obtenons

x— &y =x £ -y E2" w2 E" — g b T -y e
On en conclut r=y " et —y=me"- Yy},

ce qui est évidemment impossible si y, + 0.
Si A — —1 on retombera sur le méme cas en échangeant x et x;, y ct y, et n et - n.
2) Dans le cas k=2 nous obtenons

z--&y=(fel - 1)(x, —&yy)e”
=&y — ey E%T Yy, Gy
=gy, gty - &y, + " Ty + &MY,
Cela entraine x - —&'"z +" Ny,
a1 o2 M.
—y—& T & Y teEY,
et par suite x—ey =yt

D’une maniére analogue on obtient

rry=—x,8""",
ce qui entraine n= —1, et par conséquent
x—ey =Y.

Il faut done que y =0, valeur-que-nous-avens-exclue.
Si A — —2 on retombe sur le méme cas en échangeant x et x;, y et y;, et n et —n.

Conclusion: Le nombre de solutions de (6) est au plus égal a 27(a).

Nous allons revenir prochainement sur I'équation plus générale N(x--8y)—a,
ol § est un entier quelconque générateur du corps.

Nous profitons de I'occasion pour aviser les fautes d’impression suivantes au
travail [8]: Dans la ligne 9, p. 161, il faut lire b, au lieu de b, --a,. Dans la ligne 18,
p. 165, il faut ajouter: et+0. Dans la ligne 11, p. 168, il faut lire t0, t6% au lieu de rf,
r62. Dans la ligne 2, p. 177, il faut lirc est au lieu de et.

I1 ne serait pas difficile de généraliscr les résultats obtenus dans ce chapitre; mais
nous nous arrétons ici.

4, Sur les formes ayant exactement quatre représentations de l'unité. Dans le
mémoire [4] nous avons établi le résultat suivant (Théoréme 11, p. 509-511):

Soit K un corps quelconque appartenant & une classe qui est différente des deux classes
5et 7. Alors, il y a une infinité de classes de formes construites sur K pour lesquelles on a
M =4,
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Ici M signifie le nombre de représentations de 1'unité par la forme biquadratique.
Pour la démonstration de ce théoréme il est naturel de considérer la forme

N(x —yE),

ou E est-supposée d’étre une unité du quatriéme degré dans le corps K. Il faut cepen-
dant observer qu’il y a dans certains corps-des anneaux entiers dans lesquels toutes
les unités (irrationnelles) sont du second degré. De la maniére suivante nous allons
simplifier la démonstration de l'existence dans tous les corps en question d’une
infinité d’anneaux entiers dans lesquels il y a des unités du quatriéme degré. Il
suffit de considérer les classes de corps 8, 9, 10, 11, 12, 13 et 14.

Dans la classe 8 on peut prendre

E — (V——E)Zn+1.

Dans la classe 9 on peut prendre
' B ="
Dans la classe 10 on peut prendre
E=(Viey 1,
Dans la classe 11 on peut prendre
E =p¢e",

ou g est une racine de I’équation g2 + 9 +1 =0.
Dans la classe 12 on peut prendre

E= (V :)27; +1
Dans la classe 13 on peut prendre
E =&,

ol £ est une racine de ’équation &*+1=0.
Dans la classe 14 enfin on peut prendre

E= (l/;e)Zn-%—l.

Ici n signifie un nombre naturel; ¢ signifie I'unité fondamentale dans le sous-corps
quadratique réel. Il est évident que E sera toujours du quatriéme degré. En faisant
aceroitre le nombre n on aura des unités £ dont les discriminants D(FE) ne peuvent
prendre une valeur donnée qu’un nombre fini de fois. Cela est une conséquence du
Théoréme 21 de notre mémoire [8]. On aura ainsi, dans tous les corps, une infinité
d’anneaux R(E) et de formes N(z —yE) jouissant de la propriété demandée.
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