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Sur quelques propri~t~s arithm6tiques des formes binaires 
h coefficients entiers 

Par TRYGVE NAGELL 

w 1. Remarques sur la repr6sentabilit6 d'un nombre entier donn~ par 
une forme binaire  

1. Lemmes. Dans  ce travail  polynome (forme) signifie un polynome (forme) s 
coefficients entiers rationnels. 

II  est facile d 'dtablir  les r6suItats suivants : 

Lemme 1. Soit /(x) un  polynome (non constant) dont tousles  zdros sont simples, et 
soit p u n  hombre premier tel que la congruence 

/(x) = 0 (mod p) 

soit rdsoluble. Alors, s i p  ne divise pets le discriminant de /(x), on peut trouver une 
in/init6 de hombres entiers x o (positi/s et ndgati/s) tels que le nombre /(%) soit divisible 
par p e t  non par p2. 

Lemme 2. Soient /(x) et g(x) des polynomes tels que l'dquation /(x)g(x)=O n'ait 
aucune racine double, Soit x o un nombre entier tel que chacun des nombres /(xo) et 9(xo) 
soit divisible par le nombre premier p. Alors, le rdsultant R(/(x), g(x) ) est divisible par p. 

On t rouvera  une ddmonstra t ion du lemme 1 dans Nagell [1] 1, p. 346. 

D6monstration du lemme 2. En  vcr tu  des conditions on a l e s  identitds 

/ (x )  = (x - ~o) /1 (x) + p/~ (x),  

g(x) = (x - %) gl (x) § pg~(x), 

oh/ l (X) , /2  (x), gl (x) et g2 (x) sont des polynomes.  On en conclut 

R ( / ( x )  - p /~ (x ) ,  g(~) - pg~(x) )  = O. (1) 

Vu que le rdsultant  de deux polynomes est une fonction (enti~re) symdtrique 
coefficients entiers des coefficients de ces polynomes,  on aura, en considdrant l 'dqua- 
t ion (1) modulo p, 

R(/(x), g(x)) - -0  (mod p), 

et le lemme 2 se t rouve ddmontrd. 
A l 'aide de ces lemmes on peut  dtablir le 

Les num6ros figurant entre crochets renvoient ~ la bibliographic plae~e ~ la fin de ce m6moire. 
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Lemme 3. Soit F(x)  un polynome ayant la propridtd suivante : Pour route valeur 
enti~re de x le hombre entier F(x)  est une m-i~me puissance, m dtant un nombre naturel 
>~2. Alors, le polynome F(x) est la m-i~me puissance d'un polynome. 

Ddmonstration. I1 est  dvident  que F(x) peu t  s 'dcrire sous la forme 

F ( x )  = c[/1 (x)] nl [/2 (x)] n2 .,. [/r (X)] nr, (2) 

off c e s t  un nombre  ent ier  diffdrent de zdro, off/1 (x),/2 (x), . . . , / r  (x) sont  des po lynomes  
i r rdduct ib les  dis t incts ,  e t  oh les exposan ts  nl,  n 2 . . . .  , n r sont  des nombres  naturels .  
Alors  t o u s l e s  rdsultantS 

R~. j = R(/~ (x), /j (x)), 

i # ?', sont  diffdrents de zdro. Ddsignons pa r  D~ le d i sc r iminan t  du po lynome /~  (x), 
l <~i <~r. 

Soit  p u n  nombre  premier  qui  ne divise aucun  des nombres  c, D i, R~.j, e t  supposons 
que la congruence 

/k (x) ~- 0 (rood p) 

est  rdsoluble pour  une cer taine va leur  de k. Alors,  d ' aprbs  le lemme 1, il existe  une 
va leur  enti~re de x, soit  x0, tel le  q u e / k  (x0) soit  divisible  pa r  p et  non p a r  p2. D 'ap rbs  
le lemme 2 il est  clair  que aucun  des nombres /~  (x0), pour  i # k, n ' es t  divis ible  p a r  p. 
Done,  il rdsulte de la re la t ion  (2) que F(x) est divisible pa r  pn~ et  non pa r  pn~+l. 
On en conclut  que n~ est divisible  pa r  m. P a r  consdquent,  t o u s l e s  exposan t s  n~, pour  
1 ~< i ~ r, sont  divisibles p a r  m. Cela en t ra lne  que le nombre  ce s t  une m-ibme puissance,  
et  le lemme 3 se t rouve  ainsi  ddmontrd.  

Remarque. Dans  l 'dnoncd du  lemme 3 on peu t  dv idemment  remplace r  la condi t ion  
(( Pour  t ou t e  va leur  enti~re de x )>, pa r  la condi t ion  (~ Pour  rou te  va leur  enti~re de x 
su rpassan t  une l imite  donnde )). 

Nous  avons  aussi  besoin du  rdsu l ta t  su ivant :  

Lemme 4. Soit p u n  nombre premier et soit A un hombre naturel qui n'est pets la 
p-i~me puissance d'un nombre naturel. Alors, il existe une in/initd de hombres premiers q 
tels que la congruence 

x ~ ~ A (mod q) 

ne soit pas rdsoluble. La densitd de ces nombres premiers est positive. 

Cette propos i t ion  est  un corollaire d ' u n  rdsul ta t  dtabl i  p a r  Hi lber t :  voir  H i lbe r t  [2], 
Satz 152. 

D'a i l leurs ,  le lemme 4 est contenu dans  la propos i t ion  plus gdndrale que voici: 

Lemme 5. Soit /(x) un  polynome irrdductible d 'un degrd >~ 2. Alors, il y a une in/initd 
de nombres premiers q tels que la congruence 

/(x) =~ 0 (mod q) 

ne soit pas rdsoluble. La densitd de ces nombres premiers est positive. 
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Ce rdsu l ta t  est  une consequence des lois de densi td de F roben ius -Tchebo ta re f f .  
E n  cffct, ces lois p e r m e t t e n t  de conclure qu ' i l  y a une infini td de nombres  premiers ,  de 
densit~ posi t ive,  qui  ne sont  divisibles pa r  aucun  iddal p remier  du p remier  degr6 dans  
les corps algdbriques engendrds pa r  l ' d q u a t i o n / ( x )  = 0. Voir  Hasse  [3], w167 23-24. 

2. Formes  binaires qui ne  repr~sentent  pas un n o m b r e  entier donn& Nons  dSsi- 
gnerons pa r  le symbole  ((a0, a I . . . .  , an) ) la forme binai re  de degr$ n(~>2) 

F(x ,  y) - aox n § a l x  n-1 y + ... + any n, 

off les coefficients a0, al ,  ..., a n sont  enticrs .  Si la forme est ddfinite a 0 e t a  n sont  
supposes positifs.  Supposons  que la forme est i r rdduct ib le  dans  le domaine  ra t ionnel ,  
e t  soit  K un  corps du  n-i~me degrd engendrd pa r  l ' dqua t ion  

ao xn §  n-1 § ... §  n = O .  

Nous dirons alors que l a  forme F(x ,  y) est cons t ru i te  sur  K. 
Dans  un  t r ava i l  qui  v ien t  de pa ra i t r e  nous avons  etudi$ les rcprdsen ta t ions  de 

l 'uni t~ pa r  une forme b iquad ra t ique  du premier  rang.  Nous avons,  en t re  aut res ,  
mont rd  qu ' i l  exis te  au plus 8 reprSsenta t ions  de l 'un i td  si les corps cngendrds p a r  la 
forme a d m e t  un  souscorps quadra t ique ;  voir  Nagel l  [4]. 

Dans  d ' au t r e s  t r a v a u x  nous avons  t r a i t s  la ques t ion analogue  pour  les formes 
cubiques  binaires  de d i sc r iminan t  ndgatif.  Ces formcs a d m e t t e n t  au plus 3 repr& 
senta t ions  de tZunit~, - exception-~i~-des--Cmois--elasses-.de-,-fc~rmes~-reIrr~sent~es-~par 
((1, 1, 0, - 1 ) ) ,  ((1, 0, 1, - 1 ) )  et  ((1, l ,  1, - 1 ) )  qui  a d m e t t e n t  e xa c t e me n t  5, 4 et  4 
reprdsen ta t ions  r e spcc t ivemen t :  voir  Nagel l  [5], [6] et  [7]. 

D ' a u t r c  pa r t  on peu t  mon t r e r  l ' ex is tcnce  de formes  b in~kes  qui  ne p e u v e n t  pas  
reprdsenter  l 'unit4.  E n  effet, nous allons d tabl i r  le 

Th~or~me 1. Soit  K un  corps algdbrique du n-i~me degr~, n > 3, et soit c u n  nombre 
entier rationnel quelconque :4= O. Alors,  il existe une in/initd de classes de /ormes  binaires 
du n-i~me degrd construites sur le corps K,  qui ne peuvent pas repr&enter le hombre c. 

Dgmonstration. Soit 
F(x ,  y) = x n + al xn l y  + ... + anyn 

une forme cons t ru i tc  sur  K. Supposons  d ' a b o r d  que c n ' e s t  pas  de la f o r m e d  v, d 
nombre  ent ier  et  p nombre  premier  d iv i san t  n. D 'apr~s  le l emme 4 il existe  une  
infinitd de nombres  premiers  q tels  que c n e  soit  pas  un rcste  p-i~me modulo  q. Alors,  
il  est  ~vident  que la forme F(x ,  qz) ne peu t  pas  represen te r  le nombre  c. 

Supposons  ensui te  que c = d  p, d nombre  ent ier  et  p nombre  p remier  d iv i san t  n. P a r  
la t r ans fo rma t ion  

x = eu + / q v ,  y = gu + hqv, 

oh e , / ,  g, h e t  q sont  des hombres  ent iers  tcls  que e h - / g 4 0 ,  la forme F(x ,  y) sera 
t ransformde dans  la formc 

G(u, v) = F(e,  g) u n + b lqUn- lv  + ... + bnqnv n, 

oh les coefficients b 1 . . . .  , b n sont  entiers .  D 'apr~s  le l emme 3 il est  ~vident  qu 'on  peu t  
choisir les nombres  e et  g tels  que F(e, g) ne soit  pas  une p-i~me puissance.  Alors,  
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d 'apr~s  le lemme 4 il existe  une infini td de nombres  premiers  q tels  que F(e, g) ne 
soi t  pas  un  res te  p-i~me modulo  q. Donc,  la forme G(u, v) ne peu t  pas  reprdsenter  le 
nombre  c = d v, et  le thdor~me 1 se t rouve  d~montr~. 

Le rdsu l ta t  su ivan t  est  une consdquence immddia te  du  lemme 5. 

Th~orbme 2. Soit F(x,  y) une /orme binaire irrdductible, ayant le diviseur /ixe maximal  
~. Alors, il existe une in/initg de nombres entiers, premiers entre eux deux dt deux, qui 
ne peuvent pas dtre reprgsentds par la /orme F(x,  y)/(~. 

Ce thdor6me est,  bien en tendu ,  aussi  vra i  pour  une forme rdduct ib le  qui n ' e s t  pas  
le p rodu i t  de formes lin6aires ~ coefficients rat ionnels .  

w 2. Remarques sur les formes b ina i r e s  b iquad ra t i ques  du premier rang 

3. Sur le nombre de representations d'un nombre entier dans quelques cas parti- 
culiers. Dans  un  mdmoire  publ id  rdcemment  nous avons  dtudid les reprdsen ta t ions  de 
l 'un i td  p a r  des formes du  t y p e  en quest ion;  voir  [4]. Dans  ce qui su ivra  nous al lons 
cont inuer  les recherches commencdes dans  ce mdmoire;  les not ions  seront  les m~mes. 
Nous  allons d tudier  l 'dqua t ion  b iquad ra t i que  

N ( x  - Oy) = a, (3) 

oh 0 est  un nombre  ent ier  du  quat r i~me degrd qui  engendre  le corps K(0) imprimiti /  
et  du  premier  rang;  ici N signifie la norme dans  K(0); a est  un  nombre  n a t u r e l >  1. 
Nous ddsignons pa r  T(a) le nombre  d ' i ddaux  p r inc ipaux  de norme a. Nous  allons 
m o n t r e r  comment  on peut ,  dans  t e r ra ins  cas, t r ouve r  une l imi te  supdrieure,  re la t ive-  
m e n t  basse du  nombre  de solut ions de l ' dqua t ion  (3) en nombres  ent iers  ra t ionnels  
x et  y, premiers  en t re  eux,  y # 0 .  Nous  di rons  que x - O y ,  (x, y) =1 ,  est  une solut ion 
de (3) lorsque x et  y sa t i s font  ~ cet te  dquat ion.  Deux  solut ions x -  Oy et x 1 -Oy  1 don t  
le quo t ien t  est  une unitd,  seront  appeldes solutions associges. S i x  - Oy est une solution,  
- x  + Oy l ' es t  aussi. 

I1 fau t  d i s t inguer  les cas d ' aprbs  la classe du  corps K(0); pour  la ddfini t ion des 
classes, des uni tds  fondamenta les  etc. voir  [4], p. 483. 

Les classes 5 e t  7 

Dans  les corps de ees classes on a ~ =~. Supposons  qu ' i l  existe  deux  solut ions 
assocides de (3). Done 

x - Oy = • e~(xl - Oyl), 

off n est  un  nombre  ent ier  ra t ionnel .  Vu que e est  rdel et  que 0 est  imagina i re  on en 
eonclut  

x =  +_~nx 1 et  y = + e ~ y r  

Or cela en t ra ine  n =0 ,  x = •  1 et  y = •  

Conclusion: Le nombre de solutions de (3) eat au plus dgal dt 2T(a). 
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L a  classe 8 

Dans les corps de cette classe on a ~ = ~ / ~ .  Nous consid~rons seulement  le cas 

part ieul ier  de 0 = ~---~. 

Supposons qu ' i l  existe deux solutions assocides de l '~quat ion 

N ( x -  V ~ e y )  = a. (4) 
Alors nous aurons la relat ion 

x - l / ~ y  = +_ (V ~ ~),. (x l -  V~-~y,), 

oh n e s t  u n  nombre  entier  rat ionnel .  I1 suffit de prendre  le signe supdrieur. S i n  est 
pair  on aura  comme dans le cas prdcddent x =  • y =  • 

S i n  est impair  = 2m § 1 on aura  

x = ( - e ) ' ~ + ~ . y  1 et - y = ( - ~ ) " x l ,  

ce qui est dvidemment  impossible si Yl :~ 0. 

Conclusion: Le hombre de solutions de (4) est au plus  dgal ~ 2~(a). 

L a  classe 9 

Dans les corps de cette classe on a ~ = el. Nous nous l imitons au cas part iculier  de 
0 = el. Supposons qu ' i l  existe deux solutions associ~es de l 'dquat ion 

N ( x  - ely) = a. (5) 
Alors nous aurons  la relat ion 

x - ely = +_ (ei)~(xl - ~iyl), 

oh n e s t  u n  hombre  entier  rat ionnel .  I1 suffit de prendre  le signe supdrieur. S i n  est 
pair  on aura  comme tou t  ~ l 'heure x -- Xl, y = Yl. 

S i n  est impair  = 2 m  § 1 il faut  qu 'on  air 

x =  - ( - e 2 ) m + l y l ,  - y = ( - ~ ) m x  1. 

Or, cela ent ra ine  que m = 0 et Yl = 0. 

Conclusion: Le  nombre de solutions de (5) est au plus  dgal ~ 2~(a). 

L a  classe 5 

Dans ce eas il n ' y  a q u ' u n  seul corps dans  la classe. Ce corps est engendrd par  le 

nombre  ~ = e 2m15. On a ~ = e = �89 § ]/5) et ~2 = e -1 ~ - 1. Nous eonsiddrons seulement  
le cas 0=~ .  Supposons qu ' i l  existe deux solutions associ~es de l '~quat ion 

N ( x  - ~y) = a. (6) 

Alors nous obtenons  la relat ion 

x - ~ y  = _+ ~%~(x~  - ~y~) ,  
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oh n est  un  n o m b r e  en t i e r  r a t ionne l ,  et  oh h a une  des va l eu r s  0, _+ 1, _+ 2. l l  suff i t  de  
p r e n d r e  le s igne supdr ieur .  Si h - - 0  on auru  c o m m e  plus  h a u t  x = x l ,  y - y r  

1) Duns  le cus h = 1 nous  o b t e n o n s  

x - ~y = x l ~ s  ~ -- y l ~ S  ~ = Xl~S n - y l ~ s  ~ ~ -: y l~  '~. 

On en conc lu t  x = y l  en e t  -- y = X l F .  n - y l  ~n-1, 

ce qui  es t  d v i d e m m e n t  imposs ib le  si Yl =V 0. 
Si h -  - 1 on r e t o m b e r a  sur  le m S m e  cus en  d c h a n g e a n t  x e t  x~, y c t  y~ e t  n e t  n. 
2) D u n s  le cas h = 2  nous  o b t e n o n s  

x -- ~y = ( ~ s  1 .. 1) (x l - ~Yl) s'~ 

= ~ e n - l x l  _ SnXl - ~2 s" ly I -!- ~e=yl 

. _ ~ . - l x l  . s'~xl __ ~ - 2 y  I + s n l y  1 + ~s~yl. 

Celu e n t r a i n e  x -- - s'~xl + e n - l y l ,  

_ y _ sn ~Xl t:n 2y  1 A- ~ny 1, 

e t  p a r  su i te  x - sy = yle~ ~ L 

D ' u n e  manibre  una loguc  on o b t i e n t  

x + y = - XlSrt- l~ 

ce qu i  en t r a ine  n - -  - -1,  et  p a r  consdquen t  

x - ey  = Yl.  

I1 f a u t  donc  que  y - - 0 ,  valeur-q-ue--nous uvorts-.exr 
Si h -  - 2  on r e t o m b e  sur  le m 6 m e  eus en  6 e h a n g e a n t  x e t  xl ,  y e t  Yl, e t  n e t  - n .  

Conc lus ion :  L e  nombre  de so lu t ions  de (6) est a u  plu,~ ~gal & 2T(a). 

N o u s  al lons r even i r  p r o c h a i n e m e n t  su r  l ' dqua t i on  plus  gdndra.le N ( x - - O y ) = a ,  
off 0 es t  un  en t i e r  q u e l c o n q u e  gdndra teu r  du  corps.  

N o u s  p ro f i tons  de  l ' occas ion  p o u r  av i se r  les f au tes  d ' i m p r e s s i o n  s u i v a n t e s  au  
t r a v a i l  [8]: D a n s  la l igne 9, p. 161, il f a u t  l i re  b 1 au  l ieu de  b 1 - - a  2. D a n s  la l igne 18, 
p. 165, il fuu t  u jou te r :  e t  # 0. Duns  la l igne 11, p. 168, il f a u t  l ire tO, tO 2 uu l ieu de  rO, 

rO". D a n s  la l igne  2, p. 177, il f uu t  l ire est au l ieu de  et. 
I1 ne  sera i t  pus diff iei le  de  gdndrul iser  les rdsu l ta t s  ob t enus  dans  ce chupi t re ;  ma i s  

nous  nous  ur r6 tons  ici. 

4. Sur  les fo rmes  a y a n t  e x a c t e m e n t  qua t re  represen ta t ions  de l 'uni t~.  ] ) ans  lc 
m d m o i r e  [4] nous  a v o n s  d tabl i  le rd, s u l t a t  s u i v a n t  (Thdorb~me 11, p. 509 -51 I ) :  

S o i t  K u n  corps quelconque a p p a r t e n a n t  h une  classe qu i  est d i / /drente  des d e u x  classes 
5 et 7. A lots ,  i l  y a u n e  i n / i n i t d  de cla,~ses d e / o r m e s  cons t ru i tes  s u r  K p o u r  lesqueUes on a 
M = 4 .  
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Ic i  M signifie le nombre  de repr6senta t ions  de l 'uni t6  pa r  la forme b iquadra t ique .  
Pour  la d6mons t ra t ion  de ce th6or6me il est na tu re l  de consid6rer la forme 

N ( x  - yE) ,  

oh E est supposde  d ' e t r e  une uni td du quat r i6me degrd dans  le corps K. I1 fau t  cepen- 
d a n t  observer  qu ' i l  y a dans  cer tains  corps des anneaux  en t i e r s  d~ns lesquels tou tes  
les uni tds (irrationnelles) sont  du second degrd. De la mani6re  su ivan te  nous al lons 
s implif ier  la ddmons t ra t ion  de l ' ex is tence  dans  tous  tes corps en quest ion d ' u n e  
infinit6 d ' a n n e a u x  ent iers  dans  lesquels il y a des uni tds du  quat r i6me degrd. I1 
suffit  de considdrer les classes de corps 8, 9, 10, 11, 12, 13 et  14. 

Dans  la classe 8 on peu t  p rendre  

E = ( V -  ~)2~ +1. 

Dans  la classe 9 on peu t  p rendre  

Dans  la classe 10 on peu t  p rendre  

Dans  la classe 11 on peu t  p rendre  

E = i~ n. 

E = ( 1 / ~ )  ~n +~. 

E = Qs n, 

off ~ est  une rac ine  de l '6qua t ion  ~2 § ~ + 1 = 0. 
Dans  la classe 12 on peu t  p rendre  

E : (}/~ ~)2~ +1. 

Dans  la classe 13 on peu t  p rendre  
E = ~e ~, 

off ~ est  une rac ine  de l '6qua t ion  ~4+ 1 =0 .  
Dans  la classe 14 enfin on peu t  p rendre  

E = (V~) 2~+1. 

Ic i  n signifie un  nombre  naturel ;  s signifie l 'uni t6  fondamenta le  dans  le sous-corps 
quad ra t i que  r6el. I1 est  6vident  que E sera tou jours  du  quat r i6me degr6. E n  fa i san t  
accrol t re  le hombre  n on au ra  des unit6s E don t  les d i sc r iminants  D(E)  ne pe uve n t  
p rendre  une va leur  donnde qu 'un  hombre  fini de lois. Ce!a est  une cons6quence du 
Th6or6me 21 de no t re  m6moire  [8]. On au ra  ainsi,  dans  t o u s l e s  corps, une infini t6 
d ' a n n e a u x  R ( E )  et de formes I V ( x - y E )  jouissant  de la propri6td demand6e.  
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