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Sur les discriminants des nombres algSbriques 

P a r  TRYGVE NAGELL 

w 1. Quelques  propri~t6s ar i thm~t iques  des formes  d~composab les  

1. Dans  ce t r ava i l  les nombres  algdbriques sont  tou jours  supposds entiers.  
Supposons  donnd le corps a lgdbrique K du n-ibme degrd, n ~> 2. Ddsignons p a r  N 

la norme dans  ce corps. Soient  51, 52 . . . . .  5 n des nombres  ent iers  dans  K l indai rement  
inddpendants .  Considdrons l ' dqua t ion  du  n-ibme degrd 

z ~ ( 5 1 X  1 -~- 52X 2 "~ ... ~- 5 n X n )  = A, (1) 

off A est un  nombre  ent ier  ra t ionnel .  Le probl~me de rdsoudre cet te  dquat ion  en 
nombres  ent iers  ra t ionnels  Xl, x 2 . . . . .  x n rev ien t  ~ dd te rminer  les nombres  de la 
norme  donnde A dans  le module  M(51, 52 . . . . .  5n). I1 existe  des mdthodes  pou r  recon- 
na l t re  si l ' dqua t ion  (1) est  rdsoluble ou non pour  une va leur  donnde de A lorsque 
les nombres  51, 52 . . . . .  5n sont  donnds. Si l ' dqua t ion  est  rdsoluble il y a une infinit6 
de solutions,  lesquelles peuven t  6tre caractdrisdes compl~tement  a l ' a ide  de la thdorie  
des unitds. Voir  p. ex. Skolem [1] 1, p. 57-62; comparez  aussi  Nagel l  [2]. 

2. Soient  51, 52 . . . . .  5m des hombres  algdbriques,  l indai rement  inddpendan t s  tels 
clue le corps K(51, 52 . . . . .  5m) soit  du  n-i~me degr6. Alors,  le probl~me de rdsoudre  
l ' dqua t ion  du  n-ibme degrd 

N(Z 151 -~- X 2 5 2 -~... -~- X m 5m) = A (2) 

en nombres  ent iers  ra t ionnels  xl, x~ . . . . .  xm, est  beaucoup  p lus  difficile si m < n .  Si 
m = 2  et  n >~3 on sai t  que le nombre  de solut ions est  fini ( thdorbme d ' A x e l  Thue).  
Si m = 2 et  n = 3 ou = 4 on sai t  dd te rminer  routes  les solut ions  dans  des cas pa r t i -  
culiers; voir  p. ex. Skolem [1], p. 108-114, et  Nagel l  [3], p. 186. 

Une quest ion na ture l le  se pose : Lesquelles  sont  les condi t ions  pour  que l ' dqua t ion  
(2) a d m e t t e  un  nombre  infini de solut ions lorsque m < n ?  S' i l  y a un  sous-corps,  
qui  n ' e s t  pas  du  second degrd et  imaginaire ,  il exis te  tou jours  des dquat ions  du  
t y p e  (2) a d m e t t a n t  une infinit~ de solut ions pour  m < n .  Nous allons en donner  un  
exemple  dans  la R e m a r q u e  4 s la fin de ce mdmoire.  

Skolem a t ra i td  l ' dqua t ion  (2) clans le cas oh K est du  cinqui~me degrd et  du  
second rang  pour  m =3 .  A l ' a ide  de sa mdthode  p -ad ique  il a mont rd  qu 'a lors  le 
nombre  de solut ions est  l imitd; voir  Skolem [1], p. 118. 

Ce rdsu l ta t  est  compris  dans  le thdorbme plus  gdndral  de C h a b a u t y  [4] : 

1 Les num6ros figurant entre crochets renvoient h la bibliographic plac6e ~ la fin de ce 
m6moire. 
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Soient o~, fl, y trois nombres entiers, lindairement inddpendants, du corps primiti]  K 
du n.i~me degrd et du rang r <~ n -  3. Alors, l'dq~tation ternaire 

N(o~x +fly + ~z) = A ,  (3) 

olt A eat un entier rationnel, n'admet qu'un nombre / ini  de solutions en hombres entiers 
rationnels x, y, z. 

Le rang r indique le nombre d'unitds dans un syst~me fondamental d'unitds. La 
mdthode de ddmonstration ne permet pas de ddcider sur la solubilit6 ni de ddter- 
miner routes les solutions, saul dans des cas d'exception. 

3. Les rdsultats que nous venons de citer sont, s ce que je sache, les seuls connus 
jusqu'ici sur les dquations du type (2). I1 est d'ailleurs possible d'obtenir, par d'autres 
mdthodes, des rdsultats sur certaines dquations ternaires. Nous allons les publier 
prochainement. Pour le moment nous nous contentons d'dtablir le rdsultat particu- 
lier que voici : 

Th~orbme 1. Soit ~ une racine primitive p-i~me de l'unitd, p grant un nombre pre- 
mier > 5. Alors, lYquation ternaire 

N ( x  + ~y + ~2z) = 1 

n'admet qu'un hombre ]ini de solutions en hombres entiers rationnels x, y, z. 

(4) 

Vu que le corps K(~) n'est pas primitif, ce rdsultat n'est pas compris dans le 
thdor~me de Chabauty. 

Ddmonstration. En profitant du Lemme 2 dans [2], p. 518, nous aurons de (4) 

x + @  +~2z = ~hE, 

off E est une unitd rdelle dans le corps I~($-~-~--1), et off h est un nombre entier ra- 
tionnel qui n'est pas divisible par p. En passant de ~ ~ ~-1 nous aurons 

I1 en rdsulte que 
x + ~-ly + ~-2 z = ~-hE. 

Y+z(~+~- I )  = ~__~-1 E. 

Ici le nombre ~ droite est une unit6 dans K(~+~-I). Si N 1 signific la normc dans 
ce corps, on en conclut que 

.Nl[y +z(~ _}_ ~-1)] = ~ l. (5) 

Vu que p > 5  le degrd du nombre ~+~-1 est au moins dgal ~ 3. Donc, d'apr~s le 
thdor~me de Thue, l'dquation (5) n 'a  qu 'un nombre limit~ de solutions. Cela dd- 
montre le Thdor~me 1. 

I1 est dvident comment on peut gdndraliser ce rdsultat. 
Nous avons donnd un aperpu sur certaines propridtds arithmdtiques des formes 

d~composables, reprdsentables comme la norme d 'un nombre algdbrique variable. 
Le but de ce travail est l'4tude des discriminants de nombres algdbriques. Pour la 
thdorie des discriminants les formes ddcomposables joue un grand rSle. 
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w 2. Sur les nombres alg~briques entiers de discriminant donn~ 

4. Nous comprenons par le discriminant du nombre algdbrique entier a l e  discri- 
minant dans le corps engendrd par a. 

Dans un mdmoire antdrieur nous avons, entre autres, commencd une dtude sur 
les nombres algdbriques de discriminant donnd; voir Nagell [5], w 5. Du Thdorbme 
16 de ce mdmoire il rdsulte : 

Th~or~me 2. Dgsignons par ~ le domaine consistant de tousles  nombres entiers du 
second degrd. Soit a un hombre de ~ qui poss$de le discriminant D. Alors, tout hombre 
dans r ayant le discriminant D est ndcessairement de la /orme ++ a § k, oit k est un  
nombre entier rationnel quelconque. 

Comparez aussi le Th~or6me 18 du mdmoire [5]. 
On doit observer le fair suivant de la thdorie des corps quadratiques. Pour que 

le nombre entier rationnel D soit le diseriminant d 'un nombre entier du second degrd 
il faut et il suffit que D satisfasse aux conditions suivantes : 1 ~ D est ou~-1 ou=-0 

(mod 4); 2 ~ l/D est irrationnel. 
Lorsque le degrd du nombre algdbrique est >2  la premiere de ces conditions est 

toujours n~eessaire; la seconde n'est pas ndcessaire. 

5. I1 y a aussi nn rdsultat analogue pour les nombres du troisibme degrd. En 
effet, il rdsulte du Thdorbme 19 du m~me mdmoire [5] : 

Th~or~me 3. D~signons par �9 le domaine consistant de tous les nombres entiers du 
troisi~me degrd. Soit D l e  discriminant d 'un hombre de r Alors il existe dans r un 
hombre/ in i  de hombres : al, ~2 .. . . .  am, jouissant de  la propridtd suivante : Tout hombre 
clans r ayant le discriminant 1) est de la ]orme • a~ + k, i = 1 ,  2 . . . .  , m, oit k est un  
hombre entier rationnel quelconque. 

Lorsque le discriminant D est ndgatif, on peut souvent, par un nombre fini d'opdra- 
tions, ddterminer un syst~me pareil de nombres al, a2 .... , am. I1 faut observer que 
les nombres a~ n'appartiennent pas n~eessairement au m~me,corps cubique. 

Comparez aussi les Thdor~mes 19 bis et 20 du m~me travail. 
o 

6. Consid4rons maintenant les nombres du n-i~me degr~. Soit K un corps algd- 
brique de degr~ n. Soient 1, o)1, 0) 2 ..... 0)n-1 nne base des entiers de K et D* le discri- 
minant de ce corps. Si 0 est un nombre entier queleonque qui engendre le corps, on a 

0 = X 0 ~- X 10) 1 ~-. . .  -4- Xn_ 10)n_1, 

off les x~ sont des entiers rationnels variables. Alors on a 

D(O) = D(x10) 1 +... + Xn_10)n~i) = [~I~(Xl, X2, . . . ,  Xn_l)] 2. D*,  

of i 'F  est une forme primitive des n - 1  variables xi, x 2 ..... xn_l, de degr4 i n ( n - l )  
coefficients entiers rationnels. F est le produit de formes lin~aires dont les coeffi- 

cients appartiennent au corps de Galois engendrd par les n conjugu~s de 0. Si K est 
un corps primitif, F est irrdducgible dans le corps rationnel. Si K admet un sous 
corps irrationnel F est rdduetible. 
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Soit D l e  discriminant d ' u n  nombre  0 dans K. Pour  cela il faut  que D soit de l~ 
forme A2D *, oh A est un  nombre  naturel.  Pour  ddterminer tous les nombres  dans K 
ayan t  le discriminant D on aura s rdsoudre l 'dquation 

F(x~, x~ . . . . .  xn-O = +_A (6) 

en nombres  entiers rationnels Zl, xo . . . . .  xn_ 1. Si F est irrdductible dans le corps 
rationnel et s i n  >~ 4, nos connaissances sur les dquations de ce type  sont  extr~mement  
limit6es. M~me si F est rdductible il est difficile de voir comment  on puisse obtenir  
des rdsultats sur les solutions de (6), saul dans des cas particuliers. 

Dans  les numdros suivants nous allons trai ter  le cas de n = 4  avec des mdthodes 
rarities. 

Remarque 1. I1 est possible de reconnaltre,  par  un nombre  fini d 'opdrations,  si 
un  nombre  entier donnd D peut  ~tre le discriminant d ' un  nombre  algdbrique entier 
ou non. E n  effet, si nous posons D = D*h 2, off h est un  hombre  naturel,  nous pouvons  
ddterminer, ~ l 'aide des indgalitds de Minkowski, t ous l e s  corps algdbriques ayan t  le 
discriminant D*. Dans tous ces corps on aura ensuite ~ ddterminer t ous l e s  anneaux 
de discriminant D*h 2. Comparez Nagell [5], w 3. 

D'apres  un rdsultat  de L. Stickelberger le diseriminant d ' u n  hombre  algdbrique 
doit  ~tre o u ~  1 o u - 0  (mod. 4); voir  Stickelberger [9] et  aussi Schur [10]. 

w 3. Les discrimlnants dans les corps biquadratiques 

7. Passons main tenan t  aux corps du quatrigme degrd. Supposons d ' abord  que 
le corps soit primitif  et  de rang 1. Dans  ce cas nous pouvons  appliquer le thdorgme 
de Chabauty,  citg plus hau t  dans le numdro 2. 

Alors nous aurons le rdsultat  : 

Th~or~me 4. Ddsignons par ~ le domaine consistant de togs les hombres entiers du 
quatri~me degrd qgi engendrent des corps primiti /s  du premier rang. Soit D l e  discrimi- 
nant d' un  nombre de d2. Alors il existe dans ~ un nombre / ini  de nombres: o~1, ~ . . . .  , ~n, 
]ouissant de la propridtd suivante : Tout nombre dans r ayant le discriminant D est 
de la /orme • 2 4 7  i = l ,  2, ..., m, ole k est un  nombre entier rationnel quelconque. 

Cependant,  la mdthode de ddmonstra t ion ne donne aucun  moyen  pour  ddterminer 
les' nombres  ~ .  

8. Considdrons ensuite le cas des corps biquadrat iques qui admet t en t  un  sous- 
corps quadrat ique imaginaire. Nous allons dtablir le rdsultat  suivant  : 

Thlior~me 5. Ddsignons par ~ le domaine de togs les nombres entiers du quatri~me 
degrd qui engendrent des corps admettant au moins un sogs-corps qgadratiqge imaginaire. 
Soit D l e  discriminant d 'un nombre de r Alors il existe dans ~ gn nombre f ini  de 
nombres:  ~1, ze2 .. . . .  ~m, ]ouissant de la proprigt$ sgivante : Tout nombre dans c]~ ayant 
le discriminant D est de la /orme •  i = 1 ,  2 . . . .  , m, o~ k est gn  nombre entier 
rationnel qgelconqge. Par  un nombre f ini  d'opdrations on peut ddterminer gn  syst~me 
pareil de nombres ~1, ~2 . . . . .  gin. 
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I1 f au t  observer  que les nombres  r n ' a p p a r t i e n n e n t  pas  ndcessa i rement  au  m~me 
corps b iquadra t ique .  Les corps don t  il s ' ag i t  sont  du  p remier  rang.  

Ddmonstration. Soit  0 un  nombre  du  d o m a i n e ~ ,  e t  soi t  U un  sous-corps quad ra t i que  

imagina i re  de K(O). Supposons  que U est  engendr~ p a r  la rac ine  I/~--A, off A est un  
nombre  na tu re l  qui  n ' e s t  divis ible  p a r  aucun  carr~ > 1. Supposons  que 0 est  rac ine  
de l '~quat ion  

x 4 - p x  a +qx s - r x  + s  = 0, (7) 

off les coefficients p,  q, r et  s sont  des nombres  ent iers  ra t ionnels .  Donc 0 est  rac ine  
d 'une  dquat ion  quad ra t i que  x 2 - a x §  i r r4duct ib le  dans  U, off a e t  b sont  des 
nombres  ent iers  clans U. Soit  0" l ' au t r e  rac ine  de cet te  dquat ion  quadra t ique .  

Supposons  d ' a b o r d  que - A  n ' e s t  pas--= 1 (rood. 4). Alors  nous avons  

o+o"=u+vV~, O0"=ul+viV-A, (8) 

off u, v, u~ et  v 1 sont  des ent iers  ra t ionnels .  Pou r  les coefficients de l ' dqua t ion  (7) 
on  au ra  les re la t ions  

p = 2 u ,  q = u S §  } 

r = 2uu~ + 2Avvl, s = u~ + Av~. (9) 

Pour  le d i sc r iminan t  D de 0 on ob t i endra  la formule  

D = 16A2D1D 2, (10) 

D 1 := ( u  s - A v  2 - -  4 U l )  2 § A(2uv - 4 V l )  s,  

1)2  = ( u v v l  - v~ - u l  v2)  s .  

(11) 

(12) 

Dans  le cas o f f -  A est  ~ 1 (mod 4) on au ra  seulement  b~ remplacer ,  dans  les formules  
(8)-(12), les hombres  u, v, u x et  v I p a r  �89 �89 �89 1 et  �89 1. 

Pour  la ddmons t r a t ion  de routes  ces formules  je  renvoie  ~ Nagel l  [2], w 3. 
Lorsque  D est  donnd, il rdsulte de (10) que les nombres  (positifs) A, D 1 et  D 2 

sont  l imitds.  I1 suffit  de supposer  que p a une des va leurs  0 ou 2; donc u = 0  o u = l ;  
comparez  [2], p. 484-485. Si nous posons  

u s - A v  s - 4 u l  = k, (13) 

2 U V  - -  4V 1 = ]~1' (14) 

•VVl  - -  V2 - - U l  v s  = ]~S' ( 1 5 )  

les ent iers  k, k 1 et k2 sont  limit6s. E n  6l iminant  u 1 et  v 1 on au ra  de l ' 6qua t ion  (15) 
la re la t ion  

uv(2uv - kl) + (2uv - kl) s - 4v2(u s - Av s - k) = 16k s. 

I1 en rdsul tera  un  nombre  fini de va leurs  pour  v. E nsu i t e  on au ra  de l ' dqua t ion  (13) 
un nombre  fini de va leurs  pour  ul; e t  enfin le hombre  v I sera l imitd pa r  l ' dqua t ion  
(14). 
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Le raisonnement  sera tout-s  analogue clans le das off - A = I  (mod 4). 
Le Thdorbme 5 se t rouve ainsi ddmontrd. Nous n ' avons  pas compris les corps 

biquadrat iques du premier rang qui possbdent un sous-corps quadrat ique rdel et qui 
n ' a d m e t t e n t  aucun sous-corps imaginaire. I1 s 'agit  des classes 5 et 6; pour  la ddfini- 
t ion des classes voir [2], p. 483.  Dans  les sections suivantes nous allons rdsoudre 
le probl~me pour  les corps de ces deux classes et dgalement pour  tous les corps 
biquadrat iques imprimitifs des rangs r = 2 et r = 3. 

9. La  constitution du discriminant lorsqu'il y a trois sous.corps quadratiques. Lorsque 
le corps K(0) dans le n ~ 6 est biquadrat ique,  la forme ternaire 

+_ VD(O)/D* = F(v, w, z) 

est du sixibme degrd. Si K(0) est imprimitif  cette forme est dvidemment  rdductible 
dans le corps rationnel. Nous allons ddterminer les formes diviseurs par  une multi- 
plication convenable des facteurs lindaires conjuguds. 

Supposons que K(0) admet  trois sous-corps quadratiques,  engendrds par  les nom- 

bres ~/A, l/A1 et l/A2, off A, A 1 et A2 sont des nombres entiers rationnels qui ne sont  
divisibles par  aucun earrd > 1. I1 faut  observer que A 2 =AA1/d2, off d est le plus grand  
commun  diviseur de A et A1. On voit  sans peine que dans ce cas le discriminant D* 
du corps est un  carr6 parfait .  Alors il est dvident que tou t  nombre  entier 0 du 
corps est de la forme 

0 = ~ ( ~ + v  V~+w|/~ + ~ VA~), 

oh u, v, w e t  z sont des nombres entiers rationnels variables. Les nombres  conjuguds 
sont 

0 ' :  i (u + v VA - w V ~  - ~ f ~ ) ,  

I1 en rdsulte 

o,,= i (u -vV~-wV~ +zV~), 

0'" = 1 (u - v Vh + w V ~  - ~ V ~ ) .  

2 ( 0 - 0 ' )  =wV~ +zV~, 

2 (0 - 0")  = v ]/A + w ]/All, 

2 ( 0 - 0 ' " )  = v V •  

2 ( 0 ' - 0 " )  = vV~-~V~,  

2 ( 0 ' - 0 ' " )  = v f h - w V ~ ,  

2 ( 0 " -  o"') = - w V ~ +  ~ l / ~ .  

Pour  la forme 64VD(O) = +_ VD*" F(v, w, z) on aura donc l 'expression 

(AV 2 -- a2z2 ) (Av 2 - i 1 w 2) (A 1 w 2 _ 52 z2). (16) 
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10. Z a  constitution du discr iminant  lorsqu'il y a u n  8eul 8ous-corps quadratique. 
Supposons que K(0) admet  un seul sous-eorps quadrat ique,  engendrd par  le nombre  

VA, oh A est un  hombre  entier rat ionnel  qui n 'es t  divisible par  aucun car r6>  1. 
Nous  pouvons  prendre pour  nombre  gdn6rateur la quanti td 

~ = ~/�89 ( a +  b]/A), 

oh a et b sont des entiers rationnels tels que �89 + b ~/A) soit un  entier algdbrique; 
voir  Nagell [7], p. 349 et p. 357. L ' u n  des hombres conjugu6s est donc 

~' = ~/�89 (a -- b ]/2). 

On voit  aisdment que tou t  nombre  entier 0 du corps est de la forme 

o =1- (u+vV~+w~+zV~), 
8 

off 8 est un  certain nombre  naturel  fixe et off u, v, w et z sont des nombres  entiers 
rationnels variables. Les nombres  conjugu6s sont 

o' =1- ( u - v V - / ,  + w ~ ' - : l / h ~ ' ) ,  
8 

0"  = 1 (u  + v V ~  - w ~  - z 7 7 ( ~  ), 
8 

I1 en rdsulte 

o"' = 1- (u - vV-~ - w~' + ~ V h r  
8 

8(0-0') =2vl/X+w($-~')+~VA(~+~'), 

8 ( 0 -  0") = 2 w ~  + 2 z  1/A ~, 

8(0 - 0"') = 2 v l/[x + w(~ + ~') + z VA(~ - ~'), 

8(0' - 0") = - 2 v VA + w(~ + ~') + ~ V ~ ( # -  ~'), 

8 ( 0 ' - 0 " ' )  = 2w~ '  - 2 z  ]/~x~ ', 

8(o" - o"') = 2 v VX - w ( ~ -  ~') - z V ~ ( ~  + ~'). 

En  mult ipl iant  les six diff6rences on obtient  

_+ s 6 ]//9(0) = 2 ] /~  - Ab 2 (w ~ - Az ~)/(v, w, z), 

271 



T. NAGELL, Sur les discriminants des nombres algdbriques 

o f f / ( v ,  w, z) est une  forme du quatr ibme degrd en v, w et z : 

/(v, w, z) : (4Av ~ - a w  2 - 2Abwz -Aaz~ )  2 - (a 2 - A b  2) (w 2 - A z ~ )  ~. (17) 

11. Le cas des corps biquadratiques qui admettent trois sous-corps quadratiques rdels. 
Lorsque le corps K(0) admet  u n  sous-corps imaginaire  nous  avons montrd  que 
l 'dquat ion  

F(v,  w, z) = A (18) 

n ' a  q u ' u n  nombre  fini de solutions en nombres  entiers ra t ionnels  v, w et z; voir les 
n ~ 6 eL 8. E n  outre, nous pouvons  reconnal t re  si cette dquat ion est r~soluble, et les 
solutions dventuelles peuven t  ~tre ddtermin~es par  un  nombre  l ini  d 'opdrations.  

Passons m a i n t e n a n t  au cas clans lequel il n ' y  a pas de sous-corps imaginaires.  
Considdrons d ' abord  les corps qui adme t t en t  trois sous-corps rdels. Soit K(0) u n  tel 

corps, et supposons que les sous-corps soient engendrds par  les nombres  ]/~, VAil 

et ] / ~ ,  off A, A 1 et A 2 sont  des nombres  naturels ,  qui ne sont  divisibles par  aucun  
carrd > 1; on a A 2 =AA1/(A , A1)2. Alors nous venons de voir, dans le numdro  pr~cd- 

dent,  que l 'expression _+ VD*. F(v,  w, z) prendra  la forme (16). Donc, r~soudre l 'dqua- 
t ion (18) dans ce cas-ci signifie de rdsoudre u n  nombre  fini de syst~mes d 'dquat ions  

Av e-A2z2 = a, Av 2 - A 1  w2 = b, A l W 2 - - A 2 z  2 : c, 

off a, b e t  c sont des nombres  entiers rat ionnels  tels que abc = • H A .  Pour  l 'existence 
simultan~e de ces trois ~quations il faut  dv idemment  que a = b § c. Donc, le probl~me 
revient  ~ rs un  nombre  fini de syst~mes 

Av2--A2z  2 = a, A v 2 - A l w  ~=b. (19) 

Nous allons mont re r  que tout  syst6me de ce type  n ' a d m e t  q u ' u n  nombre  fini de 
solutions. E n  effet, le syst6me (19) ent ra lne  la relat ion 

(aA - bA) v 2 - aA1 w ~ + bA2z 2 = 0, (20) 

oh a est ndeessairement =t= b. E n  app l iquan t  le critbre de Legendre nous pouvons  
,reconnaltre si cette dquat ion est rdsoluble ou non;  voir p. ex. Nagell [6], p. 219. Si 
l 'dquat ion  est rdsoluble on peut ,  par  des essais, t rouver  une  solut ion propre V=Vl, 
w =Wl, z =zl ,  avec VlWlZ 1 4 0 .  Alors, il est bien connu que routes les solutions propres 
de (20) sont  donndes par  les formules suivantes  

5v = - (a - b) Av 1X 2 + 2aA 1 w x X Y - aA iv  1 ]72, 

(~w = (a - b) Aw 1X u - 2(a -- b)Av 1X  Y + aA 1 w 1 yz ,  

_+ (~z = (a - b) Az 1X 2 - aA 1 z 1 Y~, 

oh X et Y sont  des nombres  entiers rat ionnels ,  premiers entre  eux, et oh ~ est le 
plus grand  commun  diviseur des trois termes s drotie; voir p. ex. [6], p. 225. E n  
in t rodu i san t  ces valeurs de v e t  z dans l 'dquat ion  
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nous aurons  la re la t ion  
A v ~ - A 2 z 2 = a  

A[(a - b) Av 1X ~ - 2 aA 1 w 1X Y + aAlVl ye]2 

J - -  A2[(a -- b) Az 1 X  2 - aA 1 z I Y~]~ = a(~ 2. 
(21) 

On peu t  mon t r e r  que la forme s gauche  dans  (21) n ' e s t  pas  ddcomposable  en fac teurs  
coefficients ra t ionnels ;  pou r  la  ddmons t ra t ion  de cet te  asser t ion  voir  la l~emarque 

2 qui  su ivra  ci-dessous. 
Donc,  d 'apr~s  le thdor~me de Thue  l ' dqua t ion  (21) ne poss~de qu 'un  hombre  

l imitd de solut ions en nombres  ent iers  X et  Y. P a r  cons6quent,  le hombre  de solu- 
t ions du  syst~me (19), pour  des va lenrs  donndes de A, A1, As, a et  b, est  aussi  l imit6.  

Remarque  2. Nous  al lons dd te rminer  le genre de la courbe alg6brique F = 0 reprd-  
sentde p a r  r d q u a t i o n  (21). Nous  homogdnNsons  l ' dqua t ion  en r empla~an t  a~ ~ p a r  
aO2Z 4. Alors  on voi t  d ' a b o r d  que les po in ts  doubles  dventuels  se t r o u v e n t  sur  la 
droi te  Z = 0. E n  di f fdrent iant  p a r  r a p p o r t  g X et  ~ Y on au ra  : 

~ F  
0 X  = 2 A[2(a - b) A v l X  - 2 a A l w  1Y]" H(X, Y) - 2 A212(a - b) A z l X  ] �9 G ( X ,  Y), 

~F 

B Y  
-- 2 A[2 aAlv l  Y - 2 a A l w l X  ] �9 H ( X ,  Y)  -4- 2 A 2 �9 2 aAlZ 1 Y "  G(X,  Y) ,  

off 

I1 en rdsulte 

H ( X , Y )  = ( a - b) Av 1 x  2 - 2aA 1 w 1 X Y :y aA 1 v 1 y2,  

G(X,  Y)  = ( a - b ) A z l  X2 - - a A l z  I y2. 

[ 2 ( a - b )  A v l X - 2 a A l W  1 :Y]2aAlz  1 Y = 2 ( a - b ) A z l X [ 2 a A l V  1 Y - 2 a A l w l X ] ,  

ce qui en t ra lne  
aA 1 y2 = (a - b) A X  2. 

E n  in t rodu i san t  ce t te  re la t ion  dans  l ' dqua t ion  de la courbe et  en posan t  Z = 0, nous 
aurons  la condi t ion  

A[(a - b) A v l a A  1 - 2 a A l w  1 Va(a - b) AA 1 -4- aAlv l (a  - b) A] ~ = 0. 

Done,  si a ( a - b ) A A  1 est  un carrd pa r fa i t  la courbe poss~de les deux  poin ts  doubles  

( ] / ~ ,  _+ l / ( a - b ) A ,  0). Si a ( a - b ) A A  1 n 'es t  pas  un  carr6 pa r f a i t  il n ' y  a pas  de 
po in t s  doubles.  Donc,  le genre de  la courbe  est  ou = 1 ou = 3. E n  effet, il  n ' y  a pas  
de singulari t6s sup6rieures,  e t  la qua r t ique  n ' e s t  ni  ddgdndrde ni unicursale .  

12. Le cas des corps biquadratiques qui  admettent u n  seul sous-corps quadratique rdel. 
Considdrons enfin le cas oh il n ' ex i s te  qu 'un  seul sous-corps i r ra t ionnel  lequel  est  
rdel. Rdsoudre  l ' dqua t ion  (6) rev ien t  d ' apr~s  le numdro  10 au  probl~me de rdsoudre  
un  nombre  fini de syst~mes d 'dqua t ions  

w 2 - Az 2 = h, (22) 
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(4Av 2 -- a w  2 -- 2 A b w z  - Aaz2) 2 - (a 2 - Ab 2) (w 2 - Az2) 2 = h 1, (23) 

oh h et  h I sont  des nombres  en t ie rs  ra t ionnels  tels  que 2 ~ a  2 -  A b 2 h h l  = +_ s 6 ~/D(O). 
Nous allons dl iminer z de l ' dqua t ion  (23) s l ' a ide  de (22), et  nous procddons en 

drapes.  Pour  commencer  nous aurons  

2 Av 2 - a w  2 - b A w z  = �89 ( ~/h 1 + (a S - Ab 2) ]~ - ah) = ha, 

off h a e s t  un  ent ier  ra t ionnel  limit6, et  f ina lement  nous ob tenons  la re la t ion  

(2Av 2 - a w  2 - h3) 2 - b 2 A ( w  4 - h w  2) = 0. (24) 

Cet te  dquat ion  reprdsente  une courbe algdbrique du  premier  genre; pour  la dd- 
m o n s t r a t i o n  de cet te  asser t ion voir  la R e m a r q u e  3 qui suivra  ci-dessous. 

Donc,  d ' apr~s  un  rdsu l ta t  de Siegel la courbe n ' a d m e t  qu 'un  nombre  fini de po in ts  
coordonndes enti~res ra t ionnel les  v e t  w; voir  Siegel [8]. Ainsi,  le nombre  de solu- 

t ions du  syst~me (22)-(23), pour  des valeurs  donndes de A, a, b, h e t  hi, est aussi  
limit~. 

Cependant ,  pour  un  t y p e  par t i cu l ie r  de corps on peu t  a r r iver  ~ ce rdsu l ta t  sans 
recour i r  au  thdor~me de Siegel; il s ' ag i t  des corps des classes 5 et  6. E n  effet, lorsque 
le corps est  du  p remier  rang la quar t ique  (24) est  fermde. Dans  ces corps les nombres  

a + b ~ ,  a - b ~  e t a  sont  n6gatifs,  e t  p a r  consdquent  la forme 

(2Av 2 - aw2) 2 - Ab2w 4 = [2Av 2 - (a + b l/A)w 2] [2Av 2 - (a - b ~/A) w 2] 

es t  ddfinite; voir  Nagel l  [7] les t a b l e a u x  p. 351 et  p. 352. Alors,  dans  ce cas on au ra  
une mdthode  tr~s s imple pour  dd te rminer  les solut ions enti~res v et  w de l ' dqua t ion  
(24). 

La  quar t ique  poss~de des branches  couran t  s l ' inf ini  dans  les cas su ivants  : 1 ~ 

Les  nombres  a + b J / A  et a - b V ~  sont  de signes opposes, ce qui  en t ra ine  r = 2 ;  2 ~ les 

rmmbres  a + b l / A  et a -b~ /AA  sont  t o u s l e s  deux  positifs,  ce qui en t ra ine  r = 3 .  

Remarque  3. Nous  al lons mon t r e r  que la courbe algdbrique C = 0 reprdsentde p a r  
r d q u a t i o n  (24) est  du  p remie r  genre.  Nous in t roduisons  dans  (24) la va r iab le  homo- 
gdndisante u. E n  dif f~rent iant  p a r  r a p p o r t  s v, w e t  u nous aurons  

~C 
_ _  = 8 Av(2Av 2 - a w  2 - hau2), 
~v 

~ ) C  = _ 4 a w (  2 A v  2 - a w  2 - h 3 u  2) - A b 2 ( 4 w  3 - 2 hwu2) ,  
~w  

~C 
_ _ 2 h a u ( 2 A v  2 .  - a w  2 - hau 2). + 2b~hAw2u .  

~u  

Considdrons les condi t ions  ndcessaires 

~C ~C ~C 
- -  - -  - - 0 .  

~v ~w ~u 
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Si v # 0  il faut  qu 'on  ait  
2Av 2 - aw 2 - hau 2 = 0, 

Ab2(4w a - 2 h w u  2) = 2Ab2hw2u = O. 

Vu qu 'on  ne peut  pas avoir  s la lois w = 0 et u = 0, on obt ient  la possibilitd 

v = + V h 3 / 2 A ,  w = 0 ,  u = l .  

On vdrifiera que ces valeurs satisfieront ~ l 'dquat ion  de la courbe. Nous avons ainsi 
t rouvd deux points  doubles. 

Considdrons ensuite le eas de v = O. Alors on aura 

et 

2aw(aw 2 + ha u 2) = Ab2(2w a -- hwu2), 

h a u(aw 2 -4- h a u 2) = -Ab2hw2u.  

On ne peut  pas avoir u = 0  vu  qu e a 2 # A b  2. Donc nous  pouvons  poser u = 1. Si w = 0  
on obt ient  u =0 ,  ce qui est impossible. E n  d iv isant  par  w nous aurons de la pre- 
miere dquat ion 

Ab2h + 2ah.~ 
W 2 

2(a 2 -- Ab 2) �9 

E n  in t roduisan t  cette valeur  de w e et v = 0  dans l 'dquat ion  (24) nous aurons 

I1 en r6sulte 

(Ab2h + 2ah3) 2 - �89 + 2ah3) 2 + (a 2 - Ab 2) h~ = 0. 

(Ab2h + 2ah3) z = 4(a 2 - Ab 2) h~. 

Or, cela est impossible v u  que le nombre  a 2 - A b  e n 'es t  pas u n  carrd parfait ;  voir 
Nagell [7], les t ab leaux  p. 351 et p. 352. Donc, la courbe (24) admet  exac tement  2 
points  doubles; elle est ainsi du premier  genre. E n  effet, la quar t ique  n ' a  pas de 
singularitds supdrieures, et elle n ' es t  ni  ddgdndrde ni  unicursale.  

13. E n  rdsumant  les rdsultats obtenus  dans les numdros 11 et 12 nous puovons  
formuler la proposit ion su ivante  : 

Th~or~me 6. Ddsignons par  �9 le domaine de tous les  nombres entiers du quatri~me 
degrd qui engendrent des corps ]ouissant de la propridtd suivante : il  y a au moins un  
sous-corps quadratique rdel, il n' y a aucun sous-corps imaginaire. Soit  D le discriminant 
d 'un nombre de r Alors il existe dans tip un  nombre / in i  de nombres ~1, ~2 . . . . .  am, 
tels qu'on air : Tout  nombre dans ~ ayant le discriminant D est de la /orme +_g~-4-k, 
i = 1, 2 . . . .  , m, oit k est un  nombre entier rationnel quelconque. 

I1 faut  observer que les nombres  ~r n ' a p p a r t i e n n e n t  pas ndcessairement au m~me 
corps b iquadrat ique .  La mdthode de ddmonst ra t ion  ne donne pas de moyen  pour  
ddterminer  les hombres  ~ ,  sauf dans  le cas des corps du premier  rang,  dans  lesquels 
il existe toujours  une  mdthode simple pour  ddterminer  ces nombres  ainsi que nous  
venons de le montrer .  
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Les rdsultats dtablis dans les Thdor~mes 2-6  mont ren t  que, pour  les nombres  de 
discriminant donnd, la m6me loi existe dans un domaine embrassant  les corps qua- 
dratiques, cubiques et biquadratiques,  exception faite (pour le moment)  des corps 
biquadrat iques primitifs d ' un  rang > 1. 

Vraisemblablement  cette loi est valable pour  tous le s  corps algdbriques. 

w 4. Le probl@me dans quelques corps particuliers 

14. Le corps cyclotomique d'index 5. La ddmonstrat ion du Thdorbme 5 nous donne 
une mdthode pour  effectivement ddterminer les nombres  :r dans un corps donnd. 
Cela n 'es t  pas le cas au sujet des Thdorbmes 4 et 6. Dans  le Thdorbme 5 tons les 
corps sont du premier rang. Dans  le Th@orbme 6 le rang est > 1, saul  dans les cas 
des corps des classes 5 et 6 oh le rang est = 1. M@me pour  ces corps nous venons 
d 'exposer  une mdthode pour  ddterminer les ~ .  Nous considdrons ici seulement la 
classe 6, qui ne contient qu 'un  seul corps, ~ savoir le corps cyclotomique K(~) engendr@ 
par  le hombre  ~=e 2~/~. Le discriminant du corps est D* = D ( ~ ) =  125. Comme base 
des enticrs du corps nous pouvons  prendre l, ~, ~2, ~-1. Nous avons besoin des iden- 
titds suivantes 

~-i = _ ~2 _ ~ _ 1 - ~ i, (25) 

5 _ 3 + 2 } + } 2 _ }  1, (26) 
1 - }  

1 
1+~ 

_ ~3. (27) 

Si 0 est un nombre  gdndrateur du corps K(~) on a D(O)=125A 2, off A est un  
nombre  naturel.  Nous nous proposons de ddterminer t ous l e s  nombres  clans le corps 
dont  le discriminant a la valeur min imum 125. Par  une mdthode tout-&-fait diffdrente 
de celles appliqudes jusqu'ici  nous allons dtablir le rdsultat  suivant  : 

Th@orbme 7. La condition ndcessaire et su/]isante pour qu'un nombre 0 dans K(~) 
ait le discriminant 125, est qu'il soit de rune des/ormes suivantes : 

• •  •  •  

+(~+p)+k, +(~+P))+L 

oit k est un nombre entier rationnel quelconque. 

Ddmonstratiou. Nous pouvons supposer que le nombre  0 ayan t  le discriminant 
donnd D soit de la forme 

0 = a~ + b~ 2 + @-1, 

off a, b et c sont des nombres entiers rationnels. En  effet, 0 et 0 + k ont  le m@me 
discriminant.  

Si 0' ddsigne le nombre  imaginairement  conjugu@ ~ 0, on a 

0' = a~ -1 + b~ -2 + c~. 
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Done,  a l ' a ide  de (25), 
0' = ( c - b ) ~ : - b ~  z + ( a - b ) $  - 1 - b .  

E n  dchangeant  ~ pa r  ~z on au ra  

0 r = - @  + ( a - c ) ~  2 + (b - c ) ~  -1 - c ,  

0 "  = ( - a  §  + ( - a  + c ) ~ 2 - a ~ - l - a .  

Pour  les six diffdrences on ob t i en t  

0 - 0 '  = (a + b - c ) ~  + 2b~2 + ( b - a  + c ) ~ - l  +b,  

O - O  n = (a +c)~  + ( b - a  +c)~2 + ( 2 c - b ) ~ - l  +c,  

0 _ 0  "H = ( 2 a - b ) ~  + (a + b - c ) $ ~  + (a + c ) ~ - l  +a,  

0 ' - 0 "  = ( 2 c - b ) ~  + ( c - a - b ) $ 2  + ( a -  2b + c ) ~ - l - b  +c,  

0 ' - 0 "  = (a + c -  2b )~ + ( a - b  - c )~2  + ( 2 a - b ) $ - l  + a - b ,  

0 " - 0 "  = ( a - b - c ) ~  + ( 2 a - 2 c ) ~ 2  + (a + b - c ) ~ - l  + a - c .  

Toutes  les diffdrenees sont  divis ibles  p a r  1 - ~ .  On en aura  

( 0  - 0 ' )  ( 0 "  - 0 "t') = - V - 5 ( a  ~ + c ~ - b 2 - 2 a c  + a b  - be),  

(0 - 0") (0' - 0 " )  = �89 l/5(b ~ - a 2 - c 2 + 2ac + ab - be) 

+ �89 5(a 2 + b 2 + c 2 - ab - be). 

Done,  on ob t i endra  pour  le d i sc r iminant  

D(O) = 125[G(a, b, c)] ~. [H(a, b, c)] 2, 

oh G(a, b, c) = a 2 - b 2 + c 2 - 2ac + ab - be, (28) 

4H(a,  b, c) = ( a 2 - b 2 + c 2 - 2 a c - a b + b c ) ~ - 5 ( a 2 + b 2 + c 2 - a b + b c )  2. (29) 

Si le d i se r iminan t  de 0 est  dgal ~ 125, les nombres  a, b e t  c do iven t  sat isfaire  aux  
dquat ions  

G ( a , b , c ) = + + l ,  H ( a , b , c ) = + l ,  

off les signes sont  inddpendan t s  en t re  eux. 
Lorsque  D(O)= 125 on vdrifie a i sdment  qu 'on  au ra  la re la t ion  

0 - 0 "  
- c - b + (a  - b + c) ~ + c~ 2 + (c - b) ~ - 1  = ~ a E ,  ( 3 0 )  

1 - ~  

oh h a u n e  des valeurs  0, ___ 1, + 2, e t  off E est une uni td  rdelle. 
Si h = 0  le coefficient du  t e rme  p u r e m e n t  imaginai re  s 'dvanoui t .  Done il f au t  que 

27~ 4 ~  2 ~  
(a - b + c) sin - 5  + c sin - 5  - (c - b) sin ~ -  = 0, 
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I1 en  r6su l te  que  a = c  = 0 ,  e t  p a r  c o n s d q u e n t  b = _ 1. 
Si h = 1 l ' 6 q u a t i o n  (30) p e u t  s 'dcr i re  

I1 en  rdsul te  

a §  + ( b - c ) ~  2 = E.  

2xt  4x~ 
b sin -5~ § (b - c) s in  ~ -  = 0, 

e t  p a r  cons@quent b = c = 0 e t a  = • 1. 
Si h = - 1  l ' d q u a t i o n  (30) p e u t  s 'dcr i re  

I1 en  rdsul te  

- b - b~ + ( a  - b) $2 _ @ - 1  = E .  

2 ~  4 g +  2 ~  0, 
- b sin ~ -  § (a - b) sin ~ -  c s in  ~ -  = 

e t  p a r  consdquen t  c - b = a - b = 0. On  en  conc lu t  que  a = b = c = _+ 1. 
Si h = 2  l ' d q u a t i o n  (30) p e u t  s'@erire 

b + ( b - c ) ~ + a ~  -1 = E. 

P a r  le m@me r a i s o n n e m e n t  on en  a u r a  b = a + c. Ains i  on  p e u t  61iminer b des  6 q u a t i o n s  
G(a, b, c ) =  •  e t  H(a, b, c ) =  +_1. Alors  on  o b t i e n t  a 2 - c 2 - 4 a c =  _+1 e t  

( - a s § c 2 - 4a(3) 2 - 5(a  2 + c2) 2 = ~ 4, 

d ' o h  (2c2-  2a2§ +c ~) = •  

V u  que  ce t t e  d q u a i t o n  p e u t  s 'dcr i re  

-- (a 2 + C 2 )  2 - -  16a2c 2 +__ 4(c 2 -- a 2) = +_ 4 -- 1, 

on  v o i t  qu ' e l l e  es t  imposs ib le  si t o u s l e s  d e u x  n o m b r e s  la [ e t  ]c I son t  >~ 1. D o n e ,  
les seules  so lu t ions  s o n t  a = 0, b = c = _ 1 c t  c = 0, a = b = + 1. 

Cons iddrons  enf in  le cas  de  h = - 2 .  Alors ,  l ' 6 q u a t i o n  (30) p e u t  s 'dcr i re  

I1 en  rdsul te  
- a ~ - a ~ 2  § ( b - a ) ~ - l - a  § b - c =  E.  

27t 4~t 
b s in  ~ -  + a s in  ~ -  = 0. 

d 'of l  a = b = 0 ,  c = _ + l .  
Le  Thdor~me  7 se t r o u v e  a ins i  ddmontr@. L a  m ~ m e  m 6 t h o d e  s ' a p p l i q u e r a  s d6 te r -  

m ines  les h o m b r e s  de  d i s c r i m i n a n t  125A 2, off A > 1. 

Correction au travail [5], p. 171 : D a n s  la  l igne  4 il f a u t  s u p p r i m e r  les m o t s  : (( I1 e n  
rdsul te  que.  )> E n c o r e ,  il f a u t  r e m p l a c e r  les l ignes  5 -7  p a r  le t e x t e  s u i v a n t  : L ' a n n e a u  

R(sm~), off ~= �89  + V 5 )  e t  m~>2, es t  d i f fdren t  de  l ' a n n e a u  f o n d a m e n t a l ;  a insi  i l  
ex i s t e  u n e  inf in i td  d ' a n n e a u x  qu i  c o n t i e n n e n t  des  un i tds  imag ina i res .  L ' a n n e a u  
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I t ( l ,  c~, c~ 2, c~ -1) off c est  un  nombre  na tu re l  > l ne cont ien t  aucune  uni td imaginai re .  
E n  effet, soit  

~,~h = x + yc~ + zc~ 2 + wc~ -~, 

off m > 0  et  h :~0  (mod 5). Si h = l  nous aurons  

~ = yc  - w c  + (zc - w c ) ~  - w c ~  2 + (x - w c ) ~  -1. 

Donc z c - w c - x + w c = w c = O ,  ce qui  est  dv idemment  impossible.  Si h = - 1  nous 
obtenons  

e 'n = wc - z c  + (x - z c ) ~  + (yc - z c ) ~  2 - z c ~  -1, 

d'ofi  x - z c  + z c  = y c - z c  = 0 ,  ce qui est  impossible.  Si h = 2 il rdsul te  que 

s m =  zc - x + (wc - x) ~ - x~  2 + (yc - x) ~-1, 

d 'ofi  w c - x -  ( y c - x )  = x  =0 ,  impossible.  Si h = - 2  nous aurons  

t,n = _ y c  + ( w c -  yc)  ~ + (x - yc)  ~2 + (zc - yc)  ~-1, 

d'ofl  wc - yc  - (zc - yc) = x - yc  =0 ,  impossible.  
Donc,  il existe  une infinitd d ' a n n e a u x  dans  lesquels tou tes  les uni tds  sont  rdelles. 

15. L e  corps cyclotomique d ' i n d e x  8. Dans  le corps K(~) oh ~ = e  ~/4 on a D * =  
D(~) = 256. Comme base des ent iers  du  corps nous puovons  p rendre  1, ~:, ~2, ~3. Si 0 
est  un nombre  gdndrateur  du  corps on a D ( O ) = 2 5 6  A 2, off A est  un  nombre  na ture l .  
Nous  al lons d tabl i r  le th~or~me su ivan t  : 

Th~or~me 8. L a  cond i t ion  ndcessaire et su] / i san te  p o u r  q u ' u n  nombre  0 d a n s  K(~) 
air le d i s c r i m i n a n t  256 est qu ' i l  soi t  de l ' une  d e s / o r m e s  su i van te s  : 

•  •  

ole Ic est u n  hombre  ent ier  ra t ionne l  quelconque.  

Ddmons t ra t ion .  Nous pouvons  supposer  que le nombre  0 a y a n t  le d i sc r iminan t  
donnd D soit  de la forme 

0 = a~ + b~ 2 = c~ a, 

off a, b et  c sont  des nombres  ent iers  ra t ionnels .  Si 0' d~signe le nombre  imaginai re-  
men t  conjugud s 0, on a 

0' = - - a ~  3 - b ~  2-c~=. 

E n  dchangeant  ~ p a r  ~3 on au ra  

0" = a~ 3 - b~ 2 § c~, 

0 '# = - a~ + b$ 2 - c~ a. 

Pour  les six diffdrences on ob t ien t  
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0 - 0 ' =  

0 - 0 " =  

0 - 0 "  = 

0 ' - 0 " =  

O' - 0 "  = 

0" - 0 "  = 

des nombres alggbriques 

(a +c)~ + 2b~2 + (a +c)~ 3, 

(a - c) ~ + 2b~ 2 + (c - a) ~3, 

2a~ + 2@ a, 

- 2 @  - 2 a ~  a, 

(a --c)~ - 2 b ~  2 + (c - a ) ~  3, 

(a + c) ~ - 2b~ 2 + (a + c) ~3. 

Pour  le d i sc r iminant  on aura  donc 

D(O) = 28[a ~ § c~]212b 2 - (a + c)21212b 2 § (a - c)2] 2. 

E n  posan t  D(O)=2 s on obt ien t  les solut ions su ivantes  : a = b  =0 ,  c= _+ 1 et  b =c=O,  
a = H- 1; et  le thdor~me se t rouve  ddmontr6.  

I1 est  dvident  que la m6me mdthode  s ' app l iquera  pour  dd te rminer  t o u s l e s  nombres  
0 dans  le corps qui ont  le d i sc r iminan t  2SA 2 lorsque A > 1. 

16. Le corps cyclotomique d'index 12. Dans  le corps K(~) off ~ = e  ~/6 on a D * =  
D(~) = 144. Comme base  des ent iers  du  corps nous pouvons  p rendre  1, ~, ~ ,  ~3. Si 0 
est  un  nombre  gdn4rateur  du  corps on a D(O)= 144 A S, A nombre  nature l .  Nous  
al lons d tabl i r  le rdsu l ta t  su ivan t  : 

Th~or~me 9. La condition ndcessaire et su//isante pour qu'un nombre 0 dans K(~) 
ait le discriminant 144 est qu'il soit de l'une des /ormes  suivantes : 

+ ~ + k ,  _ + ~ + k ,  + ( p + p ) + k ,  + ( p - p ) + k ,  

olt k est un nombre entier rationnel quelconque. 

Dgmonstration. Nous  pouvons  supposer  que le nombre  0 a y a n t  le d i sc r iminan t  
donnd D soit  de la forme 

0 = a~ + b~ 2 + @3, 

a, b e t  c d tan t  des nombres  ent iers  ra t ionnels .  
Si 0' ddsigue le nombre  imag ina i r emen t  conjugud ~ O, on a 

O' = a~-b~2 + ( - a - c ) ~ 3  +b. 

E n  dchangeant  ~ p a r  ~5 on au ra  

0" = - a~ - b~ 2 § (a + c) ~3 § b, 

0 "  = - a~ + b~ 2 - c~ a. 

Pou r  les six diffdrences on ob t ien t  
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0 -- 0' = 2b~ 2 + (a + 2c) s e3 - b, 

0 - 0" = 2a~  + 2b~ 2 - a~  3 - b, 

0 n -- 0/'r = -- 2b~ 2 + (a + 2c) ~3 .~_ b, 

0'  - 0 rrr = 2a~ - 2b$ 2 - a~ 3 + b, 

0 - 0 rrr = 2a~ + 2c~ 3, 

0'  - 0" = 2 a ~ -  2 ( a  + c) ~3. 

P o u r  le d i s e r i m i n a n t  on  a u r a  done  

D(O)  = 144[a 2 + b212[a 2 + a c  + c212[(a +2c )  2 - 3 b 2 ]  2. 

E n  p o s a n t  D ( 0 ) = 1 4 4  on o b t i e n t  les so lu t ions  s u i v a n t e s  : a = 0 ,  b = l ,  c =  •  a = 0  
b = - l ,  c = _ + l ;  a = _ + l ,  b = c = 0 ;  b = 0 ,  a = •  c = T 1 ;  e t  le t hdorbme  se t r o u v e  
ddmont rd .  

La  m 6 m e  m d t h o d e  s ' a p p l i q u e r a  d v i d e m m e n t  p o u r  d d t e r m i n e r  t o u s l e s  n o m b r e s  0 
d a n s  le corps  qu i  o n t  le d i s c r i m i n a n t  144 A s, l o r sque  A > 1. 

R e m a r q u e  4. I1 es t  faci le  d ' d t ab l i r  le rd su l t a t  s u i v a n t  : 

Th~or~me 10. S i  ~ = e ~i/4 l Y q u a t i o n  t e r n a i r e  

N ( u  + v~ + w~ 2) = 1 (31) 

a d m e t  u n e  i n ] i n i t d  de  s o l u t i o n s  e n  n o m b r e s  e n t i e r s  r a t i o n n e l s  u ,  v et w ,  l esque l les  s o n t  
d o n n d e s  p a r  les r e l a t i o n s  v 2 - 2 u  ~ = ++_ 1 et w = u ;  ou t re  ces s o l u t i o n s  o n  a s e u l e m e n t  lee 

p o s s i b i l i t g s  s u i v a n t e s  : u = Jr 1, v = w = 0 et u = v = O, w = -+ 1. 

D g m o n s t r a t i o n .  L ' d q u a t i o n  (31) e n t r a i n e  que  

u + v ~  + w ~  2 = ~ -  E ,  (32) 

off E es t  une  un i td  rdelle e t  off h a une  des  va l eu r s  0, § 1, - 1 ou 2. Si h = 0 on  o b t i e n t  
v sin ~ 7 ~ + w = 0 ,  donc  v = w = 0  e t  u = _ + 1 .  Si h = l  on  a u r a  de  (32) en  d i v i s a n t  p a r  ~: 

u ~ - l  + v + w ~  = E ,  

d ' o h  u = w  et  u ~ 2 + v = E .  Si h =  - 1  on  o b t i e n t  de  (32) en  m n l t i p l i a n t  p a r  

u ~  + v i  - w ~  ~ = E ,  

d 'of i  u + w = v = O ,  ce qu i  es t  d v i d e m m e n t  imposs ib le .  Si h = 2  on  a u r a  de  (32) en  
d i v i s a n t  p a r  ~2 

u~ -~ + v~ -1 + w = E ,  

d 'o f i  u = v = 0  e t  w =  +_1. Cela d d m o n t r e  le T h d o r b m e  10. L ' e f f e t  d d p e n d  ici su r  le 
fa i r  qu ' i l  y a u n  sous-corps  q u a d r a t i q u e  rdel. 

Ins t i tu t  de mathgmatiques, Universitd, Uppsala 
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