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R e m a r q u e s  sur les formes  h plus ieurs  variables  

d~composables  en facteurs l in~aires 

P a r  TRYGVE NAGELL 

w l .  Introduction 

1. D~finitions. Soient  K un  corps alg~brique de degrd n, K (1~ = K ,  K (2), ..., K (n) 
les corps conjuguds de K p a r  r a p p o r t  au  corps des ra t ionnels .  Soient  r 1 le nombre  
des K (~ rdels e t  2r 2 celui des K (~) imaginaires .  Alors,  le nombre  r = r l §  est le 
rang  du  corps K c'est-5`-dire le rang  du  groupe abdlien mul t ip l ica t i f  des uni tds de K. 

Si ~ est  un hombre  dans  K nous ddsignons pa r  N(~) la norme de ~ dans  K. Les 
nombres  alg~briques sont  tou jours  supposds entiers.  Soient  ~1, ~2, ..., ~ des nombres  
dans  K l in~airement  inddpendants .  Nous considdrons dans  ce t r ava i l  seulement  des 
formes du  t y p e  

N ( X l  (~1 § X2 ~2 § "'" § Xm O~m), 

oh m ~< n, e t  off les nombres  ~1, ~ . . . . .  am sa t i s font  5  ̀la condi t ion  que le corps com- 
posd K ( ~ I  1, ~3a l  1, ..., ~,n~l 1) soit  ~gal 5  ̀K. La  forme est  de degrd n. Alors,  nous 
dirons que la forme a le rang  r. La  forme est  dv idemment  i r rdduct ib le  dans  le corps 
ra t ionnel .  Nous supposons  que n ~> 3. 

2. Representat ions.  Considdrons l ' dqua t ion  5  ̀m inconnues du  n-i~me degrd 

N(x l  ~1 + x2 ~2 +.. .  § xm ~ )  = A ,  (1) 

off A est un  nombre  ent ier  ra t ionnel .  Supposons  d ' a b o r d  que m = n .  Dans  ce cas 
le probl~me de rdsoudre l ' dqua t ion  (1) en nombres  ent iers  ra t ionnels  xl, x 2 . . . . .  x~ 
rev ien t  b, dd terminer  les nombres  de la norme donnde A dans  le module  M(~ 1, ~2 .. . . .  ~ ) .  
I l  existe  des mdthodes  pour  reconnal t re  si l ' dqua t ion  (1) est  rdsoluble ou non pour  
une va leur  donnde de A lorsque les nombres  ~ sont  donnds. Si l ' dqua t ion  est  rdsoluble 
il y a une infinitd de solutions,  lesquelles peuven t  ~tre caractdrisdes compl~ tement  5  ̀
l ' a ide  de la thdorie  des unitds.  Voir p. ex. Skolem [1] 1, p. 57-62; comparez  aussi  
Nagel l  [2]. 

I1 y a, m~me pour  m = n ,  des dquat ions  du t y p e  (1) qui ne poss~dent  aucune  solu- 
t ion.  E n  effet, on p e u t  d tabl i r  le rdsu l ta t  su ivan t  : 

Th~or~me 1. Soient ~1, ~ .. . . .  ~ des nombres dans K lindairement ind~pendants. 
Alors, il existe un nombre in/ini de hombres premiers p,  tels que l'dquation 

Les  n u m 6 r o s  f igu ran t  en t r e  c roche ts  r envo ien t  ~ la b ib l iographic  plac4e ~t la  fin de ce m6moire .  
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2V(xl ~ + x~ ~ + ... + xn :r = p 

n 'admet t e  aucune  so lu t ion  en hombres  ent iers  ra t ionnels  x~, x~, ..., x~. 

(2) 

Ddmons t ra t ion .  Si l'dquation (2) est r6soluble, le nombre premier p e s t  divisible 
par l'iddal premier (x 1 ~1 +x2 ~ + ... +xn~n) du premier degr6 dans K. Or, il rdsulte 
des lois de densit6 de Frobenius-Tchebotareff qu'il y a, dans tout corps alg6brique, 
une infinit6 de nombres premiers, de densitg positive, qui ne sont divisibles par aucun 
iddal premier du premier degrd. Voir Hasse [3], w167 23-24. 

3. Les recherches sur l'6quation diophantienne (1) prdsentent ddj~, pour m = 2  et 
n > 2 des difficult6s qu'on n 'a pu surmonter jusqu'ici. D'apr6s le cdl6bre thdor6me 
d'Axel Thue on sait que le nombre de solutions est limit6 dans ce cas; il est mdme 
possible de d6terminer une limite sup6rieure du nombre de solutions en fonction 
des coefficients; mais cette limite est, dans le cas g6n6ral, sans intdr~t s cause de la 
grandeur des valeurs qu'elle fournit. I1 manque surtout un crit~re pour reconnaltre 
si l'dquation est rdsoluble ou non. De plus, il manque une mdthode pour effectivement 
d6terminer toutes les solutions en cas de solubilitd. I1 est dvident que la mdthode 
de Thue et ses successeurs, bas~e sur l 'approximation de nombres algdbriques par 
des nombres rationnels ou algdbriques, ne suffit pas pour obtenir la solution complete 
du probl~me. Des nouvelles mdthodes plus effectives sont n6cessaires pour y arriver. 

Le probl~me de r6soudre l'6quation (1) est essentiellement un probl~me concernant 
les propridtds' des unitds dans le corps algdbrique en question. C'est en prenant cette 
id6e pour point de ddpart qu'on a rdussi, pour quelques dquations binaires, de 
rdsoudre compl~tement le probl~me ind6pendamment des rdsultats de Thue. Ainsi, 
on a rdussi pour certaines dquations cubiques binaires lorsque le discriminant est 
ndgatif; voir Skolem [1], p. 108-112. Lorsque le corps est biquadratique et r = l  la 
r6solution complete du probl~me binaire est possible dans tousles  cas; voir Nagell 
[4]. Lorsque le corps est biquadratique et r = 2  on peut r6soudre compl~tement 
certains types d'dquations binaires; voir Skolem [1], p. 112-114. On a aussi rdussi 
lorsque le corps est cyclotomique d 'un type particulier; voir Nagell [4], w 6. 

Grs s l'application de la thdorie des nombres p-adiques combin~e avec la  md- 
thode des unitds, Skolem a obtenu des rdsultats remarquables m~me sur quelques 
6quations ternaires; voir Skolem [1], p. 114-120. Cependant, la mdthode p-adique 
ne donne pas toutes les solutions, sauf dans certains cas particuliers. 

Ce travail-ci est une dtude pr6liminaire sur les propridtds de l'dquation diophan- 
tienne (1) pour m >~ 3 et n ~> 4 avec la condition m ~< n -  1. Nous avons 1s un domaine 
de recherche tr~s vaste, dans lequel les difficultds surpassent de beaucoup celles 
des cas m = 2  et r e = n ,  et les efforts n 'ont  pas dtd couronn6s de beaucoup de succ~s. 
Apr~s avoir pr6sent~ les r6sultats obtenus dans des travaux antdrieurs, nous allons 
y ajouter quelques nouveaux rdsultats relatifs s certains corps imprimitifs. Ce sont 
des exemples choisis pour illustrer certaines possibilit6s. Pour les ddmonstrations 
nous utilisons la mdthode des unitds, modifide selon le caract~re du corps, et souvent 
combinde avec application du thdor~me de Thue. 

Remarque .  Lorsque les nombres entiers rationnels Xl, x2, ..., x m satisfont s l'dqua- 
tion (1) nous dirons, pour abrdger, que le nombre 

X 10~ 1-4- X 20~ 2 ~- . . .  Jr X m O~ m 

est une solution de cette 4quation. 
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w 2. ]~quations a d m e t t a n t  un  n o m b r e  fini de so lut ions  pour m < n 

4. Th~orbmes de Siegel et de Chabauty. Le problbme de rdsoudre l 'dqua t ion  (1) 
lorsque m ~< n - 1 13rdsente des grandes  difficultds. La  quest ion 13rincipale e s t  dvidem- 
men t  de 13ouvoir ddcider si l ' dqua t ion  a d m e t  une infini td de solut ions ou seulement  
un  nombre  fini. Si m = 2 et  n >~ 3 on sal t  que le nombre  de solut ions est  l imitd (thdo- 
rbme d 'Axe l  Thue). Si m = 2  et  n = 3  ou n = 4  on sa i t  m~me ddte rminer  tou tes  les 
solut ions dans  des cas 13articuliers; voir  13. ex. Skolem [1], 13. 108-114, e t  Nagell~[4]; 
13. 186. Cependant ,  dans  la sui te  nous laissons de cbtd les formes binaires;  ainsi  
nous su1313osons que m ~> 3. 

On connai t  deux  rdsul ta t s  gdndraux dans  lesquels le nombre  de solut ions de 
l ' dqua t ion  (1) est  fini. Le  rdsul ta t  le p lus  gdndral est  dfi ~ C. Siegel qui a dtabl i  le 
thdor~me su ivan t  : 

Soit ~ un nombre alggbrique entier de degrd n. Ddsignons par  F(xl ,  x 2 . . . . .  xh+l) la 
/orme d~composable 

N ( x l  + x2~ +. . .  + x~+l ~h), 

olt h est un nombre naturel tel que 

pour s = l ( V 4 ~  1 - 1). Cela posd, l'dquation 

F(xl ,  x2, ..., xh+l) = A ,  

oit A est un  hombre entier rationnel donnd, n 'a qu'un hombre limitd de solutions 
x 1, x 2, ..., xh+ 1 en hombres entiers rationnels. 

Si n < 5 7  on a h = l ;  si 57~<n<307  on a h = l  ou h=2;  si n>~307 on 13eut p rendre  
h = 3 .  E n  gdndral, la p lus  pe t i t e  va leur  de n 13our laquelle  n > h ~ ( n / ( s + l ) + s )  est  
n = 4h 4 - 2h 2 + 1. 

Siegel a ob tenu  ce rdsu l ta t  en u t i l i san t  ses rdsul ta t s  sur  l 'a13proximation des 
nombres  alg~briques 13ar d ' au t r e s  nombres  algdbriques;  voir  Siegel [5], Sa tz  4. 
Ce13endant, la ddmons t ra t ion  ne donne  aucun  a lgor i thme pour  dd te rminer  les solu- 
t ions dventuelles.  

Skolem a t ra i td  l 'dqua t ion  (1) clans le cas oh K est du  cinqui~me degr~ et  du  
second rang  pour  m =3 .  A l ' a ide  de sa mdthode  p -ad ique  il a mont rd  qu 'a lors  le 
nombre  de solutions est  l imitd; voir  Skolem [1], 13. 118. 

Ce rdsu l ta t  est  com13ris dans  le thdor~me plus gdndral de C. C h a b a u t y  [6]: 

Soient :r t ,  ~ trois nombres entiers, lindairement ind~pendants, du corps pr imi t i /  K 
du n-i~me degr~ et du rang r <~n-3 .  Alors, l'dquation ternaire 

N ( ~ x  +f ix  + ~,z) = A ,  

oit A est un entier rationnel, n ' admet qu' un  hombre / in i  de solutions en nombres entiers 
rationnels x, y, z. 
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Pour  6tablir ce rdsultat  Chabau ty  se sert de la m6thode p-adique et de certains 
r&sultats de Skolem et de Siegel. La m6thode de ddmonstrat ion ne permet  pas de 
ddcider sur la solubilit6 ni de ddterminer toutes les solutions, sauf dans des cas 
d 'exception.  La condition r ~ n - 3 est dquivalente s l'indgalitd r~ ~> 2. 

5. Un exemple cyclotomique. Les thdor~mes de Siegel, Skolem et Chabau ty  sont, 
ce que je sache, les seuls r6sultats connus jusqu'ici sur les dquations du type  (1) 

pour  3 ~ m < ~ n - 1 .  Dans un travail  qui vient  de paraitre (Nagell [7]) j 'a i  montr6 
comment  on peut  obtenir d 'aut res  r6sultats par  des m~thodes plus simples. En  effet, 
j 'a i  6tabli le thdor~me suivant  : 

Soit ~ une racine primitive p-i~me de l'unitd, p dtant un nombre premier >5.  Alors 
l' gquation ternaire 

N (x  +~y +~ez) = 1 

n'admet qu'un hombre/ in i  de solutions en nombres entiers rationnels x, y, z. 

Ce r6sultat n 'es t  pas compris dans le thdor~me de Chabauty,  vu  que le corps 
I~(~) n 'es t  pas primitif. En  effet, celui-ci contient le nombre  ]/p ou V - P  suivant  
que p e s t  --1 ou --=- 1 (mod 4). Le corps K(]/p), respectivement I~(V-p) ,  est le 
seul sous-corps quadrat ique dans K(~); voir Nagell [13], thdor~me 1. 

Dans ce num6ro nous ddsignons par  ~ le nombre  e 2~/p, off p e s t  un nombre  premier 
>5 .  I~ signifie le corps K(~) et K 1 le sous-corps K(~+~  -1) de degr4 v = � 8 9  N 

signifie la norme dans K et ~1 la norme clans K 1. En  subst i tuant  ~ par  ~-1 le hombre  
sera transform6 en ~'. 
I1 est possible d 'obtenir  la g6ndralisation suivante du thdor~me que nous venons 

de citer : 

Th~or~me 2. Si  m est un  nombre entier rationnel, tel que m(m - 1 )  ne soit pas divisible 
par p,  l'dquation ternaire 

N ( x + ~ y + ~ m z )  = 1 

n' admet qu' un hombre/ in i  de solutions en nombres entiers rationnels x, y, z. 

Ddmonstration. Nous avons besoin des deux lemmes suivants : 

Lemme 1. Si  le nombre premier p e s t  =- 1 (rood 4) on a 

l ( V p _ l )  = ~ (~r+~-r), 
O<r<�89 

oiz la somme est dtendue & tousles testes quadratiques modulo p dans l'intervalle 0 - l p .  

Lemme 2. Supposons que le nombre premier p e s t  > 5 et =- 1 (rood 4) et que m(m - 1) 
n'est paz divisible par p. Alors le hombre entier 

~ rn _ _  ~ - - r n  

O~ 

n'appartient pas au corps K(Vp). 
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Pour  la dgmonstra t ion du lemme 1 voir par  exemple Nagell [12], Theorem 99. 
Pour  dtablir le lemme 2 on aura ~ montrer  que la relation 

~ = A  + � 89  1), 

A et B entiers rationnels, est impossible. Si cette relation a lieu on obtient  d 'aprbs 
le lemme 1 l ' identitd 

2 m _ 2 - m  

2 - 2  -1 

I1 est dvident qu 'on  peut  supposer 1 < m  ~< l ( p _  1). Posons v = � 8 9  1) et multiplions 
cette identit6 par  2 v. Nous obtenons alors 

2v+rn- i_~2v§  3~2v+m 5 + . . . = A ~ + B ~ ( 2 ~ + r + ~  r). 

L 'exposan t  s gauche v + m - 1  est ~<p-2 .  Si � 8 9  est un  reste quadrat ique nous 
avons  s droite le terme B2P- I=-B(2P-2+2~-a+ . . . ) .  Alors il faut  que v + m - 1  soit 
= p - 2 .  Cela entraine que B = - 1 .  Donc, le dernier terme (pour v - r = 0 )  s droite 

serait  - 1 ,  ce qui est impossible. 
D4signons par  r* le plus grand reste quadrat ique <�89 modulo p. Alors, il faut  

clue r*--<�89 On aura donc ~ + m - l = v + r *  avec B = I .  Si m est impair il faut  
que A =1 .  Si m est pair il Iaut  que A =0 .  Le nombre  de termes ~ gauche est toujours 
= m .  Le hombre  de termes ~ droite e s t =  1 + � 8 9  1) si A = 1; or, cela est impossible 
vu  que m<~�89 I1 faut  done que A = 0  et m=�89  Par  cons6quent, la somme 

gauche deviendra, aprgs une division avee 2 ~, 

~ JF 2--1 -~ 23 -}- 2--3 JF ,,. JF 2 V--1 -}- 2--1'+1 

I1 en r~sulterait que t o u s l e s  restes quadrat iques dans l ' intervalle 0 - � 8 9  seraient 
impairs. Cela est impossible, vu  que le nombre  4 est un  reste et que p > 5. I)onc, 
le lemme 2 se t rouve d~montr6. 

En  prof i tant  d ' un  rSsultat de Hilbert  (voir [10], p. 335) nous obtenons de l '6qua- 
t ion ternaire, la relation 

x + 2Y + 2~z = 2hE, 

off E est une unitd (rdelle) dans le corps K 1. 

En  subst i tuant  2 par  2 -1 nous aurons 

d'ofi par  soustract ion 

Iei les nombres 

x + 2 - 1 y + 2  m z = 2 - h E  , 

y(2 - 2  -1 ) + z(2 "~ - 2  -m) = (2 h - 2  -h ) E. 

~ -  et 
2 - - 2  -1 2 - - 2  1 
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sont des unit6s (r6elles) dans ]t[ 1. Au lieu de l '6quation ternaire on aura done l '6qua- 
t ion binaire 

Nl(y+~z  ) = +_ 1, 

off N 1 sign[fie la norme dans K I. D'apr6s le lemme 2 le nombre  ~ ne peut  6tre du 
second degrd; vu que m ( m -  1) n 'es t  divisible par  p,  ~ est irrationnel. Done, on peu t  
appliquer le r6sultat de Thue, et le thdorbme 2 se trouve ddmontr6. 

Il est dvident que la m~me mdthode s 'appliquera ~ l '6quation plus gdndrale 

N(x +fly +Tz) = 1, (T) 

off fl et 7 sont des nombres  entiers, gdn6rateurs du corps K. Nous supposons qu'il  
n ' y  a aucune relation entre les nombres f e t  7 de la forme 

~ f - 7  = 4. (R) 

oh )~ est un  nombre  dans K 1 et off v e s t  un nombre  clans K(~/p) si p - 1  (rood 4) 
et un  nombre  rationnel s i p  = - 1 (rood 4). 

On conclut de l 'dquation (T) que 

x +By  + 7z = ~hE 

et, en subst i tuant  ~ par  ~-1, 

x + f ' y  +7'z = ~-~E, 

E dtant  une unitd rdelle clans I(  1. Par  soustraction on obtient  ensuite 

( f l _ f l , ) y+(7_7 , ) z=(~h  ~ ~)E. 
Ici les nombres 

0 = / ~ - f '  _ , ~ _ r  ~_~-1 ,  01 = 7 ~_~-1 ,  ~ _ ~ 1  

sont des entiers dans K1; le troisibme nombre  est une unit6. Au lieu de l '6quation 
ternaire (T) on aura done l 'dquation binaire 

Nl(Oy-{-OlZ ) = _~ ], (S) 

off N 1 sign[fie la norme clans I(  1. A cause de  la restriction impos~e aux nombres  f e t  
7 on voit  aisdment que le nombre  v ~ = 01071 n 'est  jamais rationnel et qu'il  n ' appar t i en t  
pas au corps K(Vp) lorsque p ~ 1 (mod 4). En  effet, vu  que z9 est r4el, il r6sulte de 

~ ( f - f ' )  = 7 - 7 '  
qu 'on  a une relation 

off ~t, 6tant  r6el, appar t ient  /t K1. Par  consdquent, vu  que p > 5  et que la relation 
(R) n 'es t  pas satisfaite le nombre  010 -1 est d ' un  degrd >~3; done le thdorbme de 
Thue s 'applique. 

Inversement ,  si la relation (R), ainsi que les conditions y appar tenant ,  sont satis- 
faites, on obtient  en subst i tuant  ~ par  ~-1 
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v~' - r '  = ,~, 

d'ofi par  soustract ion 

�9 ( f l -~ ' )  = 7 - ~ ' -  

I1 en rdsulte ~ =010 -1 et l 'dquat ion (S) deviendra 

Nl(Oy +Ovz) = +_ 1. 

Supposons ensuite que ~ est rat ionnel ,  ~ = m l / m  , off m e t  m 1 sont  des entiers 
rat ionnels  premiers entre  eux. Donc ~ =O/m:O1/m I est u n  nombre  entier  dans K1; 
et l 'dquat ion  (S) peut  s'dcrire 

NI(~) �9 (my §  = +_ 1. 

Donc, pour  qu ' i l  air une infinitd de solutions il faut  et il suffit que ~ =O/m soit une 
uni td dans K 1. 

Lorsque ~ est un  nombre  i r rat ionnel  dans K(VP), p - 1  (mod 4), on obt iendra un  
rdsultat  analogue, mais plus:compliqud. 

I1 r~sulte des ra isonnements  prdcddents que nous avons dtabli le 

Th~or~me 3. Soient fl et ~ des nombres entiers, g~n~rateurs du corps K(~) jouissant 
de la propridtd suivante : II n'existe aucune relation de la /orme ( R), o~ ,~ est un hombre 
dans KI( ~ +~-1), et ole ~ est un hombre rationnel ou un hombre irrationnel dans K(l/p) 
s i p  - 1 (rood 4). 

Cela dtant, l'dquation ternaire (T) n'a qu'un hombre / ini  de solutions en hombres 
entiers rationnels x, y e t  z. 

Si la relat ion (R) est satisfaite il peut  exister une infinitd de solutions pourvu  que 
certaines autres conditions soient remplies. 

Prenons  par  exemple /~=~ et ~ = c + V p  , oh c est u n  nombre  entier  ra t ionnel .  
Soient de plus ~t u n  entier  quelconque dans  I( 1 et ~ = ( c + l / p ) ~ - 2 .  Alors nous obte- 
nons  0 = 1 et 01 = c + l/p. L 'dquat ion  (S) aura  donc la forme 

Nl (y  + cz + zl/p) = [(y + cz) 2 - pz2] �89 = +_ 1. 

Par  consdquent il y a une infinitd de solutions dans  ce cas. 

w 3. Equat ions  admet tant  u n e  infinit6 de so lut ions  pour m < n 

6. Le r f le  des sous-corps. Dans mon  t ravai l  que je viens de citer dans le numdro 
prdcddant  (voir Nagell [7]) j 'a i  rdsolu complbtement  l '6quat ion ternaire  

N(x  § ~y § ~2z) = 1, 

e ~i/4 ou = . E n  effet, j 'a i  dtabli le rdsultat  su ivant  : 

(3) 

LYquation (3) admet une in/initg de solutions en nombres entiers rationnels x, y e t  z, 
lesquelles sont donn~es par les relations y2 _ 2x ~ = • 1 et z = x; outre ces solutions on a 
seulement les possibilit~s suivantes : x = • 1, y = z = 0 et x = y = O, z = • 1. 
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Cet exemple montre que la possibilitd d 'un nombre infini de solutions peut 6tre 
realisde m6me pour m < n .  Dans ce cas-ci cela ddpend de l'existence du sous-corps 
quadratique K(I/2 ) . D a n s  le cas gdndral il est facile de voir comment l'existenee 
d 'un sous-corps (irrationnel) donne la possibilitd de construire des dquations s m 
inconnues possddant une infinitd de solutions lorsque m < n. Pour plus de simplicitd 
nous prenda'ons dans la suite toujours A = 1 dans les dquations. 

Soient K un corps algdbrique de degrd n qui possbde le sous-corps U de degrd 
v>~2; si v=2 ,  U dolt ~tre r6el. Soit encore 1, a~, an, ..-, ~ une base d'un anneau 
entier ordinaire tt dans U. Nous supposons que m ~>v + 1. 

Considdrons maintenant l'dquation 

N ( X l ~  1 + X 2 ~  2 ~- ... --{-Xm~m) = 1, (4) 

Ol~l El ,  ~2 . . . .  , ~m sont des nombres lindairement inddpendants dans le corps K, tels 
qu'on ait K(~2~l 1, ~a~l 1 .... , ~m~ll)=K. Si nous posons ~1=1, ~2=~2 ..... ~ = ~ ,  il 
est dvident que l'dquation (4) admet une infinitd de solutions. En effet, si l'on choisit 
d'abord xv+l =x~+2 . . . . .  x~ =0, on peut choisir les autres x~ de manigre que le nombre 
xl § x2 ~2 + ..-+ x~ ~ soit une unitd dans l 'anneau R. Nous avons donc le 

Thfior~me 4. A chaque sous-corps de degrd ve t  de rang positi/  il existe des dquations 
du type (4) admettant une in/initd de solutions, pourvu que v + 1 <~m. 

7. I1 reste le probl6me de trouver les conditions ndcessaires et suffisantes pour 
que l'dquation (4) air une infinitd de  solutions provenant d 'un anneau donnd d 'un 
sous-corps donnd du corps initial K. 

Encore, lesquelles sont les conditions pour que cette dquation puisse ~tre rdduite 
une dquation de la forme 

(alx 1 +a2x 2 + ... +ahxh) ~ = _+ 1, (Q) 

0~1 al, a2, ..., a h sont des nombres entiers rationnels, et off v e s t  un diviseur de n? 
Dans le numdro 5 nous avons montrd l'existence de cette possibilitd. 

I1 se prdsente la question suivante: Si une dquation du type (4) poss~de une in- 
finitd de solutions, est-ce que celles-ci, b. part d 'un hombre fini de solutions, sont 
toujours donndes par les unitds d 'un anneau d 'un sous-corps du corps K? ou even- 
tuellement par les solutions d'une dquation de la forme (Q)? La rdponse ~ cette 
question est sans doute affirmative. 

Mes recherches numdriques m'ont  conduit ~ proposer l'hypoth~se suivante : 
L'dquation (4), off m ~<n-1, n 'admet qu'un nombre fini de solutions si le corps K 
est primitif. 

Dans la suite nous allons ~tudier quelques cas particuliers. 

w 4. Corps biquadratiques et formes ternaires 

8. Classification des corps biquadratiques. Dans un travail antdrieur j'ai donn6 
une classification des corps biquadratiques; voir Nagell [8], p. 351-361. Ensuite, 
pour des recherches sur les corps biquadratiques du premier rang, il fallait une 
classification plus ddtaillde de ces corps-ls voir Nagell [9], p. 345-346, et [4], p. 
482-483. Pour plus de clart~ nous allons presenter ici une classification ddtaillde de 
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tous les corps biquadratiques comprenant m~me ceux du rang 2 et du rang 3. La 
classification des corps du premier rang est la m6me qu 'auparavant ,  abstraction 
faite d 'une division de la classe 5 en deux sous-classes. On trouvera l 'explication 
de la classification ddtaillde des corps du rang 2 et du rang 3 dans le travail [8], p. 
351-376. 

Supposons que le corps biquadratique K admet  nn SOUS-COrpS quadratique en- 
gendrd par la racine carrde VA, oh A est un nombre entier rationnel qui n 'est  divisible 
:par aucun carrd > 1. Alors j 'ai  dtabli le rdsultat suivant (voir [8], thdorbme 2) : 

II existe un nombre entier gdngrateur du corps K de la /orme 

o = V l (a  + (5) 

olt a et b sont des entiers rationnels. 

Soit U un sous-corps quadratique rdel de K. Alors, nous ddsignons par  ~ l'unit~ 
fondamentale de U; et celle-ci sera choisie > 1. L'unit6 fondamentale d 'un corps K 
du premier rang sera dgsignde par 7; et il est dvident que celle-ci peut 6tre choisie 
de fapon qu'on air [~[ > 1. Pour indiquer le type des corps nous employons les rae- 
courcissements suivants : ~ signifie le nombre des corps conjuguds rdels. # signifie 
le nombre des sous-corps quadratiques rdels, v signifie le hombre des sous-corps 
quadratiques imaginaires. ~ signifie que le corps n 'est  pas un corps de Galois. A 
signifie que le corps est abdlien, non-cyclique. C signifie que le corps est cyclique. 
R(xm=l)  signifie que les racines de l'unitd du corps sont les racines de l 'dquation 
x m - l = 0 .  S signifie que le corps ne contient pas le nombre ]/3. N(~) signifie la 
norme de a dans K. Dans les corps du premier rang on a ~ = 0. 

Les corps du premier rang se rdpartissent en quinze classes caract6risdes de la 
fa~on suivante : 

Classe 1 : # = v = 0 .  R(x~=l) .  N. Corps primitifs. 
Classe 2 : # = 0 ;  v = l .  R(x2=l) .  N. 
Classe 3 : # = 0 ;  v = l .  R(x4=I) .N.  
Classe 4 : # = 0; v = l. R(x ~ = 1). N. 
Classe 5a : # = 1 ;  v=0 .  R(x~=l) .  Y. ~=e .  
Classe 5b : # = 1 ;  v=0 .  R(x2=l) .  C. ~=e .  
Classe 6 : # = 1 ;  v=0 .  R(xl~  C. La classe ne contient qu'un seul corps, savoir 

le corps engendr6 par  le hombre e 2~*/5. ~ =e. 
Classe 7 : # = 1 ;  v=2 .  R(x2=l) .  A. ~=e .  
Classe8 :  # = I ; v = 2 .  R ( x 2 = I ) . A . ~ = V ~ .  ~>~2+l/3. N(e)>0.  
Classe 9 : ~u=l; v=2 .  R(xa=l) .  A. ~ = e .  S. 
Classe 10 : # = 1 ;  v=2 .  R(xa=l) .  A. ~ = V ~ = � 8 9  off a est un nombre du 

sous-corps K(e). e>~5+2V6. N(e) >0. S. 
Classe 11 : / x= l ;  v=2 .  R(x~=l) .  A. ~=e .  S. 
C l a s s e 1 2 :  # = l ; v = 2 .  R ( x 6 = l ) . A . ~ = ~ / - ~ .  e ~ > 4 + V ~ . N ( e ) > 0 .  S. 
Classe 13 : # = 1 ;  v=2 .  R(xS=l) .  A. ~ = e = l + ~ / 2 .  La classe ne contient qu 'un 

seul corps, savoir le corps engendr6 par le nombre e ~*/*. 
Classe 14 : ju = 1; v = 2. R(x 12 = 1). A. ~7 = ]/ei = �89 + V3) (1 + i). La classe ne contient 

qu'un seul corps, savoir le corps engendr6 par le nombre e mjs. 

I1 faut observer le fait suivant : D a n s  les corps appartenant  aux classes 7, 8, 9, 
10, 11, 12, 13 et 14 le nombre a 2 - A b  2 est le carr6 d 'un nombre naturel; il n 'en est 

321 



T. NAGELL, Remarques sur les formes h plusieurs variables 

pas ain~i clans les autres classes; dans les classes 5b et 6 le nombre  A(a~--Ab 2) est 
un carrd parfait.  Ici a, b et A sont les nombres dans la formule (5). Comparez le 
tableau s la page 352 dans [8], off la classe 10 corresponde aux classes 7-14 dans 
ce m~moire-ci. Les corps des classes 1, 2, 3, 4, 5a,  5b  et 6 correspondent aux corps 
des classes 1, 4, 5 et 6 dans [8]. 

Passons ensuite aux corps du second rang. Ces corps correspondent aux corps 
des deux classes 2 et 7 dans [8]. I1 n ' y  a aucun corps de Galois parmi  ces corps. 
On a v = 0; donc il n ' y  a pas de racines de l 'unitd 4 • 1. Nous considdrons seulement 
les corps conjugudes r~els. Par  ~, ~ nous ddsignons une base des unitds. Les corps 
en question se r~partissent en quatre  classes. 

Classe 15 : # = 0. Corps primitifs. 
Classe 16 : # = 1 .  ~=e ,  ~ /=E.  
Classe 17 : # = 1 .  ~=Ve,  ~I=E. 
Classe 18 : # = 1 .  ~=e,  ~?=~Ee. 

Iei e signifie l'Unitd fondamentale  du sons-corps quadratique,  e > 1. Soit 0 le nombre  
r~el gdndrateur du corps ddfini par  (5). E signifie une unitd dans K(0) jouissant des 
propridtds suivantcs : E est du quatri6me degrd. On a E > I  et E E ' =  +1,  oh E '  
s 'obt ient  de E en subst i tuant  0 par  - 0 .  E n 'est  pas de la forme am, Oh ~ appar t ient  

K(0) et off m~>2. Le nombre  a 2 - A b  2 est ndgatif. 
Considdrons finalement les corps du troisi~me rang. Ces corps correspondent aux 

corps des classes 3, 8, 9 et 11 dans [8]. Nous les divisions en quatre classes. 

Classe 19 : # =v  =0 .  Corps primitifs.N. 
Classe 20 : # = 1, v =0.N. 
Classe 21 : # = 1, ~ = O. C. 
Classe 22 : # = 3, v = O. A. 

Le nombre  a 2 - A b  e est positif, et dans la classe 22 celui-ci est un  carrd parfait;  dans 
la classe 21 le nombre  A(a 2 -  Ab 2) est un carrd parfait.  

Pour  la ddmonstrat ion de tous ces rdsultats je renvoie ~ mon travail  [8]. 
Dans un corps K(0), off 0 est ddfini par  (5) tou t  hombre  entier ~ est @idemment  

de la forme 

~= _] [Xl -~ X2V ~ +X30 + X40]/~], 8 

oh s est un nombre  naturel  fixe qui ddpend du corps, et oh xl, x~, x a et x 4 sont des 
nombres entiers rationnels. 

9. ]~quations ternaires. Cas oh i~ > 0. Supposons qu'il y a dans le corps biquadrat ique 
K un sous-eorps quadrat ique redl engendrd par  le nombre  ]/~. Alors, nous savons 
d 'apr6s le numdro 6 qu'il existe des  dquations ternaires, construites sur le corps, 
admet t an t  un hombre  infini de solutions. Comme exemple on peut  prendre l 'dqua- 
t ion ternaire 

N(x+y] /~+zO)  = 1, 
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off 0 est un nombre entier, g~n~rateur du corps K. En y posant z = 0 on aura l'dquation 

(x 2 - Ay2) 2 : 1. 

De l'autre c5t4 on peut construire des dquations ternaires qui ne poss~dent aucune 
solution. En effet, soit 

o = V�89 bV~) 

un nombre entier, gdn~rateur de K, et consid~rons l'dquation ternaire 

N(qx  § V~y  + 2qOz) = 1, 

off q est un nombre premier - 1  (m0d 4), qui ne divise pas a b e t  pour lequel A est 
un non-reste quadratique. Cela ~tant, rdquation ternaire est impossible modulo q. 
Car, celle-ci peut s'dcrire sous la forme 

(q~x 2 § Ay2 _ 2qeaz2)~ _ A(2qxy -- 2q2bz2) 2 = 1. 

I1 en rdsulte A2y4 ~ 1 (mod q). Or, les hombres ___ A sont des non-restes quadratiques 
modulo q. 

10. ]~quations ternaires. Cas oh ~ = 0. Cc cas est r~alis4 dans tous les  corps des 
classes 1, 2, 3, 4, 15 ct 19 et seulement dans ces corps. Les corps des classes 1, 15 
et 19 sont primitifs. Les corps de la classe 1 ont le rang 1, et par consdquent on peut 
appliquer le thdor~me de Chabauty du numdro 4. I1 en r~sulte que, pour les corps 
de la classe 1, toute dquation ternaire n 'admet qu'un hombre fini de solutions. 
Nous allons completer ce r~sultat en dtablissant le 

Th~or~me 5. Soit K un corps appartenant ~ l'une des classes 1, 2, 3, ou 4. Soient 
~1, ~2, ~a trois hombres entiers dans K lindairement inddpendants. Alors, lYquation 
ternaire 

N(~21X 1 +~2X2 +~73X3) = A, (6) 

ole A eat un hombre entier rationnel, n'admet qu'un hombre/ in i  de solutions. 

Ddmonstration. Nous avons besoin du lemme suivant dfi ~ Chabauty [6] : 

Soit K un corps algdbrique de degrd n, et soit COl, e%, ..., a)~ une base des entiers de K. 
Dgsignons par (N) la varidt d algdbrique dd/inie par la relation 

-~(ZI(D 1 +X2(D 2 § ... +Xn(Dn)  : 1. 

Alora, la condition ndcessaire et su//isante pour qu'il existe une courbe algdbrique, 
coe//icienta rationnels, contenant une in/initd de points entiers de (N) eat que K con- 
tienne un sous-corps quadratique rdel. 

C'est s l'aide de ce lemme que Chabauty a ddmontr~ son th~or~me citg dans le 
num~ro 4. 

Le th4or~me 4 ~tant ddj~ dtabli pour la classe 1, il suffit de considdrer le cas off 
K poss~de un sous-corps quadratique imaginaire engendrd par ~/A, A<0.  I1 suffit 
gvidemment de ddmontrer le thdor~me pour rdquation 
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N ( x  + ~y +flz) = 1, (7) 

off les ent iers  1, zr fl sont  l indai rement  inddpendants .  Lorsque  0 est  ddfini pa r  (5) 
nous avons  

a=c+c~V~ +ceO+c~OV~, 

fl = d + d 1~/~ § d e 0 § d3 0 ~/A, 

oh c, Cl, c2, ca, d, dl, d 2 et  d a sont  des nombres  ra t ionnels  qu 'on  peu t  rendre  ent iers  
en les mul t ip l i an t  pa r  un  nombre  na tu re l  f i x e s .  Posons 

= x + ay +flz 

et  ddsignons pa r  ~' le nombre  conjugud qu 'on  obt ien t  de ~ en subs t i t uan t  0 pa r  - 0 .  
Posons ensui te  

X = x + y c + z d ,  Y1 =YCl+Zdl,  

Y2 = yc2 + zd2, Y3 = yc3 + zdz" 

Alors,  on ob t ien t  pour  le p rodu i t  ~ '  l ' express ion 

(X + Yll /A) 2 - 02(Y2 + Y3VA) ~. 

E n  ve r tu  de  (7) ce nombre  est  une uni td dans  le sous-corps K(VA ). Cet te  unit~ est  
= • 1 si A est diffdrent  de - 1 et  de - 3. Lorsque A = - 1 on a l e s  qua t re  possibil i t~s 
_ 1 et  _+ i. Lorsque A = - 3 on a l e s  s ix  possibil i tds +_ 1, -4- e e t  -4-_ ~2, off Q2 + ~ + 1 = 0. 

Si l 'un i td  a la va leur  • 1 nous obtenons  le syst~me su ivan t  

X2 + A Y ~ - a ( Y ~  + A Y ~ ) - 2 b A Y 2  Ya = +_ l, (s) 

2X Y1 - 2a Y~ Y3 - b Y~ - bA Y~ = 0. (9) 

E n  dl iminant  X ent re  ces deux dquat ions  on aura  une re la t ion  entre  y e t  z seulement  

F(y,  z) = 0, (10) 

off F est  un  po lynome en y e t  z ~ coefficients ra t ionnels  et  du  qua t r ibme degrd. 
Tous les poin ts  ent iers  de cet te  courbe algdbrique se t r o u v e n t  sur la surface 

N(x10) 1 +x20) 2 +x30) a +x40)4) = 1, 

o1~1 (D1, 0)2, 0)3, 0)4 ddsigne une base  des ent iers  de K. P a r  consdquent,  le lemme de 
C h a b a u t y  s 'appl ique ,  e t  il en rdsulte que la courbe (10) n ' a d m e t  qu 'un  nombre  fini  
de poin ts  entiers.  

Lorsque  A = -  1 on aura  encore ~ t r a i t e r  la possibil i t4 ~ ' =  +_i. Dans  ce cas il 
f au t  seulement  r emplace r  _+ 1 p a r  0 dans  l 'dqua t ion  (8) e t  0 p a r  -4-1 dans  l 'dqua t ion  (9). 

Lorsque  A = --3  on aura  encore ~ t r a i t e r  les possibil i tds ~ '  = _ ~ et  = +_ ~2. Dans  
ces cas il fau t  seulement  r emplace r  les t e rmes  b~ droi te  dans  les dquat ions  (8) et (9) 
p a r  _�89 
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I1 est dvident que la ddmonstration dans ces cas sera tout-s analogue, et le 
th~or~me se trouve ainsi ddmontr4 dans tousles cas. 

Dans un prochain travail nous allons montrer comment ce rdsultat peut 6tre 
g4n4ralis~. 

w 5. Corps cyclotomiques et formes quaternaires 

11. R~sultats ant~rieurs dans les cas binaires et ternaires. Les corps cyclotomiques 
K(~) ont beaucoup de propridt~s qui facilitent les raisonnements et les calculs dans 
leurs domaines. Pour cette raison il est souvent favorable de choisir de tels corps 
pour objet d'dtude. 

Dans des travaux ant~rieurs nous avons dtabli quelques th~or~mes sur los formes 
binaires construites sur un type de corps cyclotomiqnes; voir Nagell [4], w 6. Nous 
avons, entre autres, ddmontrd le thdor~me suivant : 

Soient n =p~, olt p e s t  un nombre premier impair, et ~ une racine primitive n-i~me 
de l'unitd. De plus, soit 0 un nombre entier, gdngrateur du corps K(~), et considgrons la 
]orme binaire de degrd q~(n) 

G(x, y) = N(x -Oy) ,  

vie N signi/ie la norme dans K(~). Ddsignons par M le nombre de solutions de l'dquation 

G(x, y) = 1 (l l)  

en nombres entiers rationnels x et y. Alors, M est au plus dgal & 6. Pour qu' on air M >~4 
il /aut et il su//it qne G(x, y) soit dquivalente ~ une /orme N ( x -  ~]y), oie ~ est une unitg 
de degrd q~(n) dans K(~). Le cas M = 6 est possible pour un nombre /ini de classes de 
]ormes, p. ex. pour la classe reprdsentde par 

Fn(x, y) = N(x  -~y) .  

S i  G(x, y) n'est pas dquivalente h une /orme du type 1V(x-~y)  on a M = 2 .  Pour les 
solutions y de (11) il n'y a que les trois possibilitds y = 0 ,  +1 et - 1 .  On peut toujours 
ddterminer routes les solutions de (11) lorsque 0 est donnd. 

Vu que lc polynome G(x, y) est ddfinite il est trivial que le nombre de solutions 
de (ll)  est fini. Cependant, il n'est pas trivial que l'~quation ternaire 

lv(x +~y +~mz) = 1 

n'admet qu'un nombre limit~ de solutions lorsque p >5  et 1 < m  <p.  Nous venons 
d'~tablir ce rdsultat dans le numdro 5. 

12. Cas quaternaire. Nous allons ajouter aux rdsultats prdcddents la proposition 
suivante : 

Th~or~me 6. Soit ~ une racine primitive p-i~me de l'unitd oie p est un nombre pre- 
mier >~ 7. Alors lYquation quaternaire 
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N(Xl~ +X2~ 2 +X3~ 32[- X4~4 ) = 1 (12) 

n ' a d m e t  q u ' u n  h o m b r e / i n i  de so lu t ions  en nombres  entiers ra t ionnels  Xl, x2, x3, x 4. 

Dgmons t ra t ion .  I1 est bien connu que toute  uni td dans K(~) est dgale au produi t  
d ' une  uni td  rdelle par  une  puissance de ~; voir Hilber t  [10], p. 335. Par  consdquent,  
il rdsulte de l 'dquat ion (12) qu 'on  a 

xl~ + x ~  2 +x3~ a +x4~ 4 = ~hE, (13) 

oh E est une uni td rdelle, et off h doit  parcourir  toutes les classes de restes modulo p; 
nous choisissons pour  h les valeurs suivantes  : 

h = 0 ,  1,2 . . . .  , I ( P -  1), - 1, - 2  . . . . .  _ l ( p _  1). 

L 'dquat ion  (13) peut  s'dcrire 

Xl~I-h-~x2~ 2 h-~x3~3 h ~-x4~4-h = E, 

d'oh, en subs t i tuan t  ~ par  ~--1, 

X j:h l_[_X 1=h-2+X ~h 3+X ~h-4 Eo 1~ 2~ 32 42 = 

Donc par  soustract ion 

Xi(~h 1 ~1 h)+x2(~h 2__~2-h)+x3(~h-3~3 h)~_X4(~h 4 _ _ ~ 4 - h ) = 0 .  (14) 

I1 faut  dist inguer u n  certain nombre  de cas selon la valeur de h. 

C a s I : h = O .  

Dans ce cas nous aurons  de (14) 

Xl(~ __~--1) + X2(~2 __~--2) + X3(~3 __~--3) +X4(~4 __~--4) = 0, 

d'ofl, en mul t ip l ian t  pa r  ~4, 

x1(~5_~3) + x2(~6_~2) + x3(~7 _ ~ )  + x , ( ~ s _  1) = 0. 

I l  est dvident  que cette relat ion ent ra ine  x I = x~ = x  a = x 4 =0,  pourvu  que p > 7. Pour  
p = 7  on aura  x 1 = X 2 = 0  et Xa=X4= _+1. 

Cas I I  : h = 1. 

Dans ce cas nous obtenons de (14), en mul t ip l ian t  par  ~3, la relat ion 

~2(~4 ~2) ~_X3(~5 ~) _~ X4(~6 --1)  = 0. 

Cette relat ion ent ra lne  dvidemment  x 2 = x  3 = x  4 =0,  x 1 = _+ 1. 

Cas I l l  : h = 2. 

Dans ee cas nous aurons  de (14) aprbs avoir multiplid avec ~2 : 

(X 1 __ X3 ) (~3 __ ~) __ X4(~4 __ 1) = 0. 
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I1 faut  donc qu 'on  a i t  x 1 = x  a et  x4=0 .  Alors,  l '~quat ion  (12) peu t  s '~crire 

N(x2 + xl(~ +~-1)) = 1, 

off le nombre  ~+~-1  est  de degrd � 8 9  D 'apr~s  le th~or~me de Thue le nombre  
de solut ions est  fini : 

Cas I V  : h = 3 .  
Si nous mul t ip l ions  l '~quat ion (14) p a r  ~2 nous obtenons  

xl(~ 4 - 1) + (x~ - x4) (~3 _ ~) = 0. 

Cette  re la t ion  en t ra ine  que x 1 = 0 et  x 2 = x 4. Alors,  l ' dqua t ion  (12) peu t  s 'dcrire 

N(x3 +x2(8 +8-~)) = 1. 

Ainsi, d 'apr~s  le thdor~me de Thue  le nombre  de solut ions est  fini. 

Cas V : h = 4. 
Dans  ce cas il rdsulte de l 'dqua t ion  (14) apr~s la mul t ip l i ca t ion  avec ~3 : 

Xl(~ 6 --  1) -~ X2(~ 5 - -~)  -]-X3(~ 4 __~2) = 0. 

Cette  re la t ion  en t ra ine  x~ = x  2 = x  3 = 0  e t  x4=  • 1. 

Cas V I  : 5 ~ < h < � 8 9  
E n  mul t i p l i an t  l ' 6qua t ion  (14) pa r  }h-1 nous aurons  

xl (}  2 h - 2 - 1 )  + x 2 ( }  2 h - 3 - } )  + x 3 ( }  2 h - 4 - } 2 )  + x4(}2h ~ _ } 3 )  = 0. 

Vu que 2 h - 2 ~ < p - 3  et  que 2 h - 5 > ~ 5  on en conclut  x~=x~=x3=x4=O.  
Passons  m a i n t e n a n t  aux  va leurs  n6gat ives  de h. 

Cas V I I  : 1 <~ - h  <~�89  
En mul t ip l i an t  l ' 6qua t ion  (14) p a r  }4--h nous aurons  

x4(1 _~s ~ )  +x3(~-~7-2h) +x2(~2_~6-~h) + x~(~3_~5-2~) = 0. 

Vu que 8 - 2 h  ~ < p - 3  on en conclut  x~ = x  2 = x  3 = x a = 0 .  
I1 reste encore ~, examiner  les valeurs  su ivantes  de h : 

- � 8 9  - -  9 ) ,  - � 8 9  - 7 ) ,  - � 8 9  - 5 ) ,  - � 8 9  - 3 ) ,  - � 8 9  - ! ) .  

Cas V I I I  : h =  - l ( p - 9 ) .  
Pour  raccourci r  nous posons v = � 8 9  E n  mul t ip l i an t  l ' dqua t ion  (14) pa r  ~" 

nous aurons  : 

x4(1 - ~ ' - ~ )  +x3(~ - ~'-~) + x~(~ - ~'-~) +Xl(~ ~ - ~ ' - ' )  = 0. 
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V u q u e ~ V  2 = _ ~ v  2 . . . _ ~ _ l i l v i e n t  

X4(2 ~_ ~ ~_ ~2 ~_... _~ ~P- 3 _~ ~P- 2) ~_ X3(~ __ ~p 2) _~ X2(~2 __ ~P- 3) ~_ X1(~3 -- ~P 4) = 0. 

I I e n  rdsul te  d v i d e m m e n t  x 4 = 0 e t  ensu i te  x x = x 2 = x  a = 0. 

Cas I X  : h =  - � 8 9  
E n  m u l t i p l i a n t  l ' d q u a t i o n  (14) p a r  ~v nous  a u r o n s  

X1(~2 __~P-3) ~_X2(~ __~P-2) +x3( 1 _ ~ v  2) ~_Xg(~p-I __ 1) = 0. 

C o m m e  d a n s  le cas p rdcdden t  nous  o b t e n o n s  : 

x l (~2_~p-3)  + x 2 ( ~ _ ~ p - 2 )  + (x a_x4)  (2 + ~  +~2 + ... +~v -3  +~p 2) = 0. 

O n  en  conc lu t  d ' a b o r d  x a =x4,  e t  ensu i t e  x 1 = x  2 = 0 ,  donc  x a = x  4 = _+ 1. 

Cas X : h =  - � 8 9  
P a r  la  m ~ m e  m d t h o d e  que  dans  les cas p rdcddents  nous  au rons  

x l ( ~ _ ~ v - 2 )  +x2( 1 __~p-1) ~_X3(~P-1 --1)  +x4(~ v 2 _ ~ )  = 0, 

d 'o f i  (x 4 _ x i ) ( ~ p - 2  _ ~ )  + (x 3 _x2)(~p-1 _ 1) = 0. 

I l  en  rdsu l te  x x = x  4 e t  x 2 = x s ;  e t  l ' 6 q u a t i o n  (12) p e u t  s 'dcr i re  

N(x2 _ x l  +xl (  ~ +~-1))  = 1. 

D ' a p r ~ s  le t hdorbme  de  T h u e  le n o m b r e  de  so lu t ions  es t  fini. 

Cas X I  : h =  - � 8 9  
D a n s  ce cas-ci  nous  au rons  d ' u n e  fagon  ana logue  : 

Xl(1 __~p-I) ~_X2(~P-1 __ 1) -~X3(~ p-2 --~) ~-X4(~ p 3 __~2) = 0 

e t  ensu i t e  

] l e n  rdsul te  Xl=X 2 et  en  consdquence  X a = X a = 0 ,  ce qu i  e n t r a i n e  x 1 = x 2 =  ! 1. 

Cas X I I  : h =  - � 8 9  
P a r  la m ~ m e  m d t h o d e  nous  au rons  

xl(~ ~-1 - 1) +x2(~ ~ - 2 - ~ )  +x3(~ ~-3 _~2) + x~(~" ~ _~3) : 0. 

E n  y r e m p l a ~ a n t  ~v-1 p a r  - 1  _ ~ _ ~ 2 _ . . .  _~p -2  on v o i t  qu ' i l  f a u t  que  x l = 0 .  II er~ 
rdsul te  que  x 2 = x z = x 4 = O  , si p > 7 .  P o u r  p = 7  on a u r a  x l = x 2 = x 3 = O  et  x a :  +1.  

P a r  consdquent ,  le thdor~me  6 se t r o u v e  ddmon t rd  dans  tous  les cas. 
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I1 e s t  d v i d e n t  q ue  l ' d q u a t i o n  p lu s  gdnd ra l e  

~V (Xl ~1-~ x2 ~2 ~- x3 ~3 ~-x4 o~4) =A,  

Ol~l ~1, g2, ~3 e t  ~4 s o n t  des  e n t i e r s  d a n s  K(~) t e l s  que  K ( ~ 2 g ;  1, a 3 ~  1, ~ 4 ~  1) = K ( ~ ) ,  
p e u t  ~ t re  t r a i t d e  a v e c  la  m ~ m e  m d t h o d e .  P o u r t a n t ,  n o u s  y r e n o n ~ o n s  v u  q u e  ce la  
e n t r a i n e r a i t  u n  t r a v a i l  t r o p  g t e n d u .  
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