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Remarques sur les formes a plusieurs variables

décomposables en facteurs linéaires

Par TrYGVE NAGELL

§ 1. Introduction

1. Définitions. Soient K un corps algébrique de degré n, K =K, K®, .. K™
les corps conjugués de K par rapport au corps des rationnels. Soient r; le nombre
des K réels et 2r, celui des K¥ imaginaires. Alors, le nombre r=r,+7,—1 est le
rang du corps K c’est-a-dire le rang du groupe abélien multiplicatif des unités de K.

Si o est un nombre dans K nous désignons par N(«) la norme de o dans K. Les
nombres algébriques sont toujours supposés entiers. Soient oy, &g, ..., @, des nombres
dans K linéairement indépendants. Nous considérons dans ce travail seulement des
formes du type

N(zyoy g0+ ... +2p00,),

ol m<n, et ol les nombres a,, &, ..., &, satisfont & la condition que le corps com-
posé K(apor?l, oazoq?, ..., o,00 ") soit égal 3 K. La forme est de degré n. Alors, nous
dirons que la forme a le rang r. La forme est évidemment irréductible dans le corps
rationnel. Nous supposons que # = 3.

2. Représentations. Considérons I’équation & m inconnues du n-iéme degré
Nz o+ a0+ .. +2p00,) =4, 4]

ol A est un nombre entier rationnel. Supposons d’abord que m=n. Dans ce cas
le probléme de résoudre ’équation (1) en nombres entiers rationnels zy, @,, ..., ¥,
revient & déterminer les nombres de la norme donnée 4 dans le module M(z;, &, ..., %)
Il existe des méthodes pour reconnaitre si 'équation (1) est résoluble ou non pour
une valeur donnée de 4 lorsque les nombres o; sont donnés. Si I’équation est résoluble
il y a une infinité de solutions, lesquelles peuvent étre caractérisées complétement a
laide de la théorie des unités. Voir p. ex. Skolem [1]%, p. 57-62; comparez aussi
Nagell [2].

Tl y a, méme pour m =n, des équations du type (1) qui ne possédent aucune solu-
tion. En effet, on peut établir le résultat suivant :

Théoréme 1. Soient ay, o, ..., &, des nombres dans K linéairement indépendants.
Alors, il existe wn nombre infini de nombres premiers p, tels que Uéquation

1 Les numéros figurant entre crochets renvoient a la bibliographie placée & la fin de ce mémoire.
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Nz +2500+ ... +2,00)=p 2)
n’admette aucune solution en nombres entiers rationnels z,, x,, ..., x,.

Démonstration. Si I'’équation (2) est résoluble, le nombre premier p est divisible
par l'idéal premier (v,0 +2y05+ ... +2,0,;) du premier degré dans K. Or, il résulte
des lois de densité de Frobenius-Tchebotareff qu’il y a, dans tout corps algébrique,
une infinité de nombres premiers, de densité positive, qui ne sont divisibles par aucun
idéal premier du premier degré. Voir Hasse [3], §§ 23-24.

3. Les recherches sur I’équation diophantienne (1) présentent déja pour m=2 et
n>2 des difficultés qu'on n’a pu surmonter jusqu’ici. D’aprés le célébre théoréme
d’Axel Thue on sait que le nombre de solutions est limité dans ce cas; il est méme
possible de déterminer une limite supérieure du nombre de solutions en fonction
des coefficients; mais cette limite est, dans le cas général, sans intérét a cause de la
grandeur des valeurs qu’elle fournit. Il manque surtout un critére pour reconnaitre
si ’équation est résoluble ou non. De plus, il manque une méthode pour effectivement
déterminer toutes les solutions en cas de solubilité. Il est évident que la méthode
de Thue et ses successeurs, basée sur I'approximation de nombres algébriques par
des nombres rationnels ou algébriques, ne suffit pas pour obtenir Ja solution compléte
du probléme. Des nouvelles méthodes plus effectives sont nécessaires pour y arriver.

Le probléme de résoudre ’équation (1) est essentiellement un probléme concernant
les propriétés des unités dans le corps algébrique en question. C’est en prenant cette
idée pour point de départ qu’on a réussi, pour quelques équations binaires, de
résoudre complétement le probléme indépendamment des résultats de Thue. Ainsi,
on a réussi pour certaines équations cubiques binaires lorsque le discriminant est
négatif; voir Skolem [1], p. 108-112. Lorsque le corps est biquadratique et r=1 la
résolution compléte du probléme binaire est possible dans tous les cas; voir Nagell
{4]. Lorsque le corps est biquadratique et r=2 on peut résoudre complétement
certains types d’équations binaires; voir Skolem [1], p. 112-114. On a aussi réussi
lorsque le corps est cyclotomique d’un type particulier; voir Nagell [4], § 6.

Grace & Papplication de la théorie des nombres p-adiques combinée avec la mé-
thode des unités, Skolem a obtenu des résultats remarquables méme sur quelques
équations ternaires; voir Skolem [1], p. 114-120. Cependant, la méthode p-adique
ne donne pas toutes les solutions, sauf dans certains cas particuliers.

Ce travail-ci est une étude préliminaire sur les propriétés de ’équation diophan-
tienne (1) pour m >3 et n >4 avec la condition m <#n—1. Nous avons 13 un domaine
de recherche trés vaste, dans lequel les difficultés surpassent de beaucoup celles
des cas m =2 et m =n, et les efforts n’ont pas été couronnés de beaucoup de succes.
Aprés avoir présenté les résultats obtenus dans des travaux antérieurs, nous allons
y ajouter quelques nouveaux résultats relatifs a certains corps imprimitifs. Ce sont
des exemples choisis pour illustrer certaines possibilités. Pour les démonstrations
nous utilisons la méthode des unités, modifiée selon le caractére du corps, et souvent
combinée avec application du théoréme de Thue.

Remargue. Lorsque les nombres entiers rationnels z,, ,, ..., z,, satisfont & 1’équa-
tion (1) nous dirons, pour abréger, que le nombre

Ty 0y +Ty0g+ oo + Xy

est une solution de cette équation.
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§ 2. Equations admettant un nombre fini de solutions pour m <n

4. Théorémes de Siegel et de Chabauty. Le probléme de résoudre I'équation (1)
lorsque m <n —1 présente des grandes difficultés. La question principale est évidem-
ment de pouvoir décider si 'équation admet une infinité de solutions ou seulement
un nombre fini. 8i m =2 et n>>3 on sait que le nombre de solutions est limité (théo-
réme d’Axel Thue). Si m=2 et n=3 ou w=4 on sait méme déterminer toutes les
solutions dans des cas particuliers; voir p. ex. Skolem [1], p. 108-114, et Nagell T4],
p. 186. Cependant, dans la suite nous laissons de c6té les formes binaires; ainsi
nous supposons que m=>3.

On connait deux résultats généraux dans lesquels le nombre de solutions de
Péquation (1) est fini. Le résultat le plus général est d & C. Siegel qui a établi le
théoréme suivant :

Soit & un nombre algébrique entier de degré m. Désignons par F(x,, z,, ..., ¥y,,) lo
forme décomposable

Nz, + &+ ...+ 251 E7),

ou h est un nombre naturel tel que

n
- 2
n>h (s 1 + s)
pour §= %(1/417, +1-—1). Cela posé, Iéquation
F(x,, xy, ..., %) = 4,

ot A est un nombre entier rationnel donné, n'a qu’un nombre limité de solutions
Xy, Ty ..., Tpyq €N nombres entiers rationnels.

Sin<b7 onah=1;si 57T<n<307 on a h=1 ou h=2; si n>307 on peut prendre
h=3. En général, la plus petite valeur de n pour laquelle n>h%(n/(s+1)+s) est
n=4ht—2h% +1.

Siegel a obtenu ce résultat en utilisant ses résultats sur 'approximation des
nombres algébriques par d’autres nombres algébriques; voir Siegel [5], Satz 4.
Cependant, la démonstration ne donne aucun algorithme pour déterminer les solu-
tions éventuelles.

Skolem a traité 1’équation (1) dans le cas ol K est du cinquiéme degré et du
second rang pour m=3. A l'aide de sa méthode p-adique il a montré qu’alors le
nombre de solutions est limité; voir Skolem [1], p. 118.

Ce résultat est compris dans le théoréme plus général de C. Chabauty [6]:

Soient a, f,y trois nombres entiers, linéairement indépendants, du corps primitif K
du n-iéme degré et du rang r <n—3. Alors, U'équation ternaire

N(ox+px+yz)=A4,

o A est un entier rationnel, n’admet qu’un nombre fini de solutions en nombres entiers
rationnels z, y, z.
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Pour établir ce résultat Chabauty se sert de la méthode p-adique et de certains
résultats de Skolem et de Siegel. La méthode de démonstration ne permet pas de
décider sur la solubilité ni de déterminer toutes les solutions, sauf dans des cas
d’exception. La condition r <n —3 est équivalente a I'inégalité r, > 2.

5. Un exemple cyclotomique. Les théorémes de Siegel, Skolem et Chabauty sont,
& ce que je sache, les seuls résultats connus jusqu’ici sur les équations du type (1)
pour 3<m<n—1. Dans un travail qui vient de paraitre (Nagell [7]) j’ai montré
comment on peut obtenir d’autres résultats par des méthodes plus samples En effet,
j’ai établi le théoréme suivant :

Soit & une racine primitive p-iéme de Dunité, p élant un nombre premier >5. Alors
p p P r P
équation ternaire

Nx+&y+&%2)=1
wadmet gu’un nombre fini de solutions en nombres entiers rationnels z, y, z.

Ce résultat n’est pas compris dans le théoréme de Chabauty, vu que le corps
K(£) n’est pas primitif. En effet, celui-ci contient le nombre }p ou |/ —p suivant
que p est =1 ou =—1 (mod 4). Le corps K(}/p), respectivement K(}/ —p), est le
seul sous-corps quadratique dans K(£); voir Nagell [13], théoréme 1.

Dans ce numéro nous désignons par £ le nombre ¢™/?, ot p est un nombre premier
>5. K signifie le corps K(£) et K, le sous-corps K(£+£&-1) de degré v=214(p—1). N
signifie la norme dans K et N, la norme dans K,. En substituant & par £-1 le nombre
o sera transformé en o',

I1 est possible d’obtenir la généralisation suivante du théoréme que nous venons
de citer :

Théoréme 2. Si m est un nombre entier rationnel, tel gue m(m —1) ne soit pa,s divisible
par p, Uéquation ternaire

Nx+Ey+Emz) =1
b s . . . . .
n’admet qu'un nombre fini de solutions en nombres entiers rationnels x, y, 2.
Démonstration. Nous avons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 1. Si le nombre premier p est =1 (mod 4) on a

HWp-1)= 3 @ +&T),

O<r<}p
ou la somme est étendue & tous les restes quadratiques modulo p dans Uintervalle 0 —}

Lemme 2. Supposons que le nombre premier p est > 5 et =1 (mod 4) et que m(m —1)
n’est pas divistble par p. Alors le nombre entier
&=
g-¢t

n’appartient pas aw corps K()/p).
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Pour la démonstration du lemme 1 voir par exemple Nagell [12], Theorem 99.
Pour établir le lemme 2 on aura & montrer que la relation

a=A4+3B(Vp-1),

A et B entiers rationnels, est impossible. Si cette relation a lieu on obtient d’aprés
le lemme 1 P'identité

S —A+BIE e

Il est évident qu’on peut supposer 1 <m <}(p —1). Posons y =}(p —1) et multiplions
cette identité par &». Nous obtenons alors

§v+m~1+§v+m73+§v+m75+.“ =A£V+BZ(§V+T+£V*T)'

L’exposant & gauche y+m —1 est <p-—2. Si {(p—1) est un reste quadratique nous
avons & droite le terme BEP~1= — B(&P-2 4+ £P-3.4 ). Alors il faut que »+m —1 soit
=p —2. Cela entraine que B= —1. Donc, le dernier terme (pour » —r—=0) & droite
serait —1, ce qui est impossible,

Désignons par r* le plus grand reste quadratique <ip modulo p. Alors, il faut
que r*<{(p—3). On aura donc »+m—1=y+r* avec B=1. Si m est impair il faut
que A =1. 8i m est pair il faut que 4 =0. Le nombre de termes & gauche est toujours
=m. Le nombre de termes & droite est.=1+(p—1) si A=1; or, cela est impossible
vu que m < §(p—1). Il faut donc que A =0 et m =1(p—1). Par conséquent, la somme
4 gauche deviendra, aprés une division avec &7,

E+ET 84S+ F e

Il en résulterait que tous les restes quadratiques dans lintervalle 0—1p seraient
impairs. Cela est impossible, vu que le nombre 4 est un reste et que p>5. Donc,
le lemme 2 se trouve démontré.

En profitant d’un résultat de Hilbert (voir [10], p. 335) nous obtenons de I’équa-
tion ternaire, la relation

z+ §y+§';'z =&rE,

ol E est une unité (réelle) dans le corps K,.
En substituant £ par £~ nous aurons

v+EY+E e =",
d’olt par soustraction
yE—EN) +2(fn -5 = (8" &) B.
Ici les nombres
- g

o= et

g-& g-¢&t
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sont des unités (réelles) dans K,. Au lieu de I'équation ternaire on aura donc I'équa-
tion binaire
Nl(y+“z) ==+1,

ol N, signifie la norme dans K;. D’aprés le lemme 2 le nombre o« ne peut étre du
second degré; vu que m(m —1) n’est divisible par p, « est irrationnel. Donc, on peut
appliquer le résultat de Thue, et le théoréme 2 se trouve démontré.

11 est évident que la méme méthode s’appliquera a I’équation plus générale

Nz +By+yz) =1, (T)

ol B et y sont des nombres entiers, générateurs du corps K. Nous supposons qu’il
n’y a aucune relation entre les nombres 3 et y de la forme

B—y =4 (R)

ol A est un nombre dans K, et ot 7 est un nombre dans K()/p) si p=1 (mod 4)
et un nombre rationnel si p= —1 (mod 4).
On conclut de 1’équation (T) que

x+Py+yz =£"H
et, en substituant & par £-1,
x+pfy+yz=E"E,
E étant une unité réelle dans K. Par soustraction on obtient ensuite

B-Bly+y—y)z=("—EME.

Ici les nombres

ezﬂ_‘g' 0 7“7' éh_é_h
e R e S Sl 2

sont des entiers dans K,; le troisidme nombre est une unité. Au lieu de ’équation
ternaire (T) on aura donc I'équation binaire

Ny(Oy+0,2) = £1, Sy

oi1 N, signifie la norme dans K,. A cause de la restriction imposée aux nombres § et
y on voit aisément que le nombre & =6,6-! n’est jamais rationnel et qu’il n’appartient
pas au corps K()/p) lorsque p=1 (mod 4). En effet, vu que & est réel, il résulte de

Hp—B)=y—

88—y 98 ' =

oit ), étant réel, appartient & K,. Par conséquent, vu que p>5 et que la relation
(R) n’est pas satisfaite le nombre 6,6 est d'un degré >3; donc le théoréme de
Thue s’applique.

Inversement, si la relation (R), ainsi que les conditions y appartenant, sont satis-
faites, on obtient en substituant & par £2

qu’on a une relation
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B -y =1,

d’oul par soustraction
wp—p) =y

11 en résulte 7 =0,0- et ’équation (S) deviendra

N0y +072) = 1.

Supposons ensuite que 7 est rationnel, T=m,/m, o m et m,; sont des entiers
rationnels premiers entre eux. Donc #=0/m =0,/m, est un nombre entier dans K;;
et ’équation (8) peut s’écrire

Nyn)- (my +my2)» = £ 1.

Done, pour qu’il ait une infinité de solutions il faut et il suffit que # =0/m soit une
unité dans K. ‘

Lorsque 7 est un nombre irrationnel dans K()/p), p=1 (mod 4), on obtiendra un
résultat analogue, mais plus-compliqué.

11 résulte des raisonnements préeédents que nous avons établi le

Théoréme 3. Soient B et y des nombres entiers, générateurs du corps K(&) jouissant
de la propriété swivante : Il n’existe aucune relation de la forme (R), ot A est un nombre
dans K, (& +&-1), et 0t T est un nombre rationnel ou un nombre irrationnel dans K()/p)
st p=1 (mod 4).

Cela étant, Uéquation ternaire (T) n'a qu’un nombre fini de solutions en nombres
entiers rationnels x, y et 2.

Si la relation (R) est satisfaite il peut exister une infinité de solutions pourvu que
certaines autres conditions soient remplies.

Prenons par exemple f=¢ et T=c+})/p, out ¢ est un nombre entier rationnel.
Soient de plus A un entier quelconque dans K; et y =(¢+}/p)& —A4. Alors nous obte-
nons =1 et 6, =c+}/p. L’équation (8) aura donc la forme

Ny(y+ez+2Vp)=[(y +cz)® — pt]F' = + 1.

Par conséquent il y a une infinité de solutions dans ce cas.

§ 3. Equations admettant une infinité de solutions pour m<n

6. Le role des sous-corps. Dans mon travail que je viens de citer dans le numéro
précédant (voir Nagell [7]) j’ai résolu complétement I’équation ternaire

N(x+&y+&%2) =1, (3)
ou £ =¢™'*, En effet, j’ai établi le résultat suivant :

L’équation (3) admet une infinité de solutions en nombres entiers rationnels x, y et z,
lesquelles sont données par les relations y2 —2x2 =11 et z=x; outre ces solutions on o
seulement les possibilités suivantes : x=+1, y=z=0et x=y=0, 2= +1.
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Cet: exemple montre que la possibilité d'un nombre infini de solutions peut étre
realisée méme pour m <n. Dans ce cas-ci cela dépend de 'existence du sous-corps
quadratique K()/2). Dans le cas général il est facile de voir comment Pexistence
d’un sous-corps (irrationnel) donne la possibilité de construire des équations a m
inconnues possédant une infinité de solutions lorsque m <n. Pour plus de simplicité
nous prendrons dans la suite toujours 4 =1 dans les équations.

Soient K un corps algébrique de degré n qui posséde le sous-corps U de degré
v>22; si v=2, U doit étre réel. Soit encore 1, oy, &, ..., &, une base d’un anneau
entier ordinaire R dans U. Nous supposons que m =y +1.

Considérons maintenant 1’équation

Nz, & +apbo+ .+ 2nén) =1, (4)

ol £, &,, ..., &, sont des nombres linéairement indépendants dans le corps K, tels
qu'on ait K(&,&71, &617, ..., E,€67Y) =K. Si nous posons & =1,& =0, ..., & =a,, il
est évident que I’équation (4) admet une infinité de solutions. En effet, si 'on choisit
d’abord z,,; =%, ,3=...=2, =0, on peut choisir les autres x; de maniére que le nombre
¥, + Zyty + ...+, 01, 80it une unité dans I'anneau R. Nous avons donc le

Théoréme 4. A chaque sous-corps de degré v et de rang positif il existe des équations
du type (4) admettant une infinité de solutions, pourvu que v+1<m.

7. 1l reste le probléme de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour
que I'équation (4) ait une infinité de solutions provenant d’un anneau donné d’'un
sous-corps donné du corps injtial K.

Encore, lesquelles sont les conditions pour que cette équation puisse étre réduite
4 une équation de la forme

(@121 + 8%+ ...+ T = 11, (Q)

ol a,, @y, ..., a, sont des nombres entiers rationnels, et ot ¥ est un diviseur de n?
Dans le numéro 5 nous avons montré l’existence de cette possibilité.

11 se présente la question suivante: Si une équation du type (4) posséde une in-
finité de solutions, est-ce que celles-ci, & part d’un nombre fini de solutions, sont
toujours données par les unités d’un anneau d’un sous-corps du corps K? ou even-
tuellement par les solutions d’une équation de la forme (Q)? La réponse & cette
question est sans doute affirmative.

Mes recherches numériques m’ont conduit & proposer I'hypothése suivante :
L’équation (4), ou m <n—1, n’admet qu’'un nombre fini de solutions si le corps K
est primitif.

Dans la suite nous allons étudier quelques cas particuliers.

§ 4. Corps biquadratiques et formes ternaires

8. Classification des eorps biquadratiques, Dans un travail antérieur j’ai donné
une classification des corps biquadratiques; voir Nagell [8], p. 351-361. Ensuite,
pour des recherches sur les corps biquadratiques du premier rang, il fallait une
classification plus détaillée de ces corps-13; voir Nagell [9], p. 345-346, et [4], p.
482-483. Pour plus de clarté nous allons présenter ici une classification détaillée de
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tous les corps biquadratiques comprenant méme ceux du rang 2 et du rang 3. La
classification des corps du premier rang est la méme qu’auparavant, abstraction
faite d’'une division de la classe 5 en deux sous-classes. On trouvera l'explication
de la classification détaillée des corps du rang 2 et du rang 3 dans le travail [8], p.
351-376.

Supposons que le corps blquadrathue K admet un sous-corps quadrathue en-
gendré par la racine carrée /A, ot A est un nombre entier rationnel qui n’est divisible
par aucun carré >1. Alors j’ai établi le résultat suivant (voir [8], théoreme 2) :

11 existe wn nombre entier générateur du corps X de lo forme

6=V1(a+bVA), (5)

ot a et b sont des entiers rationnels.

Soit U un sous-corps quadratique réel de K. Alors, nous désignons par & 1'unité
fondamentale de U; et celle-ci sera choisie > 1. L’unité fondamentale d’un corps K
du premier rang sera désignée par #; et il est évident que celle-ci peut étre choisie
de fagon qu’on ait || >1. Pour indiquer le type des corps nous employons les rac-
courcissements suivants : o signifie le nombre des corps conjugués réels. u signifie
le nombre des sous- corps quadratiques réels. » s1gn1fle le nombre des sous-corps
quadratiques imaginaires. N signifie que le corps n’est pas un corps de Galois. A
signifie que le corps est abélien, non-cyclique. € signifie que le corps est cyclique.
R(2™=1) signifie que les racines de P'unité du corps sont les raclnes de 1’équation
" —1=0. 8 signifie que le corps ne contient pas le nombre 3. N(x) signifie la
norme de « dans K. Dans les corps du premier rang on a ¢ =0.

Les corps du premier rang se répartissent en quinze classes caractérisées de la
facgon suivante :

Classe 1 :

p=v=0. R(x>=1). N. Corps primitifs.

Classe 2 : u=0;v=1. R(x2=1). N

Classe 3 : uy=0;y=1. R(z*=1).N

Classe 4 : p=0;v=1. R(z6=1). N

Classe 5a : u=1;v=0. R(z2=1). N. p=e.

Classe 5b : u=1;y=0. R(x2=1). C. n=e.

Classe 6 : p=1;y=0. R(z®=1). (. La classe ne contient qu’un seul cor_ps savoir
le corps engendré par le nombre ¢/, g =e¢.

Classe 7 : p=1, 11=2. R(x2=1). A. p=e¢.

Classe 8 : p=1;v=2. R(x*=1). A.n=} —&. ¢=2+)3. N(e)>0.

Classe 9 : p=1;y=2. R(at=1). A.’I]ZE S.

Classe 10 : p=1; v=2. R(zt=1). A. n=)ei=}x(l +1), ol « est un nombre du
sous-corps K(e). 625--2)/6. N(e )>0 S.

Classe 11 : p=1;v=2. R(z®=1). A. p=e¢. 8.

Classe 12 : p=1; y=2. R@@*=1). A. =)/ =¢. £¢>4+)15. N(¢)>0. 8.

Classe 13 : p=1; v=2. R(z®=1). A. n=e¢=1+)2. La classe ne contient qu’un
seul corps, savoir le corps engendré par le nombre ™%,
Classe 14 : y=1;v=2, R(x12~1) A p=)ei=31+)3)(1+1). La classe ne contient
qu'un seul corps, savoir le corps engendré par le nombre ™,
Il faut observer le fait suivant : Dans les corps appartenant aux classes 7, 8, 9,
10, 11, 12, 13 et 14 le nombre a2 - Ab? est le carré d’un nombre naturel; il n’en est
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pas aingi dans les autres classes; dans les classes 5b et 6 le nombre A(a®—Ab2?) est
un carré parfait. Ici @, b et A sont les nombres dans la formule (5). Comparez le
tableau & la page 352 dans [8], ol la classe 10 corresponde aux classes 7-14 dans
ce mémoire-ci. Les corps des classes 1, 2, 3, 4, 5a, 5b et 6 correspondent aux corps
des classes 1, 4, 5 et 6 dans [8].

Passons ensuite aux corps du second rang. Ces corps correspondent aux corps
des deux classes 2 et 7 dans [8]. Il n’y a aucun corps de Galois parmi ces corps.
On a y=0; done il n’y a pas de racines de I'unité == + 1. Nous considérons seulement
les corps conjuguées réels. Par £, % nous désignons une base des unités. Les corps
en question se répartissent en guatre classes.

Classe 15 :

4 =0. Corps primitifs.
Classe 16 : u=1.E=¢, n=FE
Classe 17 : u=1.&=)e,n=~E.
Classe 18 : u=1. E=¢, n=)Ee

Ici ¢ signifie 'unité fondamentale du sous-corps quadratique, £>1. Soit 6 le nombre
réel générateur du corps défini par (5). ¥ signifie une unité dans K(6) jouissant des
propriétés suivantes : E est du quatriéme degré. On a E>1 et BE = +1, ot E'
g’obtient de E en substituant 6 par —6. £ n’est pas de la forme «™, ol « appartient
3 K(0) et ot m>2. Le nombre a2 — Ab? est négatif.

Considérons finalement les corps du ¢roisiéme rang. Ces corps correspondent aux
corps des classes 3, 8, 9 et 11 dans [8)]. Nous les divisions en quatre classes.

Classe 19 : y=v=0. Corps primitifs.N.
Classe 20 : p=1,y=0.N.
Classe 21 : p=1,v=0. C.
Classe 22 : y=3,v=0. A.

Le nombre a? — Ab? est positif, et dans la classe 22 celui-ci est un carré parfait; dans
la clagse 21 le nombre A(a? —Ab?%) est un carré parfait.

Pour la démonstration de tous ces résultats je renvoie & mon travail [8].

Dans un corps K(6), olt 6 est défini par (5) tout nombre entier £ est évidemment
de la forme

§=§[x1+x21/5+x30+x401/£],

oil s est un nombre naturel fixe qui dépend du corps, et ot z;, x,, 73 et x, sont des
nombres entiers rationnels.

9. Equations ternaires. Cas ol g > 0. Supposons qu’il y a dans le corps biquadratique
K un sous-corps quadratique reél engendré par le nombre JA. Alors, nous savons
d’aprés le numéro 6 qu’il existe des équations ternaires, construites sur le corps,
admettant un nombre infini de solutions. Comme exemple on peut prendre I’équa-
tion ternaire

N@+y/A+20) =1,
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ol § est un nombre entier, générateur du corps K. En y posant z=0 on aura I'équation
(22 —Ay?)? =1.

De l'autre c6té on peut construire des équations ternaires qui ne possédent aucune
solution. En effet, soit

6=Vi(@@+bVA)
un nombre entier, générateur de K, et considérons I’équation ternaire
N(qe+ VZy +2¢0z)=1,

ol ¢ est un nombre premier =1 (mod 4), qui ne divise pas ab et pour lequel A est
un non-reste quadratique. Cela étant, 'équation ternaire est impossible modulo g¢.
Car, celle-ci peut s’écrire sous la forme

(g% + Ayt —2qPa) — A(2qwy — 22 = 1.

1l en résulte A2yt=1 (mod g). Or, les nombres + A sont des non-restes quadratiques
modulo ¢.

10. Equations ternaires. Cas ol u=0. Ce cas est réalisé dans tous les corps des
classes 1, 2, 3, 4, 15 et 19 et seulement dans ces corps. Les corps des classes 1, 15
et 19 sont primitifs. Les corps de la classe 1 ont le rang 1, et par conséquent on peut
appliquer le théoréme de Chabauty du numéro 4. Il en résulte que, pour les corps
de la classe 1, toute équation ternaire n’admet qu’un nombre fini de solutions.
Nous allons compléter ce résultat en établissant le '

Théoréme 5. Soit K un corps appartenant & Vune des classes 1, 2, 3, ou 4. Sotent
Y1, Ve, Vs trots nombres entiers dans K lmeawement mdependcmts Alors, Uéquation
ternaire

N{y12y+y225 +y3%s) = 4, (6)
ot A est un nombre entier rationnel, n’admet quw'un nombre fini de solutions.
Démonstration. Nous avons besoin du lemme suivant dit & Chabauty [6] :

Sott K un corps algébrique de degré n, et soit wy, w,, ..., 0, Une base des entiers de K.
Désignons par (N) la variété algébrique définie par la relation

N(z,wq + 204 + ... +2,00,) = 1.

Alors, la condition nécessaire et suffisante pour qu’il ewiste une courbe algébrique, &
coefficients rationnels, contenant une infinité de points entiers de (N) est que K con-
tienne un sous-corps quadratique réel.

Cest & l'aide de ce lemme que Chabauty a démontré son théoréme cité dans le
numéro 4.

Le théoréme 4 étant déjd établi pour la classe 1, il suffit de considérer le cas ou
K posséde un sous-corps quadratique imaginaire engendré par /A, A<O0. Il suffit
évidemment de démontrer le théoréme pour 1'équation
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i

N(a'H—ocy—l-,Bz) =1, (7

out les entiers 1, o, § sont linéairement indépendants. Lorsque 6 est défini par (5)
nous avons

ac=c+cll/3+020+c301/&
B=d+d,VA+d,0+d,0VA,

oll ¢, ¢y, Cy, €3, d, d,, dy et dy sont des nombres rationnels qu’on peut rendre entiers
en les multipliant par un nombre naturel fixe s. Posons

E=xtoy+pz

et désignons par £’ le nombre conjugué qu’on obtient de & en substituant § par —6.
Posons ensuite

X =z+tyc+zd, Y,=yc,+2d,,
Y, =yc,+2dy,, Yy =ycs+2d;

Alors, on obtient pour le produit £&’ I'expression
(X + Y, VAR — 03(Y, + Y, VAR

En vertu de (7) ce nombre est une unité dans le sous-corps K(J/A). Cette unité est

= =1 si A est différent de -1 et de —3. Lorsque A= —1 on a les quatre possibilités

+1et t+i. Lorsque A= —3 on a les six possibilités +1, +p et +% ol p2+p+1=0.
Si Punité a la valeur +1 nous obtenons le systéme suivant

X+ AY;—a(Y3+AYE -26AY, Y= +1, (8)
2XY,—2aY,Y,—bY53—~bAY3=0. 9)

En éliminant X entre ces deux équations on aura une relation entre y et z seulement
F(y,2) =0, (10)

8

olt F' est un polynome en y et z & coefficients rationnels et du quatriéme degré.
Tous les points entiers de cette courbe algébrique se trouvent sur la surface

Nz, + 205 + 23005 +34004) =1,

oll wy, Wy, Wy, w, désigne une base des entiers de K. Par conséquent, le lemme de
Chabauty s’applique, et il en résulte que la courbe (10) n’admet qu’un nombre fini
de points entiers.

Lorsque A= —1 on aura encore & traiter la possibilité £&' = +4¢. Dans ce cas il
faut seulement remplacer +1 par 0 dans 'équation (8) et 0 par 41 dans I’équation (9).
Lorsque A= —3 on aura encore & traiter les possibilités &£’ = + ¢ et = +p2. Dans

ces cas il faut seulement remplacer les termes & droite dans les équations (8) et (9)
par +31.
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Il est évident que la démonstration dans ces cas sera tout-a-fait analogue, et le
théoréme se trouve ainsi démontré dans tous les cas.

Dans un prochain travail nous allons montrer comment ce résultat peut étre
généralisé.

§ 5. Corps cyclotomiques et formes quaternaires

11. Résultats antérieurs dans les eas binaires et ternaires. Les corps cyclotomiques
K(£) ont beaucoup de propriétés qui facilitent les raisonnements et les calculs dans
leurs domaines. Pour cette raison il est souvent favorable de choisir de tels corps
pour objet d’étude.

Dans des travaux antérieurs nous avons établi quelques théorémes sur les formes
binaires construites sur un type de corps cyclotomiques; voir Nagell [4], § 6. Nous
avons, entre autres, démontré le théoréme suivant :

Sotent n=p*, ot p est un nombre premier impair, et & une racine primitive n-iéme
de Punité. De plus, soit O wn nombre entier, générateur du corps K(&), et considérons la
forme bingire de degré p(n)

ot N signifie la norme dans K(&). Désignons par M le nombre de solutions de Uéquation
O, y) -1 (1

en nombres entiers rationnels x et y. Alors, M est au plus égal & 6. Pour qu’on ait M >4
il faut et il suffit que G(x, y) soit équivalente & une forme N(x —ny), o n est une wnité
de degré @(n) dans K(&). Le cas M =6 est possible pour un nombre fini de classes de
Jormes, p. ex. pour la classe représentée par

Fy(x, y) = N(x—&y).
8i G(x, y) nest pas équivalente & une forme du type N(x—mny) on a M =2. Pour les
solutions y de (11) il 'y a que les trois possibilités y—=0, +1 et —1. On peut toujours

déterminer toutes les solutions de (11) lorsque 0 est donné.

Vu que le polynome G(z, y) est définite il est trivial que le nombre de solutions
de (11) est fini. Cependant, il n’est pas trivial que ’équation ternaire

N@+&y+&2) =1

n’admet qu'un nombre limité de solutions lorsque p>5 et 1 <m <p. Nous venons
d’établir ce résultat dans le numéro 5.

12. Cas quaternaire. Nous allons ajouter aux résultats précédents la proposition
suivante :

Théoréme 6. Soit & une racine primitive p-iéme de P'unité ot p est wn nombre pre-
mier =7, Alors Uégquation quaternaire
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N(@ &+ 2,82+ 2,8 + 2,84 = 1 (12)
wadmet qu'wn nombre fini de solutions en nombres entiers rationnels x,, %, 5, Z,.

Démonstration. 11 est bien connu que toute unité dans K(&) est égale au produit
d’une unité réelle par une puissance de &; voir Hilbert [10], p. 335. Par conséquent,
il résulte de I’équation (12) qu’on a

@ E+ 2,82+ g8+, £t = 8, V (13)

ol F est une unité réelle, et otr & doit parcourir toutes les classes de restes modulo p;
nous choisissons pour % les valeurs suivantes :

=0,1,2,...,4p—1), =1, =2, ..., —3(p—1).
L’équation (13) peut s’écrire
2 E L by a6 = B,
d’oi1, en substituant & par £-1,
2y 8" 2y B Y L =
Donc par soustraction
2E" T ET) h B 12y ra @ 8T =0 (14)

Il faut distinguer un certain nombre de cas selon la valeur de .

Cas I : h=0.
Dans ce cas nous aurons de (14)

@y(§—&71) + 2p(82 —E72) +25(8° — §73) a4 (84— £71) =0,
d’ol1, en multipliant par &%,
(8% — &%) +a5(8% — £2) +25(87 — &) +2,(£°—1) = 0.

11 est évident que cette relation entraine x, =x,=x,=x,=0, pourva que p>17. Pour
p="7on aura &; =x,=0 et zg=x,=+1.

Cas II : h=1.
Dans ce cas nous obtenons de (14), en multipliant par &3, la relation

w(E* — &%) +a5(85 — &) +2,(8°— 1) = 0.

Cette relation entraine évidemment z, =z, =z, =0, 2; = t+1.

Cas 111 : h=2.
Dans ce cas nous aurons de (14) aprés avoir multiplié avec §2 :

(@, —g) (£° — &) —ay(§*—1) = 0.
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Il faut done qu’on ait x; =z, et x,=0. Alors, 'équation (12) peut s’écrire
N+ (E+EY) =1,
ou le nombre &+&1 est de degré 1(p—1). D’aprés le théoréme de Thue le nombre

de solutions est fini :

Cas IV : h=3.
Si nous multiplions I’équation (14) par £2 nous obtenons

2y (61— 1)+ ( — ) (£ —&) = 0.
Cette relation entraine que z; =0 et z, =x,. Alors, 'équation (12) peut s’écrire
Nz +ay(6+&671) = L.

Aivsi, d’aprés le théoréme de Thue le nombre de solutions est fini.

Cas V : h=4.
Dans ce cas il résulte de I’équation (14) aprés la multiplication avec &2 :
(88— 1) +xy(£° — &) +ag(£1 - £%) = 0.

Cette relation entraine z; =2, =2,=0 et xy=+1.

Cas VI : 5<h<i(p-1).
En multipliant I'équation (14) par £"~! nous aurons

2 (87 1) g8 ) (81— E2) 4y (20— 89) = 0.

Vu que 25 —2<p—3 et que 2h—5=5 on en conclut x, =2, =23=x,=0.
Passons maintenant aux valeurs négatives de A.

Cas VII: 1< —h<(p—11).
En multipliant 'équation (14) par £*” nous aurons
$4(1 _58—210) +x3(§ *57—2}1) +2¢2(§2 __56— 2h) +x1(§3_§5—2&) — O
Vu que 8 —2h <p—3 on en conclut &, =x, =25 =2, =0.
Il reste encore & examiner les valeurs suivantes de 4 :

—3(p—9), —3(p-7), —¥(p-5), —3(»-3), —3(@-1).

Cas VIII : h=—1(p-9).
Pour raccourcir nous posons ¥ =1(p-1). En multipliant I’équation (14) par £”

nous aurons :
Tl =87 £y (=) ) (-8 = 0.
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Vu que &7 1= &2 £ 1l vient
B2 HEFE 4 4B Ly (E—EP ) 4 ay(B2—E0 ) (B3 8P =0,

11 en résulte évidemment x, =0 et ensuite z; =x, =13 =0.

Cas IX : h=—%(p—").
En multipliant I'équation (14) par & nous aurons

(82 —E77%) 4 ap(E —E77%) (1 -8 77) (6771 - 1) = 0,
Comme dans le cas précédent nous obtenons :
B (B —EP ) ay(E—E7 D) (25— (2 +HEHE+ . +E P HE ) =0,

On en conclut d’abord z;=z,, et ensuite z; =x,=0, done 3 =x,=+1.

Cas X : h=—3%(p-—5).
Par la méme méthode que dans les cas précédents nous aurons

2 (E—E" %) +ay(1 —E7 1) + 5877 — 1)+ 2§77 —£) =0,
d’ot (@ — 1) (E° 72 =) + (23 —22) (57 —1) = 0.
11 en résulte x, =z, et x,=1,; et I’équation (12) peut s’écrire
N(zy—z; +2,(E+E71) = 1.

D’aprés le théoréme de Thue le nombre de solutions est fini.

Cas XI:h=—%p—3).
Dans ce cas-ci nous aurons d’une fagon analogue :

(1 =8 71) +ay(E771 — 1) + g8 72— ) 4,870 —E2) = 0
et ensuite
(21— 29) 2 HE+E 4+ 8 1y —E) + @ (E770 -8 = 0.

11 en résulte x, =z, et en conséquence z;=x,=0, ce qui entraine x; =a,=+1.

Cas XII : h=—1(p-1).

Par la méme méthode nous aurons
T (8771 1) hay(E7 2 E) g £ —EY) +ay (87 -8 =00,
En y remplacant £ par —1—§—£2—...—&""% on voit qu’il faut que z; =0. Il en
résulte que x,=23=1x,=0, si p>7. Pour p=7 on aura &, =2, =23=0 et x,= + 1.

Par conséquent, le théoréme 6 se trouve démontré dans tous les cas.
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11 est évident que ’équation plus générale

N(xyon +ay00+x505+2,00) =4,

oll oy, oy, y €t o, sont des entiers dans K(&) tels que K(apor*, agart, ogg0p ) = K(£),
peut étre traitée avec la méme méthode. Pourtant, nous y renoncons vu que cela
entrainerait un travail trop étendu.
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