
A R K I V  F O R  M A T E M A T I K  B a n d  7 n r  27 

1.67 13 1 Communiqu6 le 25 Octobre 1967 

Sur les unit(~s dans les corps biquadratiques primitifs 

du premier rang 

Par TRYGVE NAGELL 

w 1. Introduction 

1. Representation de l'unit~ par une forme binaire biquadratique du premier rang, 
Le corps biquadrat ique engendrd par  une racine de l 'dquation 

. aox 4 +a113 + a212 + a 3 x  + a 4 = O, (1) 

aux coefficients a~ rationnels entiers, a 0 ~=0, irr4ductible dans le domaine rationnel, 
sera appel~ corps du premier rang, lorsque toutes les quatre racines de cette 6quation 
sont imaginai res . / )ans  des t r avaux  ant6rieurs nous avons 6tabli une classification de 
ces corps en 14 classes; voir  Nagell [1] 1, [2], [3] et [4]. 

Nousddsignerons  par  le symbole ((%, al, a2, a3, at) ) la forme binaire biquadrat ique 

ao xa + al xay + a~ x2y ~ + aa xy  a + a 4 y ~, (2) 

off les coefficients a i sont des entiers rationnels. Le discriminant de cette forme a pour  
expression 

4(4a0a 4 _ a l a a + ~ . 2 ~ a  1124a_ a a + t v 2 ) - - ~  . 2 4 3 a l a 2 a a - ~ a ~ - 9 a o a ~ - - 9 a l a a )  ~. 

Lorsqne les corps engendrds par  l 'dquation (1) sont du premier rang, nous dirons que 
la forme est du premier rang. Lorsque les corps appar t iennent  ~ la classe Z, nous dirons 
que la forme (2) appart ient  ~ la catggorie Z. Les formes dquivalentes appar t ienuent  
s la m~me catdgorie; elles reprdsentent  les m6mes nombres  entiers, et le nombre  de 
reprdsentations d ' un  nombre  donnd est le m~me. 

Dans un travail  rdcent nous nous sommes occupds de la reprdsentat ion de l 'unitd par  
une forme binaire du premier rang lorsque les corps engendr~s par  la forme admet t en t  
au moins un sous-corps quadratique;  voir [3]. Nous avons montrd comment  on peut  
reconnaltre s'il existe des reprdsentations ou non, et comment  on peut  d~terminer 
toutes les reprdsentations eventuelles. Le nombre  de representations est au plus dgal 
~8.  

Cependant,  les mdthodes dont  nous nous sommes servies dans le travail  [3] ne 
sont  pas applicables lorsque la forme appar t ient  ~ la catdgorie 1. La  classe 1 est 
constitude des corps primitifs du premier rang. 

Les num6ros figurant entre crochets renvoient k la bibliographic plac~e k la fin de co tra- 
vail. 
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Dans le prdsent travail  nous allons trai ter  la question de la reprdsentat ion de 
l 'unitd par  les formes de la catdgorie 1. Cependant,  pour le moment ,  nous nous bornons 
au cas des formes du type  

((1, - p ,  q, - r ,  1)). (3) 

Un  essai (non publid) d 'Adolf  af Ekens tam afin de montrer  qu 'une  forme de ce 
type  (appartenant  ~ la catdgorie 1) admet te  au plus six reprdsentations de l 'unitd 
n 'es t  pas rdussi. En  effet, sa ddmonstrat ion repose sur certaines suppositions sous- 
entendues qui ne sont pas en gdndral rdalisdes; comparez mon travail  [3], p. 481 et 
p. 512. 

Dans ce travail-ci nous allons dtablir un  rdsultat plus prdcis sur la forme (3) lors- 
qu'elle appart ient  ~ la catdgorie 1. En  effet, d 'aprbs ce rdsultat  la forme n ' adme t  que 
les quatre reprdsentations triviales, exception faite d ' un  peti t  nombre  de cas dans 
lesquels il y a exactement  six reprdsentations de l 'unitd. 

Le problbme plus gdndral relatif ~ la reprdsentation de l 'unitd par  une forme du 
type  

((1, - p ,  q, - r ,  s)), 

off s > 1, de la catdgorie 1, sera sujet d 'un  prochain travail. 
Nous prdsentons en outre quelques rdsultats sur Its corps biquadrat iques du 

premier rang appar tenant  k u n e  classe quelconque; voir Its Thdor~mes 1 et 2. Dans 
le Thdor~me 8 il s 'agit  de tous le s  corps biquadratiques sauf les corps primitifs d ' un  
rang > 1. 

2. Propri~tfis g~n~rales des unitfis dans les corps primitifs du premier rang. Soit K 
un corps biquadrat ique du premier rang appar tenant  s la classe 1. Toute  unitd 
irrationnelle dans K est du quatri~me degrd, et elle n 'est  jamais une racine de l 'unitd. 
Soit ~ une unitd dans K, racine de rdquat ion  s coefficients entiers rationnels 

/ ( x ) - x  4 ax a+bx  2 - c x +  l = O .  (4) 

Nous supposons que ]~ ] > 1. Si ~1', ~" et ~ "  sont les autres racines de l 'dquation (4), 
et  si ~ et ~' sont imaginairement conjugudes, nous avons 

I~1 = I~'1 >1  et I~"l - I ~ H ' I  = [z]] -1<1"  

Vu que/(1)  >~ 1 e t / ( -  1)~> 1 les coefficients dans (4) satisfont aux indgalitds suivantes 

b > ~ a §  (5) 

I1 en rdsulte par  addit ion 
b ~  - a - c - 1 .  (5') 

b>~ - 1 .  (5") 

De la thdorie de l 'dquation biquadrat ique on obtient  le rdsultat que voici : 
La condition ndcessaire et suffisante pour  que le corps K(~) ddfini par  (4) soit du 

premier rang est que le discriminant D(~) soit positif, et qu ' au  moins une des condi- 
tions suivantes soient remplies : 

b -  ~a2>~O' } 

(b - ~ a~) 2 <~ 4 - ac § !4 a S b - ~ a 4. (6) 
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D 'a i l l eurs ,  il est  ~v iden t  q u ' o n  p e u t  r emplace r  ces indgali tds pa r  les su ivan tes :  

b-~c~>~O'  } 

(b  - ~ c~)  2 ~< 4 - ac  § ~ bc ~ - ~ c 4. 

On d d m o n t r e  sans  diff icul tg le 

(6') 

L e m m e  1. II  n' y a qu' un nombre / ini  d'unit~s ~1 ayant les propridtgs suivantes : ~ est 
du quatri~me degrd; routes les quatre unit~s conjugude8 sont imaginaires; on a 1 < ] ~1 ] < k, 
o2 lc est un nombre positi/ donnd. Toutes ces unitgs peuvent gtre dgtermindes par un nombre 
/ in i  d' opdrations. 

E n  effet0 si ~1 est  r ac ine  de l ' d q u a t i o n  (4) les coefficients  son t  born~s  pa r  les indga-  
litds 

]a[ < 2 / c + 2 ,  [c[ < 2 / c §  - 1  • b < ] c 2 §  (7) 

Supposons  m a i n t e n a n t  q u ' o n  a 

= u + v i ,  ~ ' = u - v i ,  ~ " = z + w i ,  ~ " = z - w i ,  

off u, v, z et  w son t  r~els. Ic i  on  p e u t  t o u j o u r s  supposer  que v e t  w son t  posit ifs.  Les 
coeff icients  a, b et  c son t  donn6s  p a r  les r e l a t ions  

a = 2 u + 2 z ,  b = u  2 §  2 §  2 + w  ~+4uz, 

c = 2z(u 2 + v 2) + 2u(z 2 + w2). 

On m o n t r e  a i sdmen t  q u ' o n  a u ~:0. E n  effet, p o u r  u = 0  on  a u r a  

=vi ,  ~ ' = - v i .  

I1 en  rdsul te  a = 2z, et  v u  que  ~ " ~ "  < 1 on  a u r a  �88 2 + w 2 < 1. I1 f a u t  donc  q u ' o n  air  ou 
a = 0  a u  a = _ + l .  Si a = 0  on  o b t i e n t  z = 0  et  c = 0 .  D o n c  b = v 2 §  -2, et  ~ est  r ac ine  de 
l ' d q u a t i o n  

x 4 + (v 2 + v -2) x 2 + 1 = 0. 

Or, cet te  d q u a t i o n  engend re  des corps impr imi t i f s .  
_ _ 1  Si a = l  on  o b t i e n t  z--2- , c = v  2 et  � 8 8 2 4 7  V u  que  b = v 2 + ~ §  2, il e n  rdsu l t e ra i t  

que  la diffgrenee b - c  sera i t  pos i t ive  et  < 1. Con t rad ic t ion .  Donc ,  on  a t o u j o u r s  
u 4 0  d a n s  u n  corps pr imi t i f .  P a r  u n  r a i s o n n e m e n t  ana logue  on  m o n t r e  aussi  que 
z :~0. E n  effet, soit z ~ 0 ,  e t  r e m p l a c o n s  ~ p a r  l ' un i t~  

On  a u r a  alors 

= (~,,,)-1 = iw-1. 

~' = (~]")-1 = __ iw-1 

et  = I t ' l  > 1, I "l = I t"]  < 1 . 0 r ,  n o o s  v e n o n s  de montrer  que la partie  r elle de 
n e  p e u t  pas  s ' a n n u l e r .  D o n c  z ~:0. 
D a n s  ce r ta ins  cas il est  a v a n t a g e u x  d 'op~re r  avec  u n e  un i td  off z e s t  posit if .  Si z 

est  n~gat i f  = - z  I on  p e u t  alors passer  ~ l ' un i td  ~1 = - ~ -  
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Pour  les calculs numdriques il est en gdndral prat ique et suffisant de supposer que 
a~>0. 

3. Formes et unit~s. Considdrons main tenant  l 'dquation 

2Y ( x - y ~  ) = x 4 - axay + bx2y 2 - cxy  a + ya = 1, (8) 

off ~] est l 'unitd ddfinie dans le numdro prdcddent. Nous allons chercher les solutions 
de cette dquation en nombres  entiers rationnels x et y, en ndgligeant les quatre  solu- 
tions triviales avec x y = O .  Soit ~ l 'unitd fondamentale  dans l 'anneau R(zl), choisie 
parmi les quatre possibilitds. Nous supposons dans la suite que ~ est racine de l 'dqua- 
t ion s coefficients entiers 

x ~ - p x  a + qx ~ - rx  § 1 = O. 

Supposons de plus que I~l > 1. Ddsignons par  ~', ~" et ~,,t les trois autres racines de 
cette dquation de fagon qu 'on  air 

= I '1 > 1 ,  I "1 = I "1 = I~[ - 1 < 1 .  

Pour  obtenir que ~ = u + vi, u et v rdels, soit un ivoquement  ddterminde il suffit de sup- 
poser que v >0.  

Vu que ~ est l 'unitd fondamentale  dans l ' anneau RO/) nous avons dvidemment  

+9 =~', 

oh M est un  nombre  naturel  ~> 1. I1 rdsulte de l 'dquation (8) que 

x T y~M= ++ ~N, 

off N e s t  un  nombre  entier rationnel. En  choisissant les signes des nombres  x et y 
d 'une  fagon apte nous pouvons dcrire cette relation sous la forme 

x __y~M= ~N. (9) 

Lemme 2. D a n s  la re lat ion (9) on p e u t  supposer  que N e s t  pos i t i / .  

Dgmons t ra t ion .  Supposons que 

x-y~M= ~-~, 

off H est un  hombre  naturel,  et posons ~ = ~ - L  Alors on aura en mult ipl iant  par  ~M, 

x ~ M _ y  = ~H+M, 

Off H + M > M > ~ I .  Nous avons I~1 <1  et I$"] >1 .  I1 suffit donc de passer du corps 
K(~) au corps K(~") ,  en dehangeant  x par  - y e t  y par  - x .  

Lemme 3. D a n s  la relat ion (9) on a ou  

OU 

s i  l y J =1  il iaut que I z l = l.  
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Ddmonstration. I1 rdsulte de (9) qu 'on  a 

et  donc, vu  que N ~> 1, 

A R K I V  FOl l  MATEMATIK.  B d  7 n r  2 7  

x--y(~")M=(~") ~, 

ixl ~< ly(~")~i + i~"l N< iyl +1, 

d'ofi I xl ~<IY[' Les nombres  x et y dtant  premiers entre eux le signe d'dgalit6 est 
possible seulement pour  I xl = i Y] = 1. Aut rement  on aura (10). 

Lemme 4. Dans la relation (9) on peut supposer que 

N > M > I .  (11) 

D~monstration. I1 est dvident que nous pouvons faire abstract ion du eas [x [ = [y[ = 1. 
Nous aurons d ' abord  de (9) 

i~l N:  Ix-y~Mi >~ i i x l -  ly~Mli �9 (12) 

D'apr~s la relation (10) dans le Lemme 3 nous aurons 

i y l . i ~ l ~ > i y i  ~>lxi +1 

Done, l'indgalitd (12) peut  s'dcrire 

d ' oh  suit, vu  que lY] >~2, 

i ~ ] ~ - i ~ i - > ~ ( i y i - 1 )  ([~jM_I) >0. 

I1 en rdsulte que N > M, et le Lemme 4 se t rouve ddmontrd. I1 est dvident que N >~ 4. 

Lemme 5. Dans la relation (9) on peut supposer que (M, N) = 1. 

Ddmonstration. Supposons que (M, N ) = d > l ,  et posons M = d m  et N = d n ,  oh 
(m, n) = 1. Si nous posons ~:1 = ~d la relation (9) deviendra 

rn x - ~1 y = ~ .  

Le nombre  ~:1 est du quatri~me degr4. En  effet, si ~1 est rationnel = + 1 on obtiendra 
~a = + 1. Or, cela est impossible vu que ~ n 'est  pas une racine de l 'unitd. ~1 n 'est  pas 
du second degr6 non plus vu que K(~), 6tant  primitif, ne contient  aucun sous-corps 
quadrat ique.  

Nous nous proposons dans ce qui suivra de d4terminer toutes les relations du type  
(9), off les nombres  x, y, M, N et ~ satisfont aux conditions indiqu4es dans ce numdro, 
y compris les Lemmes 2, 3, 4 et 5. Ces relations seront appeMes relations propres, 
saul  dans le cas de Ix] = ]y] = 1. 

On obtient  toutes les relations impropres, off les valeurs ndgatives sont  permises 
pour  M e t  2Y, de la manibre suivante : 
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P a r t a n t  d 'une  relation propre (9), off N > M >~ 1, on aura en divisant par  ~ i  : 

Si dans (9) 

_ y  + x ~ - M =  ~ - - i .  

IX] --1 on obtient  encore la relation 

x+xy~M N= ~-N. 

Enfin, s'il existe pour  ~ - ~ - 1  u n e  relation propre 

avec N > M ~> 1, on aura aussi 

x - y$M = ~N, 

x - - y ~  M=~ N. 

La section suivante sera consacrd au cas particulier I xl = l y I =  1. Le problbme ~ 
corrcspondant  sera r6solu compl~tement pour t o u s l e s  corps biquadratiques du  
premier rang. Dans le w 3 nous allons ddterminer toutes les solutions de quelques 
dquations du t ype / (x ,  y ) =  1, off/(x, y) ddsigne certaines formes binaires biquadrati-  
ques du premier rang. Dans le w 4, nous considdrons les unitds s discriminant donnd 
dans les corps biquadratiques.  Dans le w 5, il s 'agit  de quelques consdquences de 
l 'dquation (9). Dans le w 6, nous ddmontrerons que l 'exposant  M est impair pour  
I xy  [ >~ 2, sauf dans un nombre  fini de cas. Le w 7 contient des lemmes sur les exposants  
M ct N. Dans le w 8, nous allons dtablir quelques indgalitds pour les coefficients p, q 
et r, et puis nous montrerons  que le cas M = 1 est impossible lorsque [xy[ >~ 2. Dans  
le w 9, il s 'agit  de quelques indgalitds pour  certaines fonctions trigonom~triques. 
Enfin, dans le w 10, apr~s avoir  traitd le cas de M ~ 3 ,  nous arrivons au thdor~me 
principal sur le hombre  de reprdsentations de l 'unitd par  un type  de formes binaires 
biquadrat iques primitifs du premier rang. 

w 2. Les cas dans lesquels ~i et I - ~  sont s imultan~ment  des unit~s 

4. Precision d 'un  r~sultat ant~rieur. Dans le travail  [2J nous avons dtabli le rd- 
sultat  suivant : 

Th~or~me 1. Dans un  corps biquadratique du premier rang il n' existe qu' un hombre 
/ in i  d'unit~s E et E 1 tels qu'on ait 

E + E 1 = 1. (13) 

I1 est possible de reconnaitre s'il y a des solutions ou non de cette relation, et les solutions 
eventuelles peuvent ~tre ddtermindes par un nombre ]ini d'opdrations. 

S i  m ddsigne le nombre de relations du type (13), sans compter la permutation de E et 
El ,  on a de plus : 

Dans les corps appartenant aux classes 5, 7, 8, 9 et 10 on a m =0, exception/ai te  des 

corps particuliers dans les classes 5, 7 et 9 qui contiennent le hombre V5 et par  suite les 
trois relations 1 + ~ - ~ 2 - 0 ,  1 - ~ §  et 1 - ~ - 1 - ~ - 2 = 0 ;  donc m = 3  dans ces cas. 
Dans les corps appartenant aux classes 11 et 12 on a m = 1, correspondant & la relation 
1 §  § - 0 ,  exception/aite du corps K(~, ~) o/e l'on a m =4  correspondant aux relations 
avec e et ~ que nous venons d'indiquer. 
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Considdrons ensuite les classes 1, 2, 3 et 4, et soit ~ l 'unitg /ondamentale dane le corps 
en question, choisie de /a~on qu'on air [e] >1 .  Alors on a m = 0  dans les corps apparte- 

nant  h l 'une ou l'autre des deux classes 1 et 2, pourvu  que ]~[ ~ ~2. Dans  les corps 

appartenant  ~ la classe 3 on a aussi  m=O,  pourvu  que It[ ~1( 1 + ]/5). Dans  lee corps 
appartenant  h la classe 4 on a m = 1, correspondant ~ la relation 1 + ~ + ~ = O, pourvu  que 

I t[  >�89 + ]/5). 
D a n s  le corps de la classe 13, engendrd par  le nombre e ~/~, on a m =0.  
Dans  le corps de la classe 6 on a m = 9; et les relations sont : 

1 + } :  - } s  = O, 1 - -  ~ ,~ . - -1  - -  ~ - 1 e - 1  = O ,  1 + } - 2  _ } - 1  e = O, 

1 - ~ - 1  _ ~ 2 e - 1  = O, 1 - ~ 2 ~ _  ~ -2  s = O, 1 - $ - ~ - 2 ~ - ~  = O, 

1 + e - s 2 = O ,  1 - e + e - l =  O, 1 - 8 - 1 - t ~ - 2  = O, 

o~ ~ = e ~"~ et ~ = �89 (1 + ] /5) .  

Daws le corps de la classe 14 on a m =7;  et les relations sont : 

1 + 2 -1 - ~-2~. = O, 1 -]- ~ - - ~ - 1 s  = O, 

1 - -  ~e  + ~2e - -  O, 1 - -  ~ - -  ~ - - 1 / : . - - 1  = O ,  

o~t ~ = e  ~/6 et e =  1 + ~ .  

1 - ~ E  - 1  - -  ~ 2 ~ . - - 1  __  O ,  

l _ ~ - i  + ~ - 2 s - 1  = O, 1 + ~  + ~ 2  = O, 

Pour  la classification des corps biquadrat iqucs de rang 1 voir [2], w 3 ou [3], w 2. 
Grace ~ nos %sultats dans le travail  [3] nous pouvons main tenan t  rdsoudre le probl6mo 

compl~tement pour les classes 2, 3 et 4 aussi dans les cas off 12] < ]/2 ou <�89 + ]/5). 
E n  effet, nous allons montrer  qu 'on  a le 

Th6or~me 2. Dane la classe 2 on a tou]ours m =0.  

Dans  la classe 3 on a m = O, exception ]aite du cas suivant  : S i  ~1 ddsigne une racine de 
l ' ~quat ion 

x 4 + x 2 - 2 x  + 1 = 0 (14} 

on a dane le corps K(~]) m = 3  avec les relations suivantes : 

~ + ~ h = l  ' ~{-1 ~ ] 1 1 = 1  ' ~/-1 ~1 I~11=1. 

Le discr iminant  du corps K(~)  eat =272.  
Dans  la classe 4 on a m = 1 avec la  relation 1 + e  +~2 =0 ,  except ion/ai te  des deux cas 

suivants  : 

1 ~ Si  ~1 ddsigne une racine de l'dquation 

x 4 - 2 x 3  + x  + l = 0 (15) 

on a dane le corps K(~) m = 4  avec lee relations suivantes : 

~ / + ~ h = l ,  ~ - 1 - ~ 1 - 1 ~ h = 1  , r~l lLv]~]{l=l ,  1 + ~ + ~ ) 2 = 0 .  

Le discr iminant  du corps es t=189.  
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2 ~ S i  ~ d~signe u n e  rac ine  de l Y q u a t i o n  

x 4 - x  a - x  2 + x + l  = 0  (16) 

o n  a d a n s  le corps K(~) m = 10 avec les re la t ions  su i van t e s  : 

~ §  ' _ $ + ~ 2 = 1  ' ~-1 ~ 1 ~ 1 = 1  ' 

~11 ~ 1 1  : 1, ~2~ -1 --  ~ 1 = 1, ~21 § ~ 2 1  : 1, 

~§ ~ 1--~--1~1--1 , ~11--~11=1, 1§247 

oR ~ - - - Q ~  est rac ine  de l Y q u a t i o n  

x 4 - 2 x  a § 2x 2 - x  + 1 = 0. (17) 

L e  d i s c r i m i n a n t  d u  corps e s t -  117. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  Soit E une unit~, racine de l 'dquat ion 

x a - p x  a + q x  2 - r x  + 1 = O. 

Pour  que 1 E soit aussi une uni t~ il faut  que la forme 

N ( x  - E y )  - x a - p x 3 y  + qx2y 2 - r x y  a + y4 

air (au moins) six rep%senta t ions  de l 'unitd.  Dans  la classe 2 il n ' y  a pas de formes 
ayan t  six rep%sentat ions;  voir thdor6me 5 dans [3]; donc on a dans ce cas m - 0 .  

Dans la classe 3 route forme ayan t  six rep%sentat ions  est dquivalente ~ la forme 

x ~ + vex2y 2 _ 2 v x y  3 + yr 

off v est un  nombre  na ture l  quelconque; comparez th6or6me 3 dans [3]. Soit E une 
racine de l '6quat ion 

x ~ + v2x 2 - 2 v x  + 1 = O. 

Pour  que 1 -  E soit une  uni t6 il faut  6videmment  que v = 1. Cela ddmontre  not re  
assert ion sur la classe 3. 

Dans  la classe 4 route forme ayan t  exac tement  six reprdsentat ions est ~quivalente 
une forme du type 

x 4 + 2tx3y + (t 2 + hi) x2y 2 + h i  t x y  a + y~, 

off h 1 = _+ 1 et oft t est un  nombre  na ture l  quelconque, exception faite du cas t = 2, 
h a -  § 1; voir th6or6me 3 dans [3]. Encore, route forme a y a n t  hui t  rep%senta t ions  
est dquivalente 

voir  th6orbme 2 dans [3]. 

366 

x 4 _ x3y _ x~y2 + xya + y4: 



ARKIV FOR MATEMATIK. B d  7 nr 27  

Ddsignons p a r  ~ une rac ine  de l ' 6qua t ion  

x 4 + 2tx  a + (t 2 + hi) x 2 + h 1 tx  + 1 = O. 

Pour  que 1 - ~  soit, une uni t6 il f au t  qu 'on  ai r  

l + 2t +t2 + h l  + h l t  = 0 .  

Cette  dquat ion  peu t  s 'dcrire 

(18) 

(1 §  (1 + t  §  = O. 

Supposons  d ' a b o r d  que t = - 1. Pour  h 1 = - 1 on au ra  alors 

~ f l - 2 ~ 3 + ~ + 1  = 0  

avec  le d i sc r iminan t  D ( ~ ) =  189. 
Pour  t = - 1  et  h 1 = + 1 on au ra  

~ a - 2 ~  a +2~] 2 - ~  + 1 = 0, 

avec  le d i sc r iminan t  D = 117. 
E n  p r enan t  1 + t + h l = 0  et  h 1 -  + 1  on aura  t =  - 2 ,  ce qui donnera  

~4 _4~3 +5~] - 2 ~ / +  1 = 0, 

avec  D = 144; ~ a p p a r t i e n d r a  alors ~ la classe 14. 
E n  p r e n a n t  1 + t + h ~ = 0  et  h i =  - 1  on aura  t = 0 ,  ce qui  donnera  

~ 4 - ~ 2 + 1  = 0 .  

Aussi  darts ce cas ~ a p p a r t i e n d r a  ~ la classe 14. 
Ddsignons pa r  ~ une rac ine  de l ' 6qua t ion  (16) qui a l e  d i sc r iminan t  D ( ~ ) =  117. Les  

corps engendrds pa r  les dquat ions (17) et  (16) sont  les m6mes. X1 y a une rac ine  ~ de 
(17) tel le  que ~ = -~2~2, off Q est une rac ine  de x 2 + x + 1 = 0. Le nombre  117 reprdsen te  
la va leur  m i n i m u m  possible  pour  les d i sc r iminants  des corps b iquadra t iques  du pre-  
mier  rang;  voir  Hasse  [6]. 

Considdrons m a i n t e n a n t  le corps engendr6 p a r  ~, rac ine  de l 'dqua t ion  (15), e t  
posons  ~ = 1 - ~ .  Alors,  il est  dvident  que, dans  ce corps, m =4 ,  e t  qu ' i l  n ' ex i s t e  pas  
d ' au t r e s  re la t ions  que celles donndes dans  le Thdorbme 2. 

E n  passan t  au  corps engendrd p a r  ~, rac ine  de l '6qua t ion  (16), on voi t  que les nom- 
bres ~x = 1 - ~  et  ~ 2 - 1  + ~  sont  des unitds. Encore,  si ~ = - ~  est  une rac ine  de l '6qua-  
t ion  (17) le hombre  ~1 = 1 - ~  est  unc unit6. Done, on t rouve ra  qu ' i l  exis te  e x a c t e m e n t  
d ix  re la t ions,  savoi r  les re la t ions  indiqudes dans  le Thdorbme 2. 

I1 reste  encore ~ dd te rminer  routes  les re la t ions  du  t ype  (13) dans  les corps de la  
classe 1. b~ous allons faire cela darts le numdro suivant .  

5. Solution complete du probl~me dans la  classe 1. 

D 'apr~s  le numdro 3 il s ' ag i t  de la r6solut ion comple te  de l ' 6qua t ion  

+ I + ~ M = ~  N, (19) 
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off N > M ~> 1 et (M, N ) =  1, le nombre  ~ &an t  l 'unitd fondamenta le  dans l ' anneau 

R(~ M)-R(~) ,  lorsque 1 < ]~[ < 1/2. Nous supposons que ~ est racine de l 'dquation k 
coefficients entiers rationnels 

~4_pSa +q~2 - r ~  + 1 = O, 

off p>~0. D'apr~s le Lemme 1 et les indgalit~s (5") ct  (7) nous aurons alors (pour 
k=V2) : 

0 ~ p < 4 ,  Jr[ <4 ,  - l ~ < q < 6 .  (20) 

Encore,  d 'apr6s les indgalit6s (5) il est 6vident qu 'on  a 

q > ~ p + r - 1 ,  } 

q>~ - p - r - 1 .  
(21) 

La relation (19) entralne que Fun ou l 'autre  des deux nombres  1 - ~  et 1 +~  est une 
unit& En  effet, prenons d ' abord  le cas 

+__~M-- ~N--1. 

Le terme s droite est divisible par  ~ - l,  et ce nombre  est donc une unit& Considdrons 
ensuite la relation 

- I + U = U .  

Ici  le terme s gauche est divisible par  ~ - 1, et ainsi ce nombre  est une unit& Enfin, si 
nous avons la relation 

--1 _ $ M =  ~eN, 

le nombre  1 +~ est une unitd lorsque M est impair. Si M est pair, N e s t  impair d'apr~s 
le Lemmc 5; alors 1 + $  est un  diviseur de 1 +~N et par  consdquent une unit& Donc, si 
nous posons 

/(x, y) = x 4 - p x 3 y  + qx2y 2 - rxy a + ya, 

nous avons ou/ (1 ,  1 ) = 1  ou/ (1 ,  - 1 ) = 1 ,  c'est-s ou 

q = p + r - 1  (22) 

ou q = - p  - r - 1. (23) 

Pa r  consdquent, les coefficients p,  q et r sont limitds par  les relations (20), (21), (22) et 
(23). Les rdsultats des calculs numdriques sont donn6s dans le tableau suivant,  
off nous indiquons le discriminant D du corps ainsi que la classe. Ndg. signifie que D 
est ndgatif. 

On observe que dans ce tableau un corps primitif (classe 1) ne paral t  que pour  le 
discriminant D = 229. On montre  aisdment qu'il  s 'agit  dans tousles  six cas du m6me 
corps, ou plut6t  du m6me quadruple t  de corps. 
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p r q D Classe 

0 0 - 1  144 14 
0 ~ 1 0 229 1 
0 •  1 272 3 
0 • 3 2 117 4 
0 •  3 n6g. 
1 0 0 229 1 
1 1 1 125 6 
1 2 2 117 4 
1 3 3 229 1 
1 4 4 n6g. 
1 - 1  - 1  117 4 
1 - 2 0 189 4 

I - 3 1 n6g.  

i - 4 2 n6g .  

2 0 1 272 3 
2 1 2 117 4 
2 2 3 0 
2 3 4 125 6 
2 4 5 144 14 
2 - 2 - 1 0 

p r q D Classe 

2 - 3 0 n~g. 
2 - 4 1 n6g. 
2 - 1  0 272 3 
3 0 2 117 4 
3 1 3 229 1 
3 2 4 125 6 
3 3 5 117 4 
3 4 6 229 1 
3 - 1 1 n6g. 
3 - 2 0 n6g. 
3 - 3 - 1 n6g .  

3 - 4 0 n~g. 
4 0 3 n6g. 
4 1 4 n6g. 
4 2 5 144 14 
4 3 6 229 1 
4 - 1 2 n6g. 
4 - 2 i n6g. 
4 - 3 0 n6g .  

4 - 4 - 1 n6g .  

O n  e n  o b t i e n d r a  le r ~ s u l t a t  s u i v a n t  : 

T h 6 o r ~ m e  3. Dans la classe 1 on a m -  O, exception /aite du cas suivant : S i  
d&igne une racine de lYquation 

x 4 - x  + 1 = 0 (24} 

on a dans le corps K(~]) m = 3 avec les relations suivantes : 

~ / - r / 4 =  1, r 1 - 1 + ~ / 3 =  1, r / - a - r ]  - 4 -  1. 

Le discriminant du corps est = 229.  

P o u r  a c h e v e r  la  d d m o n s t r a t i o n  il s u f f i t  d ' o b s e r v e r  les  f a i r s  s u i v a n t s  : L ' d q u a t i o n  

x 4 - x  a + 1 = 0 

a la  r a c i n e  ~]-1, l o r s q u e  ~] e s t  u n e  r a c i n e  d e  (24). L ' d q u a t i o n  

x 4 - 3 x  a + 3 x  2 - x + l = 0  

a la  r a c i n e  ( ~ ] -  l)~] - 1 =  ~]3. L ' 4 q u a t i o n  

x 4 -  x a § 3x  2 - 3x  § 1 = 0 

a d m e t  la  r a c i n e  ~ ( ~ ] -  1 ) - 1 =  ~-a .  L ' d q u a t i o n  

x a -  4x  a + 6x  2 - 3x  + 1 = 0 

p o s s ~ d e  la  r a c i n e  1 - ~  = _ ~ a ;  e t  l ' 6 q u a t i o n  

x a - 3x  a + 6x  2 - 4x  + 1 = 0 
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a la rac ine  (1 _ ~ ) - 1 =  ,~]-4.  Toutes  les dquat ions ont  le d i sc r iminan t  229, qui  est  la  
va leur  m i n i m u m  des d i sc r iminants  dans  les corps b iquadra t iques  pr imit i fs .  

On v6rifie a is4ment  que les formes 

((1, 0, 0, - 1 ,  1)), ((1, - 1 ,  3, - 3 ,  1)) e t  ((1, - 3 ,  6, - 4 ,  1)) 

sont  dquivalentes.  Nous allons prdciser  ce fair  dans  le chapi t re  su ivan t  (Thdor~me 5). 

w 3. Sur quel~es formes particuli~res 

6. On ddmont re  a isdment  le 

Lemme 6. Les  corps cngendrgs p a r  l 'dquat ion 

x 4 + qx  2 - x + 1 = 0, (25) 

ole q est u n  ent ier  ra t ionne l  >~0, ont  le rang  1 et i ls  sont  p r i m i t i / s .  

E n  effet, il est  dvident  que l ' dqua t ion  (25) n ' a d m e t  aucune  rac ine  rdelle. Pou r  
m on t r e r  qu ' i l  n ' y  a pas  de sous-corps quad ra t ique  il suffit  de cons ta te r  que la rdsol- 
van te  cubique 

z 3 + 2qz 2 + (q2 _ 4) z - 1 = 0 

n ' a  pas  de racine rat ionnel le ;  comparez  [1], p. 349. 

Th~or~me 4. I I  y a exactement  6 so lu t ions  de l 'dquat ion 

x 4 _ xy3 + y4 = 1 (26) 

en hombres  entiers ra t ionnels  x et y,  savoir  x = O, y = +_ 1; y = O, x = • 1; x = y = • 1. 
S i  q est u n  cnt ier  ra t ionne l  ~ 1, l 'dquat ion 

/ (x ,  y) = x ~ + qx2y 2 - x y  a + ya = 1 (27) 

n ' a d m e t  p a s  d 'au tres  so lu t ions  en hombres  entiers ra t ionne ls  x et y que x = 0 ,  y = _+ 1; 
y = O ,  x =  +_ 1. Cela cst auss i  vrai  p o u r  l 'dquat ion 

g(x, y) ~-- x 4 + 2qxay + (2 + q2) x2y2 + (2q - 1) x y  a + y4 = 1, (28) 

s a u /  s i  q = 2, dans  quel  cas i l  y a aus s i  les so lu t ions  x = - y = +_ 1. 

Ddmons t ra t ion .  Pour  d tabl i r  ce rdsu l ta t  sur les dquations (26) et  (27) il suffit  dvidem- 
m e n t  de supposer  que x et  y sont  t o u s l e s  deux  >1 .  S i x > y  on a ](x, y) > q x e y e + y 4 > l ;  
s i x  < y on a / (x ,  y) > x 4 + qx2y 2 > 1. Cela dgmont re  le thdor~me pour  r 4 q u a t i o n  (27). 
Pour  l 'dqua t ion  (26) on a seulement  ~ me t t r e  q = 0 .  

L 'dqua t ion  (28) peu t  s 'dcrire 

g(x, y ) =  @2 + q x y  + y2)2 _ x y a =  1. 

Pour  q = 2 seulement  on a la possibi l i td x = - y = _+ 1. Donc,  comme tou t  s l 'heure  il 
suffit  de supposer  que x et  y sont  >1 .  Si x > y  on a g(x, y ) > x a - x y 3 > l ;  si x < y  on a 
g(x, y ) > y 4 _ x y a >  1. Ainsi  le Thdor~me 4 se t rouve  ddmontr~.  

Nous allons y a jou te r  les deux  rdsul ta t s  su ivants  : 
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Th6or~me 5. II  y a exactement 6 solutions de lYquation 

/(x, y)=-- (x 2 + 3xy + y2)~ - xy(3x +y)2 = 1 (29) 

en nombres entiers rationnels x et y, savoir x =0,  y = _ 1; y =0,  x = -4-1; x = -4-1, y = T3 .  

Th6or~me 6. I l  y a exactement 6 solutions de lYquation 

g(x, y) =-- (x ~ + 3xy + y~)2 _ xy(2x + y)~ = 1 (30) 

en hombres entiers rationnels x et y, savoir x =O, y = ___ 1; y = 0 x = _+ 1; x = + 1, y = -T-2. 

Dgmonstration. Consid~rons d ' abord  l 'dquat ion  (29). Si x y ( 3x +y ) : f O  il suffit 
~v idemment  de supposer que x et y sont  tous le s  deux >~ 1. Alors on a pour  toutes  ces 
valeurs de x et y 

/(x, y) = (x ~ - ~ xy) ~ + ~ x ~ y2 + 5 x j  a + y4 > 1. 

Considdrons ensuite l 'dquat ion (30). Si xy (2x+y)~ :0  il suffit ~videmment  de sup- 
poser que x et y sont t ous l e s  deux >~ 1. Alors on a 

g(x, y) = x 4 § 2x3y § 7x2y 2 + 5xy a § y4 > 1. 

Cela ddmontre  les deux th~or~mes. 

Ddsignons par  ~ = u  +vi, u et v rdels et v >0 ,  une racine de l '~quat ion  x 4 - x  § 1 = 0  
telle que ]~] > 1. On mont re  ais~ment que ~ est l 'un i td  fondamenta le  de l ' anneau  
R(~) et m~me du corps K(~). Alors le thdor~me sur l 'dquat ion  (26) dit  que la relat ion 

ne peut  subsister que pour  x = l ,  y = 0 ,  N = 0 ;  x = 0 ,  y =  - 1 ,  N = I ;  x =  - 1 ,  y = - l ,  
N = 4 .  

Ddsignons ensuite par  z] une racine de l 'dquat ion  

x4 + q x 2 - x  + l = 0  

telle que ] ~/[ > 1. Alors le thdor~me sur l 'dquat ion (27) dit  que la relat ion 

off H est rat ionnel ,  pas n6cessairement entier, n ' es t  possible que pour  x = l ,  y = 0 ,  
H = 0 ;  x = 0 ,  y =  - 1 ,  H = I .  

Le th6or~me sur l ' equa t ion  (28) dit  que la relat ion 

x - y~2 = ~ ] g , ,  

off H 1 est rat ionnel ,  pas ndeessairement entier,  n ' e s t  possible que pour  x = 1, y =0 ,  
H i = 0 ;  x = 0 ,  y =  - 1 ,  H I = 2 ;  et  si q = 2 ,  on a x = l ,  y =  - 1 ,  H i =  1. 

On vdrifie aisdment que l 'dquat ion 

(x ~ + 3x + 1 )~ - x ( 3 x  + 1)2 = 0 
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a d m e t  la racine ~ =~6, off ~ ddsigne la rac ine  de l 'dqua t ion  x a - x  + 1 = 0  ddfinie tou t  
l 'heure.  Alors le Thdor~me 5 d i t  que la re la t ion  

x - y ~  = ~N 

ne peu t  subsis ter  que dans  les cas su ivants  : x = 1, y = 0, N = 0; x = 0, y = - 1, N = 6; 
x =  - 1 ,  x = 3 ,  N = 1 3 .  

Ddsignons pa r  ~ = u  +vi ,  u et  v ra t ionnels  et  v >0 ,  une rac ine  de l 'dquat ion  

x 4 + x ~ + x + l  = 0  

telle que [~[ > 1. Alors  ~I =~2 est  rac ine  de l 'dquat ion  

z a + 2 x  3 + 3 x  2 + x + l  =0 ,  

et  le nombre  ~ = ~ est  rac ine  de l 'dquat ion  

(x 2 + 3 x  + 1) 3 - x(2x + 1) 3 = 0. 

Alors  on mon t re  a isdment  que le n o m b r e $  est l 'uni td  fondamenta le  du  corps K(~) e t  
aussi  des anneaux  R($ 2) e t  R(~)=R(~4) .  Donc, le Thdor~me 6 d i t  que la re la t ion  

x - y $ 4  = t N  

ne peu t  subs is ter  que clans les eas su ivants  : x = l ,  y=O,  N = 0 ;  x=O,  y =  - 1 ,  37=4;  
x = - l ,  y = 2 ,  37=7.  

On a D(~) = D(~ 2) = D(~ 4) = 257. 

Nous finissons cet te  sect ion avec un  rdsu l ta t  sur l 'dquivalence  des formes.  

Th~orbme 7. Les  /ormes suivantes sont les seules ]ormes du type ((1, b, c, d, 1)) qui 
sont gquivalentes a v e c l a / o r m e  ((1, 0, 0, - 1 ,  1)): 

((1, 1, 3, 3, 1)), ((1, - 1 ,  3, - 3 ,  1)), ((1, - 3 ,  6, - 4 ,  1)), ((1, 3, 6, 4, 1)) et ((1, 0, 0, 1, 1)). 

Remarque.  Les formes ((1, b, c, d, 1)) et  ((1, d, c, b, 1)) sont  considdrdes d ' e t r e  iden- 
t iques.  

JDdmonstration. P a r  une t r ans fo rma t ion  un imodula i re  

avec eh - / g  = • 1, la forme 

sera t ransformde en la forme 

x = e u + / v ,  y = g u + h v ,  

x 4 _ xya + y4 

(e 4 _ ega + g4) u 4 + bu% + cu~v ~ + duv a + (/4 _ / h  a + h 4 ) v 4, 

off b, c et  d sont  des formes b iquadra t iques  en e, ], g, et h. Nous aurons alors les condi- 
t ions 

e 4 _ ega + g4 =/4  _ / h  a + h 4 = 1. 

Grace au Thdorbme 4 sur l%quat ion (26) nous pouvons  dd te rminer  routes  les solut ions 
en nombres  ent iers  ra t ionnels  de ce syst~me, combing a v e c l a  condi t ion  eh - / f f  = • 1. 
Le calcul donnera  les formes indiqudes dans  le Thdor6me 5. 
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w 4.  R e m a r q u e s  sur  l e s  u n l t ~ s  d a n s  u n  corps  b i q u a d r a t i q u e  q u e l c o n q u e  

7. Unit~s ayan t  le m ~ m e  d i scr iminant  

D ' u n  r6sul ta t  que j ' a i  dtabl i  sur les d i scr iminants  des nombres  alg6briques du  
qua t r i~me degr6 (voir le th6or~me 4 clans [7]) on ob t ien t  le corollaire su ivan t  : 

ThSor~me 8. D~signons par ~ le domaine consistant de routes les unit~s du quatri~me 
degrg, exception/aite des unit~s engendrant des corps primiti/s d'un rang > 1. Soit D 
le discriminant d'un hombre de ~ .  Alors, il n'y a qu'un nombre /ini d'unit~s dans 
ayant le discriminant D. 

La m6thode  de d6mons t ra t ion  du  th~or~me 4 dans  [7] donne  en out re  un  a lgor i thme 
pour  dd te rminer  routes  les possibil i t6s lorsque D est  donn6, saul  clans le cas d ' u n  
corps p r imi t i f  du  p remier  rang.  Dans  ce cas d ' excep t ion  la m6thode  repose sur un  
r6su l ta t  g6n6ral de C h a b a u t y  dont  la d6mons t ra t ion  ne r end  pas  un  te l  a lgor i thme;  
voir  [9]. Dans  ce t rava i l -c i  ce sont  les corps pr imi t i fs  du p remier  rang  qui font  nStre  
su je t  pr incipal .  Donc,  si ~ est  une unit~ ( irrat ionnelle)  dans  un  te l  corps il nous man-  
que de m6thode  g6ndrale pour  dd te rminer  routes  les puissances  de ~ qui  poss~dent  
le m6me d isc r imant  que ~]. 

Exemples numgriques. Lorsque  ~ est  une rac ine  de x 4 - x §  1 =0 ,  on a 

D(s e) = D(~ 2) = D(~ 3) = D(~ 4) = D(~ e) = D(8 v) = 229. 

Pou r  les exposan t s  2, 3 et  4 cela est  ddjs vgrifi6 p a r  les re la t ions  

~4 = ~ _  1 et  ~3 = 1 -~-1. 

Pour  les exposan ts  6 et  7 cela se voi t  p a l e s  re la t ions  

} 1 3 _  _ 1 - 3}  6 et  }-13 = _ 1 - 3~ -7, 

qui  peuven t  s '6crire 

~ = - - ( ~ - 6 ) 2 - - 3 ( ~ - 6 )  et  ~ = - - ( ~ 7 ) 2 - - 3 ( ~ 7 ) .  

J e  ne sais pas  s ' i l  existe  des exposan t s  m > 7 tels qu 'on  air  

1)(~ m) = 1)(~). 

L a  puissance ~5 n ' a  pas  le d i sc r iminan t  229. 
Lorsque $ est  une rac ine  de l '6qua t ion  x 4 §  2 §  § 1 =0 ,  on a 

D(~) = D(~ 2) = D(~ 3) = D(~ 4) = 257. 

Cela est  v6rifi6 p a r  les re la t ions  

$ v = _ 1 _ 2 ~  4 et  ~ - V = _ l _ 2 ~  -3 

qui  peuven t  s '6crire 

~ - 1 = - ( ~ - 4 ) 2 - 2 ( ~ - 4 )  e t  $ - 1 = - ( ~ 3 ) ~ - 2 ( ~ 3 ) .  
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Soit  K un  corps b iquad ra t i que  pr imi t i f  du  p remier  rang  engendrd p a r  l 'uni td  ~. 
Supposons  qu 'on  a i t  

D(~ m) = D(~]), (38) 

off m est un  nombre  nature l ;  e t  soit  d u n  d iv iscur  de m. Alors,  il est  dv ident  qu 'on  a 
aussi  

D(~ a) = D(~]). (38') 

E n  effet, la re la t ion  (38) signifie que le nombre  

~ _ ~ ,  , 

off ~' est  un  nombre  conjugud s 7, est  une uni td dans  le corps K(~], ~ ' ) .  Alors,  le 
hombre  

~ - ~ '  

est  aussi  une uni td  dans  le m6me corps. 
La  re la t ion (38) en t ra lne  que les anneaux  R(~) et  R(~ m) sont  ident iques;  inverse-  

ment ,  si les anneaux  sont  ident iques  la re la t ion  (38) subsiste; comparez  [5], Thdor~me 
15. 

8. Les cas dans lesquels les unitfis ~ et e2 ont  le m6me diser iminant .  Ddsignons 
pa r  e une racine de l ' 6qua t ion  

x4 + q x 2 - x  + l = 0 ,  

off q >~0. D 'aprbs  le L e m m e  6 le corps K(e) est  p r imi t i f  et  du p remier  rang.  Le nombre  
e ~ est  rac ine  de l ' dqua t ion  

x 4 + 2 q x  a + (2 +q2)x2 + ( 2 q -  1)x + 1 =0 ;  

comparez  le Thdorbme 4, formule  (28). Vu que 

e - 1 + qe 2 + e 4 

il est  dvident  que e e t e  2 engendren t  le mdme anneau.  On a donc D(e) = D(e2). 
Nous allons dd te rminer  routes  les uni tds e d ' u n  corps b iquad ra t ique  p r imi t i f  du  

p remie r  rang  tel les que D ( e ) =  D(e2). Soit  e rac ine  de l 'dqua t ion  

84 - pe  3 - qe 2 + re - 1. 

I1 en rdsulte 
e -2 = r 2 - q  + (p  - q r ) e  + (pr  - 1)e 2 - r e  3. 

Une base  de r a n n e a u  R(e 2) est  const i tude pa r  les nombres  1, e 2, e a e t  e -2. Donc,  si 
R ( e ) - R ( e  2) o n  a 

e = a + be 2 + ce ~ + de -~, 
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off a, b, c et  d sont  des nombres  ent iers  ra t ionnels .  I1 en rdsulte que le  syst6me su ivan t  
d ' dqua t ions  dol t  subsis ter  

c p - d r = O ,  b - c q + d p r - d = O ,  

cr + dp - dqr = 1, a - c - dq + r~d = O. 

Si p = 0  on au ra  d = 0 ;  p = r = 0  donnera i t  des corps imprimit i fs .  P a r  sui te  on 
ob t i en t  cr = 1 et  c = _+ 1, r = _+ 1, b = +q ,  a = _+ 1. Alors,  on t o m b e r a  sur l ' dqua t ion  
x4+qx2~ - x + l  =0 .  Si r = 0  on au ra  l ' dqua t ion  inverse.  

Suppos0ns m a i n t e n a n t  que pr  # 0 .  On aura  alors d = +_p, c = +_ r, vu  qu 'on  a dvidem- 
m e n t  (c, d) = 1. Donc,  le sys tbme d 'dquat ions ,  apr6s l 'd l imina t ion  de d, sera 

+_ b = qr - p 2 r  +p,  + (a - c) = pr  2 - p q ,  +_ 1 =p~ + r 2 - p q r .  

Dans  le w 6 nous allons t r a i t e r  la derni~re de ces dquations.  Nous  allons y mon t r e r  
l ' imposs ibi l i td  de cet te  dquat ion pour  pr  4 0 ,  saul  dans  les cas su ivants  : 

p = + l ,  q = 3 ,  r = _ + 3 ;  

p = + 3 ,  q=3,  r = _ + l ;  

p = + _ l ,  q=3 ,  r = + 2 ;  

p =  +_2, q=3 ,  r =  +_l. 

Le rdsu l ta t  peu t  &re  formuld sous la forme su ivante  : 

Th6or~me 9. Soit ~ une unit~ (irrationeUe) dans un corps biquadratique primiti] du 
premier rang. Alors, si l' on a D(z) = D(e2), ~ est racine de l' une des gquations suivantes : 

x4 +qx2 T x + I = 0 ,  avec q >O, 

x4 T xa + 3x2 T 3x + l = 0 ,  

x4 T xa + 3x2 ~- 2x + l = 0 ,  

ou de l'une des gquations inverses de celles-ci. 

9. Les unit~s x - y T i  oh Ix I = l y  I=1. 

l~appelons quelques rdsul ta ts  obtenus  dans  les w 2 et  w 3 sur les unit~s ~ ( irrat ion- 
nelles) darts les corps b iquadra t iques  pr imi t i fs  du  p remier  rang.  D 'aprbs  le Thdor~me 
3 nous avons  le rdsul ta t  : 

Si  ~ et 1 +_ ~ sont en mdme temps des unitds il /aut que ~ soit racine d' une des dquations 
suivantes 

x 4 T x + l = 0 ,  x 4 - T x a + l = 0 ,  x 4 ~ - 3 x a + 3 x 2 ~ x + l = O ,  

x 4 T x a + 3 x 2 T 3 x + l  =0 ,  x 4 T 4 x a + 6 x 2 T 3 x + l  =0 ,  ou 

x 4 T 3z a + 6x ~ ~- 4x + 1 = 0. 
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Ddsignons par  s une racine de l 'dquation x a - x + l  =0.  Alors, les racines de ces 
dquations, suivant  l 'ordre indiqud, ont  les valeurs 

_+E, _+8 -1,  _+~3, _+~--3, .~_84 _~_~--4. 

Dans tous ces cas le discriminant de ~/a la valeur 229. 
D'apr~s le Thdor~me 4 l 'dquat ion 

N ( x - y ~ )  = 1, 

off ~ = • ~h, h = • 1, • 3, • 4, admet  exactement  ies 6 solutions enti~res suivantes : 
x = O ,  y =  •  x = _ + l ,  y = 0 ;  x = y = _ + l  (lorsque l - z / e s t  une unitd) ou x =  - y = _ + l  
(lorsque 1 + ~] est une unitd). S e u l e m e n t  p o u r  ces valeurs  de ~ l 'dquat ion en ques t ion  p e u t  
avoir  des so lu t ions  avec ]xl = ]Yl = 1. 

D'apr~s le Thdor~me 7 les formes 

sont 6quivalentes s la forme 

N ( x - y ~ )  

F1 = N ( x  - y ~ )  

seulement pour les valeurs ~/= -+ eh, h = • l, _+ 3, _+ 4. Toutes ces formes ont  le discri- 
minan t  229, ce qui est aussi le cas pour  les trois formes 

F 2 = N ( x  - y~2), F 6 = N ( x  - y~6), F 7 = N ( x  - yC). 

Tout  de m6me, aucune de celles-ci n 'est  dquivalente s F 1. On vdrifie aisdment que 
F 6 et F 7 sont dquivalentes entre elles, tandis que F 2 n 'es t  pas dquivalente ~ F 6. 

Cependant,  on voit  immddiatement  que tous l e s  anneaux R(~), R(~2), R(~3), R(~a), 
R(~ s) et R(7) coincident; comparez le numdro 7. 

Dans ce qui suivra il suffit de considdrer les unitds x - y ~  oh ]y] >~2. 

w 5. Les unit~s de la forme x - Y ~ i  pour ] y [ > 1 

10. Cons6quences de l 'equation (9). Soient ~ et ~ ddfinies comme dans le numdro 3, 
et considdrons de nouveau l 'dquation (9) : 

x - y ~  = x - y ~ M  = ~ ' .  (39) 

D'apr~s les Lemmcs 2, 3, 4 et 5 dans le m~me numdro nous pouvons supposer que, 
dans cette dquation, l 'exposant  N e s t  positif et > M  ~> 1, et de plus que N e t  M sont  
premiers entre eux. 

Vu que ~ est l 'unitd fondamentale  dans l 'anneau R(~)=R(~M), il est dvident que ~e 
et ~M ont  le m~me discriminant : D(~ M) = D(~). I1 en rdsulte que tous les nombres  

~(i) __ ~(t) ' (40) 

off ~(0 et ~(J) signifient des conjuguds distincts de ~, sont  des uni tds .  Soit C un diviseur 
de M. Alors il est dvident que tous le s  nombres  
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(40') 

sont  aussi des unitds. On a donc D(~ c) = D(~), et pa r  suite on obt ient  R(~ c) =R(~).  
Une consdquence du Thdorgme 8 est  alors que l 'dquat ion (39) n ' es t  possible que 

pour  un nombre  limitd de valeurs  de M,  lorsque ~ est  donnde. 
E n  ddsignant, comme plus haut ,  pa r  ~" et  ~'~' les conjuguds de ~ pour  lesquels ]~" [ = 

I ~"1 < 1, nous obtenons de (39) les relat ions 

x _y(~, ,)M = X  --y~]" = (~,)N, X - - y ( ~ " ) M = x  _ y , H  = (~,H)N. 

E n  dliminant x nous aurons 

(~,,)N _ (~,,,) ~ 
- Y = ( ~ , , ) M  _ ( ~ , , , ) M  

(7" ) " -  (V")" 
7,, __ ~,,, , 

(41) 

off H = N / M .  Posons m a i a t e n a a t  

v" =z  +wi  = I V"]~ ~', 

off z et w sont rdels, et  oh fi est un angle r~el. D 'apr~s  le num~ro 2 le nombre  z est :~0. 
Si M est  impair  on peu t  toujours  supposer  que z e s t  positif. E n  effet, si z < 0  on peu t  
remplacer  ~ pa r  ~ =  - 7 ,  donc 7" par  ~"=  - ~ " .  La  condition pour  que ~"=  - ~ " =  
_(~,,)M soit une M-i~me puissance dans le corps est  remplie  lorsque M est impair .  
Donc,  clans les cas oh M est impair ,  il suffit de considdrer les unitds ~ telles que z 
(dans ~1") soit positif. Aussi le nombre  w peu t  ~tre supposd positif; en effet, si w est 
ndgatif  on peu t  ~changer ~1" et ~],H. Pa r  consequent,  si M est impair  il suffit de con- 
siddrer les unitds ~ telles que, dans 

ri" = ] rf' ] e ~ ,  

l 'angle fi soit situd dans le premier  quadrant .  
De la re lat ion (41) on obt ient  ~v idemment  

_ y = I , [ , _ 1 .  sin Hfl (42) 
sin fi " 

w 6. Le cas particulier oh M est pair 

11. Consid~rons l'~quation 

x - y~] - x - y ~ M  ~ ~N.  (43) 

oh M est  pai r  = 2 T ,  et  N impair ,  N > M  >--2; supposons que I xy l  ~>2. Alors, l 'dquat ion 
(41) peu t  s'~crire 

(~,,)T_ (~,,,)T _ y ~" _ ~" [(~,,)T + (~,,,)T] (~,,)N__ ~"(~")N 
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D'aprbs le numdro 10 le nombre  

(~)~- (~")~ 

est une  unit& Par  consdquent,  le nombre  

(~,,)~ + (~,,,)T 

l 'est  aussi. Posons ~ r =  _+/3 et supposons que/3 est racine de l 'dquat ion  

x ~ - P x  3 + Q x  2 - R x  + 1 = O. (44) 

/3 peut  ~tre choisi de fagon que P~>0. Alors t o u s l e s  nombres  conjuguds/3(i) +/3(J) 
pour  i # j ,  sont  des unitds, et par  suite le produi t  

(/3+/3') ( / 3 + / 3 " ) ( f l + / 3 " ) = P / 3 2 + R  

est aussi une  unitd. Par  consdquent,  en p r enan t  la norme,  on obt ient  

N ( P f l  2 + R)  = (P~ + R 2 - P Q R )  2 = 1. 

Donc, l 'dquat ion  (43) ent ra ine  que les coefficients P,  Q et R satisfassent ~ la re la t ion 

p z  + R ~ - P Q R  = _ 1. (45) 

Dans  le numdro su ivant  nous allons ddterminer  toutes les solutions de (45) et par  
suite toutes les solutions de (43) pourvu  que [xy] >~ 2. 

On doit  observer que ~, racine de l 'dquat ion  

x ~ - p x  3 + q x  2 - r x  + 1 = O, 

est l 'uni td  fondamenta le  dans l ' anneau  

a(~) = n(~)  = R(~ ~) = R(~ ~) = R(/3). 

Vu que 1~[ >1  on a 1/31 > 1  

12. D'apr6s le num6ro 5 les indgalitds suivantes  doivent  6tre satisfaites : 

Q > ~ P + R - 1 ,  Q > ~ - P - R - 1 ,  P>~O, Q > ~ - I .  (46) 

Premier  cas : - 1 ~ Q <~ O. 

Pour  Q = - 1  on aura,  d 'apr~s (45), les possibilitds P = 0 ,  R =  q- l ;  P = I ,  R = 0 ;  
P = 1, R = -  1. Seulement  la dernibre possibilitd satisfait  aux condit ions (46). Dans  
ce cas l 'dquat ion (44) aura la forme x 4 - x 3 - x 2 + x + l = O ;  les corps appa r t i ennen t  
donc ~ la classe 4 (discr iminant  =117). 

Pour  Q = 0 on aura  les possibilitds : P = 0, R = _+ 1 et P = 1, R = 0 qui donnen t  les 
dquations x 4 - x + 1 = 0, x 4 § x § 1 = 0 et x a - x 3 § 1 = 0. Celles-ci engendren t  les m~mes 
corps de la classe 1 et poss~dent le d iscr iminant  229, et il suffit d ' en  prendre  la 

378 



ARKIV FOR MATEMATIK. B d  7 n r  27 

p remig re .  Done ,  f l =  _+~T est  une  r ac ine  de  l ' d q u a t i o n  x 4 x + l  = 0 .  Alors  on  a T = I  

e t  t /=~e .  Le  n o m b r e  ~z est  u n e  r ac ine  de  l ' d q u a t i o n  x ~ + 2 x  2 - x +  1 = 0 .  Or, il rdsul te  
d u  Thdor~me  4 que  l ' d q u a t i o n  

N (x  - y ~  ) = N (x  - y~2) = x 4 + 2x2y2 _ xy3  + y4 = 1 

n ' a d m e t  que  les q u a t r e  so lu t ions  x - 0, y = + 1 e t  x = • l ,  y = 0. 

D e u x i ~ m e  cas  : Q >~ 1, 0 ~ P  <~ 1. 

P o u r  P = 0 on  a u r a  R = • 1, e t /~ est  r ac ine  d ' u n e  des  dqua t ions  

x ~ + Q x  e • x + 1 = 0. (47) 

I1 suff i t  de  p r e n d r e  le s igne supdr ieur .  Alors  on vdrif ie  a i sdmen t  que  le n o m b r e  ~ =f12 
es t  r ac ine  de  l ' d q u a t i o n  

(z2 + Q z  + l ) 2 = z .  

Or, il rdsul te  du  Thdor~me  4 que  l ' d q u a t i o n  

N ( x - y ~ )  = @2 + q x y  + y ~ ) ~ -  x y  a = 1 (48) 

n ' a d m e t  que  les q u a t r e  so lu t ions  x = 0 ,  y =  •  e t  x - - •  y = 0 .  P o u r  P = I  e t  R = 0  
on  au ra  la m ~ m e  f o r m e  que  dans  (48). 

P o u r  P = 1 e t  [ R ] ~ 1 on  o b t i e n t  la r e l a t i o n  

R 2 - Q R  = • 1 - 1. (49) 

I c i  le s igne supdr ieur  d o n n e r a  R = Q  et  p a r  sui te  l ' d q u a t i o n  

x ~ - x 3 + Q x  2 - Qx  + 1 = 0, (50) 

d o n t  le < l i sc r iminant  a la v a l e u r  

D = 229 - 4Q 5 § 8Q a § 56Q a - 116Q ~ - 48Q. (51) 

P o u r  Q = 1 on  a u r a  le corps  engendrd  p a r  e 2~/5, a v e c  le d i s c r i m i n a n t  125, a p p a r t e n a n t  
la  classe 6. P o u r  Q = 2  les corps  s e r o n t  de  la classe 4 a v e c  le d i s c r i m i n a n t  117. P o u r  

Q = 3 on  a u r a  r d q u a t i o n  

x ~ - x 3 § 3x 2 - 3x § 1 = 0, 

au  d i s c r i m i n a n t  229, que  nous  a v o n s  r encon t rde  dans  les numdros  5 e t  6. D o n c  fl = ~ a  
off ~ es t  une  rac ine  de  l ' d q u a t i o n  x a - x 3 §  = 0 .  D ' ap r~s  le Thdor~me  5 l ' d q u a t i o n  

N (x  - y ~  ) = N (x  - y~6) = (x  2 § 3 x y  + y2)2 _ x y ( x  §  2 = 1 

n ' a d m e t  que  les six so lu t ions  s u i v a n t e s  en  n o m b r e s  en t ie r s  r a t i onne l s  x e t  y : x = 0 ,  
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y--- -+l ;  y = O ,  x = _ + l ;  x = •  
probl~me (43): 

y = T-1. Cela donne  la solution su ivante  de nStre  

- 3 - ~ 6  =~-7, 

oh l ' exposant  N est ndgatif  = --7. Cependant ,  cette relation est impropre.  
Pour  Q ~>4 le d iscr iminant  (51) deviendra  ndgatif, et les corps seront  d ' u n  rang > 1. 
E n  p renan t  le signe infdrieur dans (49) nous aurons R ~ -  R Q  = - 2 ,  &off rdsultera ou 

R = 1, Q = 3  ou R =2 ,  Q =3 .  Dans  lc premier cas l 'dquat ion sera 

x a - x 3 -}- 3x 2 - x -}- 1 = 0, 

qui engendre des corps appa r t enan t  K la classe 4 (sous-corps K ( ] / ~  3)). Dans  le second 
cas l 'dquat ion  sera 

x 4 - x a + 3x 2 - 2x + 1 = 0. (52) 

Celle-ci ddfinit des corps primitifs  du premier  rang au d iscr iminant  D = 257. D'aprbs  
le numdro 6 nous savons que l 'dquat ion  (52) admet  la racine - e  z, off le nombre  e est  
une  racine de l 'dquat ion  

x 4 + ~ + x 2 + l  = 0 .  

Done, on aurai t /3  = - e  ~ et ~ = e  4. D'apr~s le Th~or~me 6 nous savons que l ' dqua t ion  

N ( x  - y ~ )  = N ( x  - y e  4) = (x 2 + 3 x y  +yZ)2 - x y ( x  +2y) 2 = 1 

n ' a d m e t  que les six solutions suivantes  en nombres  entiers  rat ionnels  x et y : x = 0 ,  
y = _ + l ;  y = 0 ,  x = _ + l ;  x - T 2 ,  y = _ + l .  Cela donne la solution su ivante  de nSt re  
probl6me (43): 

- 2  _~4 =,~-3, 

oh l 'exposant  N e s t  n6gatif = - 3 .  Cependant  cette relat ion est impropre. 

Troisi~me cas : Q >~ 1, P >~ 2. 

Dans  ce cas R est n6ccssaircment positif. Vu que Q > ~ P + R - 1  on obt ient  de 
l '6quat ion  (45) l ' indgalit6 

+ 1 = P Q R  _ p 2  _ R 2 >~P~(R - 1) + R 2 ( p  - 1) - P R .  

Si R ~> 2 on aura done 

1 >~p2 + R 2 - P R  >~PR, 

ce que est impossible. Soit ensui te  R = 1. Alors an  aura 

p2 _ p Q  = + 1 - 1. (53) 

Le signe supdrieur donnera  P ( P  - Q )  =0,  et par  suite P =Q. Ainsi  l '~quat ion (44) aura, 
la forme 

x 4 - Qx a + Qx 2 - x + 1 = O, 
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don t  les racines sont  les inverses de l 'dquat ion  (50), que nous venons  de t ra i ter .  La 
seule valeur  possible est d v i d e m m e n t  Q = 3 .  Dans  ce cas fl est racine de l 'dquat ion  

x a - 3x a + 3x 2 - x + 1 = 0. 

Nous avons done fl=~3, off ~ est une  racine de l 'dquat ion x 4 - x + l  =0.  D'apr~s le 
Thdorbme 5, l 'dquat ion  

N (x - y~) = N (x - y~e) = @2 + 3xy + y2)~ _ xy(3x + y)2 = 1 

n ' a d m e t  que les six solutions suivantes  en hombres  entiers rat ionnels  x et y : x = O, 
y = ! l ;  x = _ + l ,  y=O;  x = ~ - l ,  y=_+3 .  Cela donne la solution su ivante  de nStre  
problbme (43): 

- 1 - 3 ~  e = ~ 1 3 .  

Si nous prenons  dans (53) le signe infdrieur nous aurons Pz - P Q  = - 2 ,  et par  suite 
P =2 ,  Q = 3 .  Done fl est racine de l 'dquat ion  

x a -  2x a + 3x 2 - x + 1 = 0. 

I1 en rdsulte que fl = _~2, off ~ est une racine de l 'dquat ion  

x4 +x2 + x  + l = 0 .  

D'aprbs le Thdorbme 6, l 'dquat ion  

-~(x - y~) = N(x  - y~4) = (x 2 + 3xy + y2)2 _ xy(2x + y)2 = 1 

n ' a d m e t  que les six solutions suivantes  en nombres  entiers  ra t ionnels  x et y : x =0 ,  
y = _ _ l ;  x = + l ,  y = 0 ;  x = ~ - l ,  y = _ 2 .  Cela donne la solution su ivante  de nStre 
probl~me (43): 

- 1 - 2 ~  4 = ~7 .  

Par  consdquent,  nous avons dtabli le 

Th~or~me lO. Les seules solutions de lYquation 

x--y~M=~N, 

en nombres entiers rationnels x et y ,  pour I xy I >~ 2, lorsque ~ est une unitd dans un corps 
biquadratique primit i /  du premier rang, et lorsque M et N sont des nombres naturels 
M < N,  M pair, sont donn~es par les relations propres 

+ (1 + 254) = ~7, 

olt ~ satis/ait ~t lYquation xa+ x 2 T x § 1 = O, et 

_+ (1 + 3 p )  = ~13 

o~t ~ satis]ait dt lYquation x4+_x § l =0.  
On peut y a]outer les relations impropres 

•  a et ___(3§ 7 

et encore les relations qu' on obtient en remplafant partout ~ par ~-1 et ~ par ~-1. 
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w 7. L e m m e s  sur  les  e x p o s a n t s  M et N pour  ]y  [ > 1 

13. I1 est  dvident  qu 'on  a, dans  (39), N~>4. A l ' a ide  des indgalitds (5), (5') et  (6) on 
vdrifie que N -  4 est  possible seulement  lorsque ~ est  rac ine  d ' une  des 6quat ions 

x 4 T x + 1 - 0  ou x4--~xa + 1 =0 .  

Nous allons mon t r e r  que les cas N = 5 et  N = 6 sont  impossibles  pour  les corps pr imi-  
tifs. Soit  ~ une racing de l ' gqua t ion  

~4 _ p~3 _ q~e § r~ -- 1. (54) 

En mul t ip l i an t  pa r  ~ on ob t ien t  

~5 = (p2 _ q) ~3 + (r - p q )  ~2 + (pr - 1) ~ - p .  (55) 

et  encore, en mul t ip l i an t  de nouveau  pa r  ~, 

~6 = (p3 - 2 pq + r) ~3 + (q2 - pq2 + pr  - 1 )  ~2 + (p2 r - qr - p) ~ + q - p2. (56) 

D 'apr~s  le numgro prdcddent  M ne peu t  pas  6tre pair .  Donc,  pour  N - 5  on a seule- 
men t  les deux possibil i tds M - 1  et  M =3 .  Pour  N - 6  il n ' y  a que les possibi l i tds 
M = I  et  M = 5 ,  vu que ( M , N ) = I .  

Si N = 5  et  M - 1  on ob t ien t  de (55) p 2 _ q  et  r - p q ,  donc r - : p  3, et ~ est  rac ine  de 
l ' dqua t ion  

~ _ p ~ 3  p2~2 + p 3 ~ _  1. 

Pour  p = 0 et  pour  [p] - 1  les corps engendrds pa r  ce t te  dquat ion ne sont  pas  pr imit i fs ,  
et  pour  [p[ ~>2 ceux-ci  sont  d ' u n  r ang  >1 .  

Si N = 5  e t  M = 3  l 'dqua t ion  (39) peu t  s 'dcrire 

et  vu  que 

on en ob t ien t  

x[p~ 2 - q~ § r - ~3] _ y~2 _p~3 _ q~2 § r~ - 1. 

Cela condui t  au sys tbme d 'dgal i tds  

x = - p ,  x p - - y = - q ,  q x = - r ,  x r = - l .  

I1 en rdsulte p q = r ,  p r = l ,  et pa r  sui te  p = l ,  r = l ,  q = l ,  x = - l ,  y = O ,  ce qui est  im- 
possible.  

Si N = 6 et  M = 1 on ob t ien t  de (56) 

p 3 - 2 p q + r = O ,  q 2 - q p 2 §  =O. 

E n  y d l iminant  r on au ra  
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q = - �89 p ~ +  ~ V ~ p  ~ + 4. 

Or, on  p e u t  m o n t r e r  que  le  n o m b r e  5 p 4 + 4  est  u n  carrd s e u l e m e n t  p o u r  p = 0  e t  
p =  + 1 ;  p o u r  la  d d m o n s t r a t i o n  v o i r  la R e m a r q u e  s la f in  de  ce numdro .  On  vo l t  
a i sdmen t  que  les va l eu r s  p = 0 e t  p = _+ 1 condu i s en t  ~ des  corps  impr imi t i f s .  

Si N = 6  e t  M = 5  l ' d q u a t i o n  (39) p e u t  s 'dcr i re  

e t  v u  que  

il en  rdsul te  

x~-2 _ y ~3 = ~4, 

~-2 = r 2 _ q + (p _ qr) ~ + (pr  - 1) ~2 _ r~3, 

x[r  2 - q § (p  - qr) ~ + (pr  - 1) ~2 _ r~3] _ y~3 ~p~3  _ q~2 + r~ - 1. 

On  en a u r a  le sys t~me  d '~gal i tds  : 

xr  + y =  - p ,  x p r -  x =  - q ,  x ( p - q r )  = r, x ( r 2 - q )  = - 1 .  

S i x  = 1 on  o b t i e n t  le sys t~me  

p r - - l = - q ,  p - q r = r ,  r ~ - q = - l .  

Or, de  l~ on  a u r a  q = - 2 ,  v a l e u r  imposs ib le .  Si x = - 1  on  o b t i e n t  le sys t6me  

p r - 1  = q, p - q r =  - r ,  r 2 - q =  l .  

Or, de l~ on  a u r a  q = 2 e t r  z =  3, ce qu i  es t  aussi  imposs ib le .  
De  ce qu i  prdc~de il rdsul te  le 

L e m m e  7. D a n s  la relat ion (39) on a N>~7,  lorsque lY[ >~2. 

Remarque .  P o u r  m o n t r e r  que  l ' ~ q u a t i o n  

5x 4 + 4  = y2 (57) 

n ' a d m e t  a u c u n e  so lu t ion  en  n o m b r e s  n a t u r e l s  x e t  y hors  x = 1, y = 3, nous  cons id~rons  
d ' a b o r d  le cas de  x impa i r .  D a n s  ce cas on  a u r a  n ~ c e s s a i r e m e n t  

y _ + 2 = a  4, y - T 2 = 5 b  t, 

off a e t  b son t  des  n o m b r e s  n a t u r e l s  impa i r s  te ls  que  ab - x .  I1 en  rdsul te  

a 4 - 5b 4 = _+ 4, 

o11 il f a u t  p r e n d r e  le s igne inf~r ieur  ( congruence  m o d u l o  16). On  a u r a  donc  

a 4 + 4 = (a 2 + 2a  + 2) (a ~ - 2a + 2) = 5b 4 
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et  pa r  su i te  

( a - T 1 ) ~ + l  = c  a , ( a •  = 5 d  a, 

off c e t  d son t  des n o m b r e s  n a t u r e l s  impa i r s  te ls  que cd = b. Or, d ' ap r6s  F e r m a t  la 
p r emie re  de ces dqua t ions  est  possible  s e u l e m e n t  p o u r  aT- 1 = 0  et  c = 1. On  e n  o b t i e n t  
x = l  e t  y = 3 .  

Consid~rons  ensu i t e  le cas de  x pair .  Alors  l ' ~ q u a t i o n  (57) p e u t  s 'dcr ire  

I1 e n  r~sul te  le sys t~me 

d ' o h  en  d l i m i n a n t  y 

� 8 9  4, l y T - l = 1 0 b a  , 

a a - 5b 4 = -t- 1, 

off a e t  b son t  des n o m b r e s  n a t u r e l s  te ls  que  2ab = x. Or, d ' apr~s  u n  r~su l t a t  de T a r t a -  
kowski  ce t te  d q u a t i o n  est  sa t i s fa i te  s e u l e m e n t  pa r  b = 0 ;  voi r  [9] e t  auss i  L j u n g g r e n  
[10]. 

14. Nous  avons  aussi  beso in  d u  l e m m e  s u i v a n t  : 

L e m m e  8. Dans  la relation (39), avec ]y[ >~2, on ne peut  pas  avoir en m~me temps 
N = 7  et M = I .  

Dgmonstrat ion.  P o u r  N = 7 et  M = 1 la r e l a t i on  (39) p e u t  s 'dcrire  

x~- i  _ y  =~n. 

E n  a p p l i q u a n t  la fo rmule  (56) n o u s  o b t e n o n s  

x[p~ 2 - q~ + r - ~3] _ y = (p3 _ 2pq + r)~ a + (q2 _ qp2 + pr  - 1)~2 + (p2 r _ qr - p  )~ + q - p 2 .  

On e n  a u r a  le sys t eme  d 'dgal i tds  

- x : p 3  _ 2pq + r, p x  = q2 _ qp~ + pr  - 1, 

- q x = p 2 r - q r - p ,  x r -  y = q - p  2. 

E n  ~ l i m i n a n t  x on  o b t i e n t  le sys t~me 

_ qp3 + 2pq2 _ 2qr + p a r - p  = 0, (58) 

p4 _ 3p2q + 2pr + q2 _ 1 = 0. (59) 

p : 0  e n t r a i n e  r = 0  e t  q2 = 1, ce qu i  est  impossible .  E n  d l i m i n a n t  r en t r e  les d e u x  ~qua- 
t ions  (58) et  (59) o n  a u r a  

pe _ 3p4q + 3p2q2 _ p2 + p + 2q - 2q 3 = 0. 
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Cette 6quation peut  s'6crire 

(p2 _ 2q) (p4 _p2q + q2) =p2 _ p  _ 2q. 

Nous pouvons  supposer que p ~> 1. Alors, nous aurons l'in~galitd 

p4 _p2q + q2 < 1, 

ce qui est dvidemment  impossible. Le Lemme 9 se t rouve ainsi d4montrd. 

w 8.  L e m m e s  s u r  l e s  c o e f f i c i e n t s  p ,  q e t  r .  L e  c a s  de  M = 1 

15. In~galit~s. Soit ~ une unit~ dans un corps biquadratique,  racine de l '~quation 
irrdductible 

x 4 - p x  3 +qx 2 - r x  + 1 = 0. (60) 

Lemme 9, Si  dans (60) p = r, le corps engendrd par ~7 est imprimiti/ .  Mdme chose si 
p ~ - r .  

Ddmonstration. Soit p = r  et posons y = ~  +~-1.  Alors y est racine de l 'dquation 

y 2 - p y + q - 2  =0.  

Donc, y engendre un sous-corps quadrat ique.  
Soit ensuite p = - r  et posons y = ~  - ~ - 1 .  Alors y est racine de l '4quation 

y 2 - p y + q + 2  =0.  

Donc, y engendre un sous-corps quadrat ique.  

Nous pouvons y ajouter  le 

Lemme 10. Soit ~ une unitd, racine de lYquation, telle que le corps K(~) soit primit i /  
et du prmier rang. Nous supposons que lYquation 

x 4 _pxay  +qx2y~ _rxy3 +y4 = 1 (61) 

n'admet aucune solution en uombres entiers rationnels x et y, tels que Ix] = ]y] = 1. 
Alors on a les  indgalitds 

q>~p+r, q>~ - p - r ,  q>~l. (62) 

Encore, si lea coe//icients satis/ont ~ l'indgalitg 

4q >p2 + r 2, 

l'gquation (61) n'admet aucune solution en hombres entiers rationnels x et y, sau/ pour 
xy=O. 

Ddmonstration. D'apr~s les suppositions faites sur ( 6 1 ) o n  a N(1--~)>~2 et 
N(1 + ~)/> 2, done q >~p + r et q ~> - p  - r. I1 en rdsulte q >/0. Or, on ne peut  pas avoir  
q = 0 ,  vu que, d'apr~s le Lemme 9, p+r:~O.  
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Pour  
peut  s'dcrire 

(x e _ �89 pxy)2 + (y2 _ �89 rxy)e + (q _ �88 p2 _ �88 r 2) x 2 y2. 

Supposons main tenant  que 

4q ~ p2 + r 2. 

ddmontrer  la seconde partie du lemme observons q u e l a  forme N ( x - y ~ ] )  

(63) 

Le signe d'dgalitd est impossible vu que le corps K(~) ne contient pas le nombre  
] /~1  = i .  D'aprbs les suppositions faites sur (61) nous avons xey 2 ~>4. Si l 'expression 
(63) est = 1 il faut  donc que 

x 2 - �89 p x y  = y2 _ �89 rxy  = O, 

ce qui est dvidemment  impossible. 
Cell ddmontre le Lemme 10. 
On en conclut : S i  l'dquation (61) admet une solution en hombres entiers rationnels x 

et y tels que I xY] >~ 2, il /aut  que 

4q ~<p2 § r 2 _ 1. (64) 

Le discriminant de l 'dquation (60) et de l 'unitd ~] a pour expression 

16 q4 _ 4 qS (p2 § r ~) + 144 q (pC + r2) + 18 pqr (p~ + r ~) - 128 q2 _ 27 (p4 + r 4) [ 

§ pe r 2 (qe _ 6) - 80 prq 2 - 4 pr  (p2 r 2 + 48) + 256. ! (65) 

16. Le eas de M = I .  Pour  M = 1 l 'dquation (39) devient 

x - y~ = ~N. (66) 

Comme plus haut  nous supposons que [~[ > 1 et que ~" et ~"  soient des conjuguds de ~: 
te ls  que  I~"l = I~"l  = I~l -~ < 1 Les  c~s I xl  = l y l  = 1 ~ t ~ . t ,  d'~pr~s le numdro 9, 
compl6tement  rdsolus nous pouvons  supposer que [y] >~2. De l 'dquation (66) on 
obtient  

(~")N- (~')N = (~,,)~-i + (~,,)~:~ ~,,, + . . .  + (~,,,)~:~. - y -  ~. _ ~,,, 

I1 en rdsulte [Yl < I ~:"1 N-iN, (67) 

e t v u q u e  [y]>~2, I ~ I N - I < � 8 9  

D'aprbs les Lemmes 7 et 8 nous pouvons supposer que N >~ 8. Alors, on montre  aisd- 
ment  q u e l a  fonction de N 

N - 1  

V�89 
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pour  iY hombre  na tu r a l  >~ 8, a sa plus grande  va leur  pour  N = 8. Donc 

7 

I 1< 1.22. 
Donc, si ~ est  rac ine  de l ' dqua t ion  

x ~ - - p x  a § qx -- rx  § 1 = O, 

>~0, on au ra  pour  les coefficients les in~galitds su ivantes  

(68) 
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oh p peu t  ~tre supposd 
(Lemme 1) : 

0<p<4,  Ir[ <4, - 1 < q < 6 .  

D'apr~s  les Lemmes  9 et  10 nous aurons  aussi  les indgalit~s 

q>~ l ,  p+_r~=O, - q < ~ p + r < ~ q ,  4 q +  l <~ p2 +r~.  (69) 

Lorsque ces indgalitds sont  sa t isfa i tes  nous al lons m o n t r e r  que l ' dqua t ion  

x 4 _ p x 3 y  + qx2y~ _ rxya § y4 = 1 

n ' a d m e t  aucune  solut ion en nombres  ent iers  ra t ionnels  pour  I xy]>~2.  Pour  la dd- 
mons t r a t i on  il est  ~vident  qu ' i l  suffit  de supposer  encore que 

p> Irl. (69') 

Nous dis t inguons 6 cas selon la va leur  de q. 

P r e m i e r  cas: q = 6 .  

E n  t e n a n t  compte  des indgalit~s (68), (69) et  (69') on t rouve ra  que la seule possibi-  
l i t4 est  donn~e pa r  p = 4  e t r  = - 3 .  Donc,  nous aurons  ~ examiner  la forme 

F(x ,  y) = x 4 - 4xSy + 6x2y 2 + 3 x y  a + ya = (x - y)4 + 7xya. 

On voi t  imm~dia t emen t  que F(x ,  y) > 1 lorsque x et  y sont  posi t i fs  t o u s l e s  deux.  Soi t  
ensui te  y ndgat i f  e t  x posit if .  Alors  on au ra  dv idemmen t  

F(x,y)=(y2-axlyl)  2+x'+l x y +4x31yl > 1  

P a r  suite, la forme en quest ion ne peu t  pas  reprgsenter  l 'un i td  pour  x y  =~0. 

Second  cas : q = 5. 

E n  e m p l o y a n t  les inSgalitds plus  hau t  on t rouve ra  que la Seule possibi l i td  est  
donnde p a r  p = 4, r = - 3. Donc,  nous aurons  A examine r  la forme 

F ( x ,  y) = x ~ - 4xay § 5x~y 2 § 3 x y  a § y4. 

Celle-ci peu t  s 'gcrire 
F(x ,  y) = (x 2 - 2 x y  - ~y~)~ + ~x~y ~ + ~ ya, 

et il est  dvident  qu 'on  a tou jours  F ( x ,  y) > 1 lorsque x y  ~ 0 .  
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Trois~me cas : q = 4. 

E n  observant  les indgalitds plus hau t  on t rouvera  qu ' i l  y a trois possibilit~s, 
savoir  p = 4 ,  r = - 3 ;  p = 4 ,  r = - 2 ;  p = 4 ,  r = - 1 .  

Lorsque p = 4 e t r  = - 3 nous aurons la forme 

F(x ,  y) = x a - 4x~y + 4x2y 2 + 3xy a + y4. 

Celle-ci peut  s'dcrire (x ~ - 2 xy  - ~ y2)~ + ~ x 2 y2 + ~ y4, 

et  il est dvident  qu 'on  a F(x ,  y) > 1, lorsque xy  # O. 
Soit ensui te  p = 4 et r = - 2 .  Alors, la forme peut  s'dcrire 

(x 2 - 2 xy  - �89 y2)2 + x 2 y2 + ~ y4. 

I1 en rdsulte que la forme ne peut  pas reprdsenter l 'uni td  pour  xy  # 0 .  
Considdrons enfin le cas de p = 4  et r = - 1 .  Alors, la forme peut  s'dcrire 

(x ~ - 2 xy  - �88 y~)2 + �88 x ~ y2 + ~ y~. 

Donc, elle ne  peut  pas reprdsenter  l 'uni td  pour  x y  # 0 .  

Quatridme cas : q = 3. 

Dans ce cas nous aurons les quatre  possibilitds suivantes  : p =4,  r = - 3 ;  p =4 .  
~ =  - 2 ;  p = 4 ,  r =  - 1 ;  p = 3 ,  r =  - 2 .  Cela correspond aux  quatre  formes que voici : 

F(x ,  y) = x 4 - 4xay + 3x2y 2 + 3xy  a + y4, (70) 

F(x ,  y) = x a - 4xay + 3x2y 2 + 2xy  a + y4, (71) 

F(x ,  y) = x  4 - 4 x a y  +3x2y 2 + xy  a + y4, (72) 

F(x ,  y) = x 4 - 3x3y + 3x~y 2 + 2xy  a + y4. (73) 

Examinons  d ' abord  la forme (72). Celle-ci a le rang > 1. E n  effet, on a F(2, 1) = 
--1. 

Examinons  ensuite la forme (71). Celle-ci peu t  s'dcrire 

(x 2 - 2 xy  - �89 y2)2 + ~ y4. 

I1 en rdsulte que la forme est imprimit ive.  E n  effet, les corps correspondants  contien- 

n e n t  le nombre  1 / -  3. 
Considdrons m a i n t e n a n t  la forme (70). Celle-ci peut  s'dcrire 

(x ~ - 2 x y  - ~ y2)2 + �89 x 2 y~ + ~ y4. 

On en conclut que la forme ne peut  pas reprdsenter l 'uni td  pour xy  # 0 .  
Consid6rons enfin la forme (73). Celle-ci peut  s'dcrire 

~ ,~an 2 an2~2 -~- 25 ~,2 as2 4- S an4 

et  il en rdsulte que la forme ne peut  reprdsenter l 'uni td  que pour  xy  = O. 
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Cinqu i~me  cas : q = 2. 

E n  tenant  compte des indgalitds on t rouvera  que ]es quatre  possibilitds sont don- 
ndes par  : p = 4 ,  r =  - 3 ;  p = 4 ,  r =  - 2 ;  p = 3 ,  r =  - 2 ;  p = 3 ,  r =  - 1 .  Les formes qui y 
correspondent sont 

F ( x ,  y) = x 4 - 4xay + 2x2y 2 + 3 x y  3 + y4, (74) 

F ( x ,  y) = x a - 4xay + 2x2y ~ + 2 x y  3 + ya, (75) 

F ( x ,  y) = x  4 - 3 x a y  +2x2y 2 + 2 x y  3 +y4, (76) 

F ( x ,  y) = x 4 - 3xay + 2x2y ~ + x y  3 + y L  (77) 

La Iorme (74) est de rang >1 .  On a en effet F (2 ,1 )=  - 1 .  I1 e n e s t  de m~me pour  
la forme (75), vu  quc F (2 ,1 )=  - 3 .  

Considdrons ensuite la forme (76). Elle peut  s'~crire 

(x 2 -  ~ x y -  2 ..2~2 d- 1 3 ~ 2 .  2 § 5~ 4 

d ' ou  ] 'on conclut que la forme ne peut  pas reprdsenter l 'unitg pour  x y  ~:0. 
Considdrons enfin la forme (77). Elle peut  s'dcrire 

(x ~ - ~ x y  - ~ y2)~ + ~ x 2 y2 + ~ y,, 

qui montre  quc ]a forme ne peut  pas representer l 'unit4 pour  x y  :~0. 

S i x i ~ m e  cas : q = 1. 

Dans ce cas on aura les trois possibflitds suivantes : p = 4 ,  r =  - 3 ;  p = 3 ,  r =  - 2 ;  
p = 2, r = - 1 .  Les formes qui y correspondent sont  

F(x ,  y) = x a - 4xay + x2y ~ + 3 x y  a + y4, (78) 

F ( x ,  y) = x a - 3xay + x2y 2 + 2 x y  a § y4, (79) 

F(x ,  y) = x  4 -  2xay + x2y ~ + x y  a + ya. (80) 

La forme (78) est de rang >1 ,  vu que F(2,1) = - 5 .  
La  forme (79) peut  s'~crire 

On en conclut que la forme ne peut  pas reprdsenter l 'unit4 pour  x y  ~:0. 
La forme (80) peut  s'~crire 

(x ~ - x y  - �89 y2)2 + x 2 y2 + ~ y4. 

Cela montre  que ]a forme ne peut  pas reprdsenter l 'unitd pour  x y  ~:0. 
1)ar consdquent, nous avons ~tabli ]e rdsultat suivant  : 

Th~ori~me 11. So i t  ~ une  uni td  d a n s  u n  corps b iquadra t ique  p r i m i t i ]  d u  p r e m i e r  rang.  
Alors ,  l Y q u a t i o n  

ne  poss~de a u c u n e  so lu t ion  en hombres  entiers  ra t ionne ls  N ,  x et y,  p o u r  [xy] >~ 2. 
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w 9. Lemmes sur quelques fonctions trigonom4triques 

17. I1 nous faut  d ' abo rd  le rdsul tat  su ivant  : 

75 
Lemme 11. S i  0 < 99 < -~ on  a 

2 
? > s i n  ~v > ~  ~. (81) 

75 
S i  0 < 9 9 < ~  on a 

3 
99 > sin 9 9 > -  % 

75 
(82) 

La d6monst ra t ion  est  6v idemment  triviale. 
Nous allons ensuite 6tablir  la proposi t ion que voici. 

Lemme 12. So i t  donnd le nombre  rdel H > I .  S i  0<99<175 on a 

Isin H~vl< 75 
sin 99 2 H.  

75 
S i  0 < 9 9 < =  on a 

6 

(83) 

[sin H99] < - ~ H  (84) 
sin 99 3 " 

Dgmons t ra t ion .  Vu que H > 1 on peu t  supposer  que I sin H 991 > sin 99. I1 fau t  dis- 
t inguer deux cas. 

P r e m i e r  cas. 

75 (85) H99 =~v +75k, 0 <~v~<~, 

k 6tant  un hombre  entier  ~> 0. 
Pour  k = 0  nous avons ~v=H99. Donc, en ve r tu  de (81) nous aurons Findgalit6 

[sinH99[ s i n ~ v < _ ~ _ _  H99 _ 7 5 H .  

sin 99 sin 99 299/75 299/75 2 

Dans  le cas off 0<99<~75 il est 6vident  que la limite supdrieure sera, en ver tu  de 
(82), 6gale s �89 

Pour  k > 0 nous obtenons de (85), en observan t  que sin ~v > sin 99 et  pa r  suite que 
~>99 :  

nk  75k 75k 75 
H ( H -  1) H - 1  - 1 "  
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I1 en rdsulte, en t enan t  compte  de (81), 

]sin H~v] sin ~0 1 ~ 1 
< 

sin ~ sin q sin ( ~ / ( H  - 1)) " 2 z ( H  - 1) 2 (H - 1). 

Darts le cas off 0 < ~v < ~/6 on aura  dvidemment ,  err ver tu  de (82), la l imite supdri- 
eure �89 (H - 1). 

S e c o n d  c a s .  

H ~ o = - - ~ + ~ k ,  0 < ~ o <  2,  (86) 

off k est  un hombre  entier  >~ 1. 
Vu que ~ < �89 ~r on obt iendra  de (86) 

~v > - 2 ~ 4  H 2 H  2 H "  

En  ver tu  de (81) on aura  done 

_ 1 1 [ s i n H ~ [  s i n ~ <  
sin ~v sin ~ sin (-~/2H) < (2/z) .  (z/2 H)  H.  

Dans  le cas off 0 < ~0 < -~ ,  cet te l imite sera en ve r tu  de (82), remplacde par  ~H. 

w 10. Le cas  tie M impair  ~> 3. Le th~or$me principal  

18. Limite sup~rieure de [ ~ [. Soient ~ e~ ~ ddfinies comme darts le numdro 10, et 
considdrons de nouveau  l 'dquat ion (39) 

x - yr] = x - y ~ M  = ~N. 

D'aprbs  les lemmes  2, 3, 4 et 5 nous pouvons  supposer  que N > M  et que N e t  M 
sont  premiers  entre  eux. Nous supposons que [y] >~2. I1 nous reste d ' examiner  le 
eas de M impair  >~ 3. D 'apr6s  (42) dans  le numdro 10 nous avons  

sin HE (S7) 
-Y=[~l"[ H-l" sinE, 

off H = N / M ,  et  off E est  un angle situd dans le premier  quadrant .  Supposons 
ma in t enan t  que fl ~> ~ z .  Alors on obt ient  de la formule (87) l ' indgalit6 

I sin H E < [sin nf l [  ~< 2, 
Ivl< siua= 

ce qui est  impossible vu  que lY] ~> 2. P a r  consdquent,  nous pouvons  supposer  que 
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Done, en appl iquant  le Lemme 12 ~ l 'dquat ion (87) nous obtenons l'indgalit~ 

7~ 7[ [yI< ~ H'I~"['-I < ~ H, 

pourvu  que M soit impair. I1 en rdsulte, vu  que ]Yl t>2, 

6 H > - ,  (88) 
7[ 

7~ I,~1" 1<~ H. (89) 

19. On vdrifie ais~ment que la fonct ion de H,  pour H > 6/:~, 

H - 1  

F(H) = -6 H, 

at te int  son m a x i m u m  pour une valeur de H entre 4 et 4,2. La  valeur m a x i m u m  de 
F(H)  est ~videmment < 1,3. Done, il r~sulte de (89) qne 

I~] <1,3. 
Si ~/est racine de l 'dquation 

x 4 - P x  a + Q x  2 - -  R x  + 1 = O, 

nous aurons donc pour  les coefficients les indgalitds 

IPI <4, IRI <4, -l~<Q~<6. (90) 

I1 suffit d'ailleurs pour  les calculs numdriques de supposer 0~<P~<4. D'apr~s les 
numdros 15 et 16 il est dvident que les indgalit4s suivantes doivent  aussi ~tre satis- 
faites 

Q >~ I, P +_R #O, - Q  <~p + R <<.Q, (91) 

4Q + 1 ~<p2 -t- R 2. (92) 

On pent  m6me supposer que 

P > ] R]. (93) 

Or, nous avons montrd dans le numdro 16 que l 'dquation 

x 4 _ Pxay + Qx2y2 _ Rxy3 + y4 = 1 

n ' a d m e t  aucune solution en nombres  entiers rationnels x et y avec I xY[ >~ 2, si les 
coefficients satisfont aux indgalitds (90), (91), (92) et (93). 

20. En  rdsumant  tous le s  rdsultats obtenus nous pouvons dnoncer le thdor~me prin- 
cipal que voici : 
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Th~or~me 12. Soit  ~l une unit~ (irrationnelle) dana un  corps biquadratique p r i m i t i /  
du premier  rang. Alors,  l 'gquation 

N ( x - y ~ )  = 1 (94) 

n'admet  pas,d'autreo solutions en nombreo entiers rationnels x et y que leo quatre solutions 
trivialeo avec xy  = O, except ion/ai te  des ccus suivants  oct il  y a exactement s i x  solutions : 

1 o) x 4 T x y a  +y4 = N ( x ~ - ~ y )  = 1, 

oct ~ cot racine de l' ~quation x a - x + 1 = O. 

Leo solutions non-triviales sont x = + y = 1 et x = + y = - 1 .  On a D(~) = 229. 

2 ~ x 4 T 3xay + 3x2y 2 + xy  a + y4 = N ( x  T eay) = 1, 

oct ~ est le m~me hombre que dana le cws precedent. Leo solutions non-triviales sont  
x = + + y = l  et x = + y =  - l .  On a D(~ a)=229.  

3 ~ x 4 + 4xay + 6x~y~ + 3xya + ya = N ( x  T e4y) = 1, 

oct ~ eat le mdme hombre que ci-deosns. Leo solutions non-trivialeo sont x = + y = 1 et 
x = + y = - 1. On a D(~ a) = 229. 

4 ~ x a T 3xay + 5x~y ~ +_ 5xy  a + ya = N ( x  Yr ~6y) = 1, 

oCt ~ signi/ie le mdme hombre que ci-deosns. Leo solutions nontrivialeo sont x = ++_ 1, y = + 3 
et x = + l ,  y = + 3 .  On a D ( ~ ) = 2 2 9 .  

5 ~ xa ++_ 2xay + 7x~y2 +_ 5xya + ya = N ( x  ~- ~y) = 1, 

oCt ~ signi/ ie une racine de l'dquation 

x 4 § 2x a + 7x 2 + 5x + 1 = 0. 

Lea solutions non-triviales sont x =  +1 ,  y =  ~- 2 et x =  +1 ,  y =  +2 .  On a D(~) =257.  

21. Si F(x ,  y) est une forme binai re  b iquad ra t ique  du  p remie r  rang  on peu t  tou jours  
reconnal t re  si celle-ci est  ~quivalente  ~ une forme du  t y p e  

((1, - p ,  q, - r ,  1)) 

ou non; comparez  [3], p. 512. Dans  un  procha in  t r ava i l  nous al lons d tudier  le cas off 
F(x ,  y) est ~quivalente  h une forme de la catdgorie 1 du  t y p e  

((1, - p ,  q, - r ,  s)), 

off s > 1. Dans  un  t r ava i l  antf ir ieur nous avons  t r a i td  le cas off F(x ,  y) est  d ' u n e  
categoric  diffdrente de la premibre;  voir  [3]. 

E n  comparan t  le p resen t  t r ava i l  avec le t r ava i l  [3] on au ra  l ' impress ion  tr~s ne t t e  
que l ' ex is tence  d ' u n  sous-corps ( i rrat ionnel)  du  corps b iquad ra t ique  en quest ion 
faci l i te  les recherches.  I1 semble  que les corps pr imit i fs ,  e t  les formes binaires  y appa r -  
t enan t ,  p rdsenten t  les plus grandes  difficultds. 
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