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Sur les unités dans les corps biquadratiques primitifs

du premier rang

Par TrRYGvE NAGELL

§ 1. Introduction

1. Représentation de 1’unité par une forme binaire biquadratique du premier rang.
Le corps biquadratique engendré par une racine de 1’équation

agrt+a, 2% +a,2? +azx+a,=0, (1)

aux coefficients a, rationnels entiers, a,=0, irréductible dans le domaine rationnel,
sera appelé corps du premier rang, lorsque toutes les quatre racines de cette équation
sont imaginaires. Dans des travaux antérieurs nous avons établi une classification de
ces corps en 14 classes; voir Nagell [1]3, [2], [3] et [4].

Nous.désignerons par le symbole ((ay, a;, a5, a5, ,)) 1a forme binaire biquadratique

a0 x* +ay %Y + a2y +agzy® +agyt, (2)

ou les coefficients a, sont des entiers rationnels. Le discriminant de cette forme a pour
expression

213 3 2_ 0,2, \2
4dagay—aya;+ L as) — §(24ap0,0, + 30 0,05 — 203 —Yaya; —9aia,) .

Lorsque les corps engendrés par I’équation (1) sont du premier rang, nous dirons que
la forme est du premier rang. Lorsque les corps appartiennent & la classe Z, nous dirons
que la forme (2) appartient & la catégorie Z. Les formes équivalentes appartiennent
a la méme catégorie; elles représentent les mémes nombres entiers, et le nombre de
représentations d’un nombre donné est le méme.

Dans un travail récent nous nous sommes occupés de lareprésentation de 'unité par
une forme binaire du premier rang lorsque les eorps engendrés par la forme admettent
an moins un sous-corps quadratique; voir [3]. Nous avons montré comment on peut
reconnaitre §’il existe des représentations ou non, et comment on peut déterminer
toutes les représentations eventuelles. Le nombre de représentations est au plus égal
a8

Cependant, les méthodes dont nous nous sommes servies dans le travail [3] ne
sont pas applicables lorsque la forme appartient & la catégorie 1. La classe 1 est
constituée des corps primitifs du premier rang.

L Les numéros figurant entre crochets renvoient & la bibliographie placée & la fin de ce tra-
vail,
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Dans le présent travail nous allons traiter la question de la représentation de
I'unité par les formes de la catégorie 1. Cependant, pour le moment, nous nous bornons
au cas des formes du type

(A, —p, ¢, =1, 1)). 3)

Un essai (non publié) d’Adolf af Ekenstam afin de montrer qu'une forme de ce
type (appartenant & la catégorie 1) admette au plus six représentations de I'unité
n’est pas réussi. En effet, sa démonstration repose sur certaines suppositions sous-
entendues qui ne sont pas en général réalisées; comparez mon travail [3], p. 481 et
p- 512.

Dans ce travail-ci nous allons établir un résultat plus précis sur la forme (3) lors-
qu’elle appartient & la catégorie 1. En effet, d’aprés ce résultat la forme n’admet que
les quatre représentations triviales, exception faite d’un petit nombre de cas dans
lesquels il y a exactement six représentations de 1'unité.

Le probléme plus général relatif 4 la représentation de I'unité par une forme du
type

((17 P9 7 S))’

olt s >1, de la catégorie 1, sera sujet d’un prochain travail.

Nous présentons en outre quelques résultats sur les corps biquadratiques du
premier rang appartenant & une classe quelconque; voir les Théorémes 1 et 2. Dans
le Théoréme 8 il s’agit de tous les corps biquadratiques sauf les corps primitifs d’un
rang >1.

2. Propriétés générales des unités dans les corps primitifs du premier rang. Soit K
un corps biquadratique du premier rang appartenant & la classe 1. Toute unité
irrationnelle dans K est du quatriéme degré, et elle n’est jamais une racine de I'unité.
Soit % une unité dans K, racine de ’équation & coefficients entiers rationnels

flx) =2t —ax® +ba? —cx+1=0. 4)

Nous supposons que || >1. 8i#’, " et ”” sont les autres racines de I'équation (4),
et si 7 et ' sont imaginairement conjuguées, nous avons

In|=|n'| >1et |n"| =|n"]| =|n| 7 <1

Vu que f(1) =1 et f(—1)>1 les coefficients dans (4) satisfont aux inégalités suivantes

bza+c—1, (5)
b> —a—c—1. (5

1l en résulte par addition
b= 1. (5")

De la théorie de ’équation biquadratique on obtient le résultat que voici :

La condition nécessaire et suffisante pour que le corps K(z) défini par (4) soit du
premier rang est que le discriminant D(%) soit positif, et qu’au moins une des condi-
tions suivantes soient remplies :

b—3a*>0, }

(b—3a*P<4—ac+}a®b—a'

(6)
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D’ailleurs, il est évident qu’on peut remplacer ces inégalités par les suivantes:

>

b =0, (6)
AP <4—ac+ bl -t

(-

oolos  oojeR

On démontre sans difficulté le

Lemme 1. Il n'y a qu’un nombre fini d’unités 1 ayant les propriétés suivantes : 1) est
du quatriéme degré; toutes les quatre unités conjuguées sont tmaginaires; on a 1 <|n| <k,
ot k est un nombre positif donné. Toules ces unités pewvent étre déterminées par wn nombre
fini d’opérations.

En effet, si # est racine de 'équation (4) les coefficients sont bornés par les inéga-
lités .

la| <2k+2, |¢| <2k+2, —1<b<k®+5. (7)

Supposons maintenant qu’on a
n=u+vi, B =u—vi, n'=z+wi, B =z—wi,

ol u, v, z et w sont réels. Iei on peut toujours supposer que v et w sont positifs. Les
coefficients a, b et ¢ sont donnés par les relations

a=2u+2z b=u2t+v2 22w +4duz,
¢ = 2z(u? +v?) 4 2u(2? + w?).

On montre aisément qu’on a % =0. En effet, pour « =0 on aura

n=uvi, n=-—ui
Il en résulte a =2z, et vu que %"%” <1 on aura a®+w?<1. Il faut donc qu’on ait ou
a=0aua=+1. 8i a=0 on obtient z=0 et ¢=0. Donc b=v2+v~2, et 7 est racine de
I'équation
2+ (v a2 +1=0.

Or, cette équation engendre des corps imprimitifs.

Sia=1 on obtient z=14, c=v2 et } +uw?<1. Vu que b=0%+1+w? il en résulterait
que la différence b —c serait positive et < 1. Contradiction. Done, on a toujours
u+0 dans un corps primitif. Par un raisonnement analogue on montre aussi que
2#+0. En effet, soit 2=0, et remplacons % par 'unité

=(n")y1=wmw
On aura alors .
¢ = )yt = — it

et |{| =] >1, |¢"] =|&”| <1. Or, nous venons de montrer que la partie réelle de
{ ne peut pas s’annuler. Donc z 0.

Dans certains cas il est avantageux d’opérer avec une unité ol z est positif. Si 2
est négatif = —z, on peut alors passer & 'unité n, = —.
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Pour les calculs numériques il est en général pratique et suffisant de supposer que
a=>0.

3. Formes et unités. Considérons maintenant ’équation
N(x—yn) =2 —az®y + b’y —cxy® +y' = 1, (8)

ou 7 est I'unité définie dans le numéro précédent. Nous allons chercher les solutions
de cette équation en nombres entiers rationnels z et y, en négligeant les quatre solu-
tions triviales avec xy =0. Soit & I'unité fondamentale dans 'anneau R(z), choisie
parmi les quatre possibilités. Nous supposons dans la suite que £ est racine de ’équa-
tion & coefficients entiers

2t —paxd+qrt—re+1=0.

Supposons de plus que |£] >1. Désignons par &', &” et £ les trois autres racines de
cette équation de fagon qu’on ait

|§|:|§1]>1’ I‘S”Izlsl”lzlfl_l<]"

Pour obtenir que & =u +vi, u et v réels, soit univoquement déterminée il suffit de sup-
poser que v>0.
Vu que & est 'unité fondamentale dans I’anneau R(#) nous avons évidemment

T =&,
ol M est un nombre naturel >1. Il résulte de I’équation (8) que
x i ysM = i ENy

ot N est un nombre entier rationnel. En choisissant les signes des nombres = et y
d’une fag¢on apte nous pouvons écrire cette relation sous la forme

x—yEM=§" 9)
Lemme 2. Dans la relation (9) on peut supposer que N est positif.
Démonstration. Supposons que
x—-yEM=E",
ot H est un nombre naturel, et posons { =&, Alors on aura en multipliant par ¥,
alM—y =M,

ot H+M>M>1. Nous avons || <1 et |”| >1. II suffit donc de passer du corps
K(&) au corps K(£"), en échangeant x par —y et y par —x.

Lemme 3. Dans la relation (9) on a ou
o] =ly[=1
ou lz| <|y| -1 (10)
Si |y| =14l faut que || =1.
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Démonstration. 1l résulte de (9) qu’on a
x—y(E" M= ()",
et done, vu que N>1,
o] <ly@E™| +1&" "< |yl +1,

d’ott || <|y|. Les nombres et y étant premiers entre eux le signe d’égalité est
possible seulement pour |z|=]|y|=1. Autrement on aura (10).

Lemme 4. Dans la relation (9) on peut supposer que

N>M>1. (11)

Démonstration. Ilest évident que nous pouvons faire abstraction du cas |2| = |y| =1.
Nous aurons d’abord de (9)

&Y= |o—y&"| = ||o| - |9E]- (12)

D’aprés la relation (10) dans le Lemme 3 nous aurons
ly]-1§]">[y] = || +1.
Done, I'inégalité (12) peut s’écrire
&%=y [€]" = =],
d’oti suit, vu que |y| =2,
[ =1&1">({y| 1) ([¢]¥=1)>0.

1l en résulte que N > M, et le Lemme 4 se trouve démontré. Il est évident que N =>4.

Lemme 5. Dans la relation (9) on peut supposer que (M, N)=1.

Démonstration. Supposons que (M, N)=d>1, et posons M —=dm et N=dn, ol
(m, n)=1. Si nous posons & =£* la relation (9) deviendra

x— &'y =451,

Le nombre &, est du quatriéme degré. En effet, si & est rationnel = +1 on obtiendra
&4 =+1. Or, cela est impossible vu que & n’est pas une racine de I'unité. & n’est pas
du second degré non plus vu que K(£), étant primitif, ne contient aucun sous-corps
quadratique.

Nous nous proposons dans ce qui suivra de déterminer toutes les relations du type
(9), olt les nombres x, y, M, N et & satisfont aux conditions indiquées dans ce numéro,
y compris les Lemmes 2, 3, 4 et 5. Ces relations seront appelées relations propres,
sauf dans le cas de |z| = |y| =1.

On obtient toutes les relations tmpropres, ou les valeurs négatives sont permises
pour M et N, de la maniére suivante :
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Partant d’une relation propre (9), ot N> M >1, on aura en divisant par £ :
—y g M=EVM
Si dans (9) || =1 on obtient encore la relation
x+ayEM N =F"¥,
Enfin, ¢’il existe pour { =&~ une relation propre

M N
x_y‘: :C ’
avec N >M >1, on aura aussi
x—yEM=¢",

La section suivante sera consacré au cas particulier |2|=]|y|=1. Le probléme’
correspondant sera résolu complétement pour tous les corps biquadratiques du
premier rang. Dans le § 3 nous allons déterminer toutes les solutions de quelques
équations du type f(z, y) =1, ol f(z, y) désigne certaines formes binaires biquadrati-
ques du premier rang. Dans le § 4, nous considérons les unités & discriminant donné
dans les corps biquadratiques. Dans le § 5, il s’agit de quelques conséquences de
I'équation (9). Dans le § 6, nous démontrerons que 'exposant M est impair pour
|2y | =2, sauf dans un nombre fini de cas. Le § 7 contient des lemmes sur les exposants
M et N. Dans le § 8, nous allons établir quelques inégalités pour les coefficients p, ¢
et r, et puis nous montrerons que le cas M =1 est impossible lorsque |xy| >2. Dans
le §9, il s’agit de quelques inégalités pour certaines fonctions trigonométriques.
Enfin, dans le § 10, aprés avoir traité le cas de M >3, nous arrivons au théoréme
principal sur le nombre de représentations de 1'unité par un type de formes binaires
biquadratiques primitifs du premier rang.

§2. Les cas dans lesquels 1 et I-1; sont simultanément des unités

4. Precision d’un résultat antérieur. Dans le travail [2] nous avons établi le ré-
sultat suivant :

Théoréme 1. Dans un corps biquadratique du premier rang il w’existe qu’un nombre
fini d’unités E et By tels qu’on ait

E+E =1. (13)

11 est possible de reconnatire s'il y a des solutions ou non de cette relation, et les solutions
eventuelles peuvent étre déterminées par un nombre fini d’opérations.

St m désigne le nombre de relations du type (13), sans compter la permutation de E et
E,, on a de plus :

Dans les corps appartenant aux classes 5, 7, 8, 9 et 10 on a m =0, exception faite des
corps particuliers dans les classes B, 7 et 9 qui contiennent le nombre V5 et par suite les
trois relations 1 +e—62=0, 1 —e+e1=0 et 1 —g 1 —£2=0; donc m=3 dans ces cas.
Dans les corps appartenant aux classes 11 et 12 on a m =1, correspondant & la relation
1 +0+0%=0, exception faite du corps K(p, €) o U'on a m =4 correspondant aux relations
avec ¢ et o que nous venons d’indiguer.
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Considérons ensuite les classes 1, 2, 3 et 4, et soit & Uunité fondamentale dans le corps
en question, choisie de fagon qu'on ait |£| >1. Alors on a m =0 dans les corps apparte-

nant & Pune ou Pautre des deux classes 1 et 2, pourvu que |&| = V2. Dans les corps

appartenant & la classe 3 on a aussi m =0, pourvu que |&| >4(1+ 1/5) Dans les corps
appartenant & la classe 4 on a m =1, correspondant & la relation 1 +¢ +¢* =0, pourvu que
|€| >3 +V5).

Dans le corps de la classe 13, engendré par le nombre e™*, on a m=0.

Dans le corps de la classe 6 on a m =9; el les relations sont :

1+8- (=0, 1-fe1-ETe1=0, 14E2-81e=0,
1-E1-81-0, 1-8 E%=0, 1-£-E2%1=0,

wij4

l+e—e2=0, 1—g4e1=0, 1—gl—¢g2=0,
on E=¢"P et =1 (1+V5).
Dans le corps de la classe 14 on a m =T, et les relations sont :
14181 F2=0, 14+&-E1=0, 1-bc1-8%1=0,
1—Ce+8%e=0, 1—-¢—§&lel=0, 1-&11521=0,1+9+02=0,
ot E=e" et e=1+V2.

Pour la classification des corps biquadratiques de rang 1 voir [2], § 3 ou [3], § 2.
Grice 4 nos résultats dans le travail [3] nous pouvons maintenant résoudre le probleme

complétement pour les classes 2, 3 et 4 aussi dans les cas ou |£] < V2 ou <31+ VB) .
En effet, nous allons montrer qu’on a le

Théoréme 2. Dans la classe 2 on a toujours m =0.
Dans la classe 3 on a m =0, exception faite du cas sutvant : Si 1) désigne une racine de
Uéquation
2422 —22+1=0 (14)
on a dans le corps X(n) m =3 avec les relations suivantes :
ntp=1 git—gmit=1, nt -y g =1

Le discriminant du corps K(n) est =272.
Dans la classe 4 on a m =1 avec la relation 140 +¢% =0, exception faite des deux cas
sutvants :

1°) 8i u désigne une racine de Uéquation
2t -2+ +1=0 (15)
on a dans le corps X(n) m =4 avec les relations suivantes :
ntg=1 gt =g =1, g =1, 14 gk e* =0

Le discriminant du corps est=189.
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2°) Si & désigne une racine de Uéquation

-2 —a?+x+1=0 (16)

on a dans le corps K(&) m =10 avec les relations suivantes :
EHé&=1, —E+&=1, ET-ETE =1,
B ET =L S-S T ER S,
CHL=L =0T =1 G == T Tt
on { = —pf est racine de I'équation
2t 223+ 222 —x+1 =0. 17)
Le discriminant du corps est=117.
Démonstration. Soit B une unité, racine de I'équation
2t —prd+qri—rx+1=0.
Pour que 1 — £ soit aussi une unité il faut que la forme
N(x — By) = a* —pa’y + qu*y® —ray’ +y*

ait (au moins) six représentations de l'unité. Dans la classe 2 il n’y a pas de formes
ayant six représentations; voir théoréme 5 dans [3]; donc on a dans ce cas m =0.
Dans la classe 3 toute forme ayant six représentations est équivalente & la forme

xt +o2ay? —2vwy® +yt,

ol v est un nombre naturel quelconque; comparez théoréme 3 dans [3]. Soit £ une
racine de I'équation

o2 —20x+1 =0.

Pour que 1—E soit une unité il faut évidemment que »=1. Cela démontre notre
assertion sur la classe 3.

Dans la classe 4 toute forme ayant exactement six représentations est équivalente
& une forme du type

xt+ 2By + (82 + hy) 22y + bty +yt,

ot hy=+1 et olt £ est un nombre naturel quelconque, exception faite du cas t=2,
hy= +1; voir théoréme 3 dans [3]. Encore, toute forme ayant huit représentations
est équivalente &

ot — 2%y — 2%y + gt + oy
voir théoréme 2 dans [3].
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Désignons par 5 une racine de ’équation
at+ 2234 (24 hy)a? + byt +1 =0. (18)
Pour que 1 —7 soit une unité il faut qu’on ait
1426 +£24-hy +hyt =0.
Cette équation peut s’écrire
(I+8) (L +t+hy) =0.
Supposons d’abord que t= —1. Pour %, = —1 on aura alors
Nt =2*+n+1=0

avec le diseriminant D(z) =189.
Pour t= —1 et h;= +1 on aura

Nt =27 +2n*—n+1 =0,

avec le discriminant D =117.
En prenant 1+¢+%;=0 et h; = +1 on aura t = —2, ce qui donnera

nt—4npd+5n—2n+1=0,

avec D =144; 5 appartiendra alors & la classe 14.
En prenant 1+¢+h; =0 et ;= —1 on aura t =0, ce qui donnera

nt—n2+1=0.

Aussi dans ce cas 7 appartiendra 3 la classe 14.

Désignons par & une racine de I'équation (16) qui a le discriminant D(£) =117. Les
corps engendrés par les équations (17) et (16) sont les mémes. Il y a une racine 7 de
(17) telle que 1 = — %2, o1 g est une racine de 22 +x + 1 =0. Le nombre 117 représente
la valeur minimum possible pour les discriminants des corps biquadratiques du pre-
mier rang; voir Hasse [6].

Considérons maintenant le corps engendré par 7, racine de I’équation (15), et
posons 1, =1—. Alors, il est évident que, dans ce corps, m =4, et qu’il n’existe pas
d’autres relations que celles données dans le Théoréme 2.

En passant au corps engendré par &, racine de 1’équation (16), on voit que les nom-
bres & =1—¢& et £,=1 +& sont des unités. Encore, si { = —oé& est une racine de 1’équa-
tion (17) le nombre {; =1 —{ est une unité. Donc, on trouvera qu’il existe exactement
dix relations, savoir les relations indiquées dans le Théoréme 2.

Il reste encore & déterminer toutes les relations du type (13) dans les corps de la
classe 1. Nous allons faire cela dans le numéro suivant.

5. Solution compléte du probléme dans la classe 1.

D’aprés le numéro 3 il s’agit de la résolution compléte de ’équation
T1HEM=EY, (19)
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ou N>M=>1 et (M, N)=1, le nombre £ étant I'unité fondamentale dans 1’anneau

R(£") =R(n), lorsque 1< |&|<}/2. Nous supposons que £ est racine de I’équation 3
coefficients entiers rationnels

§1pE - gE—rE +1 =0,

ol

p=0. D’aprés le Lemme 1 et les inégalités (5”) et (7) nous aurons alors (pour
k=Y

2

~

0<p<4, |r| <4, —1<¢<6. (20)

Encore, d’aprés les inégalités (5) il est évident qu’on a

Sp+r—1,
g=p+r } @)

gz —p—r—1

La relation (19) entraine que I'un ou I'autre des deux nombres 1 —& et 1+£ est une
unité. En effet, prenons d’abord le cas

g g1,
Le terme & droite est divisible par & —1, et ce nombre est donc une unité. Considérons
ensuite la relation

—1+EM=EN,
Ici le terme & gauche est divisible par £ —1, et ainsi ce nombre est une unité. Enfin, si
nous avons la relation

- ]- —SM = EN)
le nombre 1 +£ est une unité lorsque M est impair. Si M est pair, N est impair d’apres

le Lemme 5; alors 1 +£ est un diviseur de 1 +£¥ et par conséquent une unité. Done, si
nous posons

(@, y) = a* —pe’y +qa*y® —ray® +yt,
nous avons ou f(1, 1)=1 ou f(1, —1) =1, c’est-a-dire ou
q=p+r-1 (22)
ou g=—-p-—r—1. (23)

Par conséquent, les coefficients p, g et r sont limités par les relations (20), (21), (22) et
(23). Les résultats des calculs numériques sont donnés dans le tableau suivant,
ol nous indiquons le discriminant D du corps ainsi que la classe. Nég. signifie que D
est négatif.

On observe que dans ce tableau un corps primitif (classe 1) ne parait que pourle
discriminant D =229. On montre aisément qu’il s’agit dans tous les six cas du méme
corps, ou plutét du méme quadruplet de corps.
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Tableau

P T q D Classe P T q D Classe
0 0 -1 144 14 2 -3 0 - nég.

0 +1 0 229 1 2 —4 1 nég.

0 +2 1 272 3 2 -1 0 272 3
0 +3 2 117 4 3 0 2 117 4
0 +4 3 nég. 3 1 3 229 1
1 0 0 229 1. 3 2 4 125 6
1 1 1 125 6 3 3 5 117 4
1 2 2 117 4 3 4 6 229 1
1 3 3 229 1 3 -1 1 nég.

1 4 4 nég. 3 -2 0 nég.

1 -1 -1 117 4 "3 -3 -1 nég.

1 -2 0 189 4 3 —4 0 nég.

1 -3 1 nég 4 0 3 nég.

1 -4 2 nég. 4 1 4 nég.

2 0 1 272 3 4 2 5 144 14
2 1 2 117 4 4 3 6 229 1
2 2 3 0 4 -1 2 nég.

2 3 4 125 6 4 -2 1 nég.

2 4 5 144 14 4 -3 0 nég.

2 -2 -1 0 4 —4 -1 nég.

On en obtiendra le résultat suivant :

Théoréme 3. Dans la classe 1 on a m =0, exception faite du cas swivant : Si i

désigne une racine de Iéquation
xt—x+1=0

on a dans le corps K(n) m =3 avec les relations suiwantes :

n-nt=1 glipi=1, gP-yi=1

Le discriminant du corps est =229.

Pour achever la démonstration il suffit d’observer les faits suivants :

r—P+1=0
a la racine %1, lorsque % est une racine de (24). L’équation
2t 323 +3x2—x+1=0
a la racine (n—1)#n~1= 7% L’équation
2 —a?+322—-32x+1=0
admet la racine 5(n —1)~1 = ~3. L’équation
2t —423 4622 —3x+1=0
posséde la racine 1 —5n = —n?%; et I'équation
xt—8x%+ 622 —4x+1=0

25*

(24)

L’équation
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a la racine (1 —#)~1= —#-% Toutes les équations ont le discriminant 229, qui est la
valeur minimum des discriminants dans les corps biquadratiques primitifs.
On vérifie aisément que les formes

(1,0,0, —1,1)), (1, —1,3, —3,1)) et ((1, —3,6, —4,1))

sont équivalentes. Nous allons préciser ce fait dans le chapitre suivant (Théoréme 5).

§ 3. Sur quelques formes particuliéres

6. On démontre aisément le
Lemme 6. Les corps engendrés par Uéquation
gt —x+1 =0, (25)
ot g est un entier rationnel >0, ont le rang 1 et ils sont primitifs.

En effet, il est évident que 1’équation (25) n’admet aucune racine réelle. Pour
montrer qu’il n’y a pas de sous-corps quadratique il suffit de constater que la résol-
vante cubique

B4+2q22+(¢*—4)z2—1=0

n’a pas de racine rationnelle; comparez [1], p. 349.

Théoréme 4. Il y a exactement 6 solutions de I’équation
-y tyt=1 (26)

en nombres entiers rationnels x et y, savoir x=0, y=+1;y=0,x=+L x=y=+1.
St q est un entrer rationnel >1, Uéquation

f@, y)=a*+qe*y® —xy’ +y* =1 27)

n’admet pas d’autres solutions en nombres entiers rationnels x et y que x=0, y=+1;
y=0, z=+11. Cela est aussi vrai pour Uéquation

g(@, y)=a*+2q2% + (2 + %) 2" + (29 — Dy’ +y* = 1, (28)
sauf st ¢ =2, dans quel cas il y a aussi les solutions x= —y=+1.

Démonstration. Pour établir ce résultat sur les équations (26) et (27) il suffit évidem-
ment, de supposer que x et y sont tous les deux >1. Siz>yon a f(x, y) >qx?y2 +y*>1;
siz<y on a f(x, y) >zt +qx2y2>1. Cela démontre le théoréme pour I'équation (27).
Pour I'équation (26) on a seulement & mettre ¢=0.

L’équation (28) peut s’écrire

gz, y)= (% +qry +y*)? —xyP=1.

Pour ¢ =2 seulement on a la possibilité = —y = +1. Donc, comme tout & I'heure il
suffit de supposer que z et y sont >1. Siz>yon a gz, y) >t —ay*>1;six<y on a
g(x, y) >y* —xy>>1. Ainsi le Théoréme 4 se trouve démontré.

Nous allons y ajouter les deux résultats suivants :
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Théeréme 5. Il y a exactement 6 solutions de U'équation
f(, y)= (@* +3xy +4*)* —2y(Bz +y)* =1 (29)

en nombres entiers rationnels x et y, savoir x=0,y=+1;y=0, 2=+, 2=+1,y=7F3.

Théoréme 6. Il y a exactement 6 solutions de Iégquation
9(@, y)= («*+ 3y +y*) —ay(2e+y) =1 (30)
en nombres entiers rationnels x et y, savoir x=0,y=+1; y=0x=+1;, =11, y=7F2.

Démonstration. Considérons d’abord 1’équation (29). Si xy(3z+y)=0 il suffit
évidemment de supposer que z et y sont tous les deux >1. Alors on a pour toutes ces
valeurs de = et y

fl,y) =@ —Fay) + 3 2"y + 52 +y' > 1.

Considérons ensuite 1'équation (30). Si zy(2z +y) +0 il suffit évidemment de sup-
poser que x et y sont tous les deux >1. Alors on a

glx, y) = 2 + 223y + Ta2y? + Say® +y* > 1.
Cela démontre les deux théorémes.

Désignons par £ =u+vi, et v réels et v >0, une racine de I'équation z* —x+4-1=0
telle que |§| >1. On montre aisément que & est 'unité fondamentale de I'anneau
R(£) et méme du corps K(£). Alors le théoréme sur I’équation (26) dit que la relation

x—yk =&

ne peut subsister que pour x=1, y=0, N=0; z=0, y=—-1, N=1; z=—1, y=—1,
N =4
Désignons ensuite par % une racine de I'équation

2r+qri—x+1=0
telle que |n| >1. Alors le théoréme sur ’équation (27) dit que la relation
z—yn ="
ol H est rationnel, pas nécessairement entier, n’est possible que pour z=1, y=0,

H=0;2=0,y=—1, H=1.
Le théoréme sur 'equation (28) dit que la relation

z—yn* =7,
ol I, est rationnel, pas nécessairement entier, n’est possible que pour x=1, y=0,
H =0, x=0,y=—-1, H,=2; et si¢g=2,0onazx=1,y=—1, H =}
On vérifie aisément que I'équation
(2 +3x+1)2—2(3x+1)2=0
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admet la racine n =£%, ol £ désigne la racine de ’équation z* —z +1 =0 définie tout &
I'heure. Alors le Théoréme 5 dit que la relation

r—yEt=&"

ne peut subsister que dans les cas suivants :2=1,y=0,N=0;2z=0,y= —1, N=6;
r=—-1, =3, N=13.
Désignons par { =u +vi, u et v rationnels et » >0, une racine de I'équation

2 422+24+1=0
telle que |{| >1. Alors {; ={? est racine de 'équation
2t +223 4+ 32 +x +1=0,
et le nombre 7 =3 est racine de ’équation
(F*+3x+1P2—x(20+1)2=0.

Alors on montre aisément que le nombre { est 'unité fondamentale du corps K({) et
aussi des anneaux R((?) et R(n) =R({%). Done, le Théoréme 6 dit que la relation

x—ylt=_"

ne peut subsister que dans les cas suivants : x =1, y=0, N=0; =0, y= -1, N=4;
r=-1,y=2 N=1.
On a D(Z) = D(¢2) = D(t%) = 257.

Nous finissons cette section avec un résultat sur ’équivalence des formes.

Théoréme 7. Les formes suivantes sont les seules formes du type ((1, b, ¢, d, 1)) qui
sont équivalentes avec la forme ((1, 0, 0, —1, 1)):

(1,1,3,3, 1)), (1, —1,3, -3, 1)), (1, —3,6, —4,1)),((1,3,6,4,1)) et ((1,0,0, 1, 1)).

Remarque. Les formes ((1, b, ¢, d, 1)) et ((1, d, ¢, b, 1)) sont considérées d’étre iden-
tiques.

Démonstration. Par une transformation unimodulaire

x=eu+fv, y=gu+hv,
avec eh—fg= 41, la forme
x4 _ xy3 + y4
sera transformée en la forme

(et —eg® + g ut + budy + cuPv? + duv® + (f* — fh® + R4 vl

ou b, ¢ et d sont des formes biquadratiques en ¢, f, g, et k. Nous aurons alors les condi-
tions

et—egd+gt=f —fRP+ht=1.

Grace au Théoréme 4 sur I'équation (26) nous pouvons déterminer toutes les solutions
en nombres entiers rationnels de ce systéme, combiné avee la condition ek —fg= £1.
Le calcul donnera les formes indiquées dans le Théoréme 5.
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§ 4. Remarques sur les unités dans un corps biquadratique quelconque

7. Unités ayant le méme diseriminant

D’un résultat que j'ai établi sur les discriminants des nombres algébriques du
quatriéme degré (voir le théoréme 4 dans [7]) on obtient le corollaire suivant, :

Théoréme 8. Désignons par ® le domaine consistant de toutes les unités du quatriéme
degré, exception faite des unités engendrant des corps primitifs d’un rang > 1. Soit D
le discriminant d’un nombre de ®. Alors, il n’y a quw'un nombre fint d’unités dans ®
ayant le discriminant D.

La méthode de démonstration du théoréme 4 dans [7] donne en outre un algorithme
pour déterminer toutes les possibilités lorsque D est donné, sauf dans le cas d’un
corps primitif du premier rang. Dans ce cas d’exception la méthode repose sur un
résultat général de Chabauty dont la démonstration ne rend pas un tel algorithme;
voir [9]. Dans ce travail-ci ce sont les corps primitifs du premier rang qui font notre
sujet principal. Donc, si % est une unité (irrationnelle) dans un tel corps il nous man-
que de méthode générale pour déterminer toutes les puissances de 7 qui possédent
le méme discrimant que 7.

Exemples numériques. Lorsque & est une racine de #* —x--1=0, on :;
D(§) = D(&®) = D(&®) = D(&*) = D(&°) = D(&") = 229.
Pour les exposants 2, 3 et 4 cela est déja vérifié par les relations
F=f-1 et 8=1-¢1
Pour les exposants 6 et 7 cela se voit pa les relations
E3— 138 et &13=-1-3%7,
qui peuvent s’écrire
§=—(EP-3(E") et &=—(&)-3(&)
Je ne sais pas &'l existe des exposants m >17 tels qu’on ait
D(E™) = D(§).

La puissance &5 n’a pas le diseriminant 229.
Lorsque  est une racine de 'équation #* +2%4+2+1=0, on a

D(0) = D((?) = D(?) = D(£*) = 251.
Cela est vérifié par les relations
1= —1-20% et (T=—1-20-3
qui peuvent s'écrire
= —(E2-2(0") et (1= —(03)2—2(0?).
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Soit K un corps biquadratique primitif du premier rang engendré par 1'unité ».
Supposons qu’on ait "
D(n™) = D(n), (38)

ol m est un nombre naturel; et soit d un diviseur de m. Alors, il est évident qu’on a
aussi

D(y*) = D(n). (38")
En effet, la relation (38) signifie que le nombre

,’]m_n'm
n—n

b

olt ' est un nombre conjugué & 7, est une unité dans le corps K(z, n’). Alors, le
nombre

est aussi une unité dans le méme corps.

La relation (38) entraine que les anneaux R(7) et R(n™) sont identiques; inverse-
ment, si les anneaux sont identiques la relation (38) subsiste; comparez [5], Théoréme
15.

8. Les cas dans lesquels les unités ¢ et &2 ont le méme diseriminant. Désignons
par ¢ une racine de I’équation

2ttqa?—x+1=0,

ot ¢>0. D’aprés le Lemme 6 le corps K(e) est primitif et du premier rang. Le nombre
&% est racine de I’équation

22+ 2903+ (2+g¥) 22+ (29— 1)x +1=0;
comparez le Théoréme 4, formule (28). Vu que
& =1+4qe2 4

il est évident que & et &2 engendrent le méme anneau. On a donc D(e) = D(&?).
Nous allons déterminer toutes les unités ¢ d’un corps biquadratique primitif du
premier rang telles que D(e) =D(&?). Soit ¢ racine de ’équation
&t=ped—qe+re—1.
11 en résulte
e2=12—g+(p—gqrie+(pr—1)e*—red.
Une base de ’anneau R(e?) est constituée par les nombres 1, &%, &t et £~2. Done, si
R(e) =R{e?) on a
e =a+be?+cet+de?,
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ol a, b, ¢ et d sont des nombres entiers rationnels. Il en résulte que le systéme suivant
d’équations doit subsister

cp—dr=0, b—cq+dpr—d=0,
crt+dp—dgr=1, a—c—dg+r2d=0.
Si p=0 on aura d=0; p=r=0 donnerait des corps imprimitifs. Par suite on
obtient cr=1 et c=41, r=+1, b= 4¢q, a=11. Alors, on tombera sur I’équation
2t +ga®+2+1=0. Si r=0 on aura I'éguation inverse.
Supposons maintenant que pr 0. On aura alors d = 4-p, ¢ = +r, vu qu’on a évidem-
ment (c, d)=1. Donc, le systéme d’équations, aprés ’élimination de d, sera

tb=gr—p*r+p, t(a—c)=prt—pg, +1=p*+r2—pqr.

Dans le § 6 nous allons traiter la derniére de ces équations. Nous allons y montrer
Pimpossibilité de cette équation pour pr =0, sauf dans les cas suivants :

p:il’ q=3’ r=+3; _pzil, q=3a T=i2;

p:i?,’ q=3,7':i1> p=j:2: q=3,r=il

Le résultat peut étre formulé sous la forme suivante :

Théoréme 9. Soit & une unité (irrationelle) dans un corps biquadratique primitif du
premier rang. Alors, si Uon a D(e) = D(e?), & est racine de Uune des équations suivantes :

2 +ge2tx+1=0, avec ¢=0,
22+ 23+ 322 F 32 +1 =0,
3+ 3x2+2x+1 =0,

ou de Uune des équations inverses de celles-ci.

9. Les unités x—yy ol |x|=|y|=1.

Rappelons quelques résultats obtenus dans les § 2 et § 3 sur les unités # (irration-
nelles) dans les corps biquadratiques primitifs du premier rang. D’aprés le Théoréme
3 nous avons le résultat :

v 7 et 1+9 sont en méme temps des unités il faut que 1) soit racine d’une des équations
sutvantes

2Fz+1=0, 2F23+1=0, 2*F33+3x2F2+1=0,
2522+ 302+ 3x+1=0, ¥ 423+622F32x+1=0, ou
221323+ 622 F 4w +1 =0.
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Désignons par ¢ une racine de 1’équation a*—x+1=0. Alors, les racines de ces
équations, suivant l'ordre indiqué, ont les valeurs

+e, el 46, ed, Fet Feth

Dans tous ces cas le discriminant de # a la valeur 229.
D’aprés le Théoréme 4 I'équation

N(x—yn) =1,

ol §=+e" h=+1, +3, +4, admet exactement les 6 solutions entiéres suivantes :
z=0,y=+1; =41, y=0; x=y= =11 (lorsque 1 —# est uné unité) ou x= —y=+1
(lorsque 1 +# est une unité). Seulement pour ces valeurs de 1 Uéquation en question peut
avoir des solutions avec |x|=|y|=1.

D’aprés le Théoréme 7 les formes

Nz —yn)
sont équivalentes a la forme
F,=N(x—ye)

seulement pour les valeurs = +¢", b= 41, +3, +4. Toutes ces formes ont le discri-
minant 229, ce qui est aussi le cas pour les trois formes

Fy=N@—ys), Fo-N@—ys), F,=N(x—ye).

Tout de méme, aucune de celles-ci n’est équivalente & F,. On vérifie aisément que
Fg et F, sont équivalentes entre elles, tandis que F, n’est pas équivalente & F.
Cependant, on voit immédiatement que tous les anneaux R(e), R(¢?), R(£?), R(e),
R(e%) et R(") coincident; comparez le numéro 7.
Dans ce qui suivra il suffit de considérer les unités x —yz ou |y| >2.

§5. Les unités de la forme x —yy; pour |y |>1

10. Conséquences de I’equation (9). Soient % et & définies comme dans le numéro 3,
et considérons de nouveau l’équation (9) :

x—yn =z —yEM = £V, (39)

D’aprés les Lemmes 2, 3, 4 et 5 dans le méme numéro nous pouvons supposer que,
dans cette équation, 'exposant N est positif et >M >1, et de plus que N et M sont
premiers entre eux.
Vu que & est 'unité fondamentale dans 'anneau R(n) =R(£Y), il est évident que &
et £ ont le méme discriminant : D(&¥) = D(£). Il en résulte que tous les nombres
@ym _ (g@ym
€ E)a')_(;n ) ’ (40)

ot &9 et £ signifient des conjugués distincts de &, sont des unités. Soit €' un diviseur
de M. Alors il est évident que tous les nombres
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(E(i))C__ (E(i))c ,
gD gD (40°)
sont aussi des unités. On a donc D(£°) = D(&), et par suite on obtient R(&%) =R(&).
Une conséquence du Théoreme 8 est alors que I'équation (39) n’est possible que
pour un nombre limité de valeurs de M, lorsque & est donnée.

En désignant, comme plus haut, par & et £” les conjugués de & pour lesquels |£"| =
[&”| <1, nous obtenons de (39) les relations

x _y(gl/)M — _y/’]ﬂ — (E”)N; X —?/(SI”)M=-’L' —yﬂ”/ — (SI”)N-
En éliminant x nous aurons

Y ) .
y (EII)M__ (E”/)M ,’7// _n/// > ( )

ou H=N[M. Posons maintenant
=z wi= |17”|e’3",

ol z et w sont réels, et ot1 § est un angle réel. D’aprés le numéro 2 le nombre z est +0.
Si M est impair on peut toujours supposer que z est positif. En effet, si z<0 on peut
remplacer # par {= —, donc %" par ("= —7". La condition pour que ("= —5"=
— (&M soit une M-iéme puissance dans le corps est remplie lorsque M est impair.
Done, dans les cas ot M est impair, il suffit de considérer les unités 7 telles que 2
(dans %") soit positif. Aussi le nombre w peut étre supposé positif; en effet, si w est
négatif on peut échanger 7" et 7”. Par conséquent, si M est impair il suffit de con-
sidérer les unités 7 telles que, dans

,'7// _ |77”Ie/3i’

Tangle # soit situé dans le premier quadrant.
De la relation (41) on obtient évidemment

in H
S e 2)

§ 6. Le cas particulier o M est pair
11. Considérons Péquation
& —yn =& —y& =&, (43)

ou M est pair =27, et N impair, N > M >2; supposons que |2y | =>2. Alors, 'équation
(41) peut s’écrire
(E”)T _ (SIII)T

~y e LE H(E)]=

(E”)N _ (E’”)N
5/[ _ Elll N

é-r/ . 5///
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D’aprés le numéro 10 le nombre

(& =&
5” _ 5/”

est une unité. Par conséquent, le nombre
@ +E"
Pest aussi. Posons £7 = 4+ et supposons que J est racine de ’équation
2 —-Pr3+Qe*—Rx+1=0. (44)

B peut étre choisi de fagon que P>0. Alors tous les nombres conjugués B +5%,
pour ¢ =7, sont des unités, et par suite le produit

B+8) (B+p") (B+p") =PB*+ R
est aussi une unité. Par co;lséquent, en prenant la norme, on obtient
N(Pp%+ R) = (P*+ R?—PQR)*=1.
Done, I'équation (43) entraine que les coefficients P, @ et R satisfassent & la relation
P2+ R*—PQR=+1. (45)

Dans le numéro suivant nous allons déterminer toutes les solutions de (45) et par
suite toutes les solutions de (43) pourvu que |zy| =>2.
On doit observer que &, racine de ’équation

2 —pxdtgr?—rx+1=0,
est I'unité fondamentale dans ’anneau
R(&) =R(n) =R(&") =R(") =R(p).
Vu que |é[>1ona |§]|>1.

12, D’aprés le numéro 5 les inégalités suivantes doivent étre satisfaites :
QzP+R-1, Q>—-P—R-1, P>0, ¢g>-1. (46)
Premier cas : —1<Q<0.

Pour Q= —1 on aura, d’aprés (45), les possibilités P=0, R=+1; P=1, B=0;
P=1, R=—1. Seulement la derniére possibilité satisfait aux conditions (46). Dans
ce cas I'équation (44) aura la forme 2?—a®—x*+2x+1=0; les corps appartiennent
donc & la classe 4 (discriminant =117).

Pour ¢ =0 on aura les possibilités : P=0, R=+1 et P=1, E=0 qui donnent les
équations 2t —x+1=0, 2t +x+1=0 et 22 —23 1 =0. Celles-ci engendrent les mémes
corps de la classe 1 et possédent le discriminant 229, et il suffit d’en prendre la
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premiére. Done, f= 1 &7 est une racine de 'équation at —x+1=0. Alors on a T'=1

et 7 =£2. Le nombre £2 est une racine de 'équation z*+ 2% —x+1=0. Or, il résulte
du Théoréme 4 que I’équation

N(x—yn)=N(x —y&) =z*+ 2% —ay® +y* =1
n’admet que les quatre solutions =0, y=+41 et x=+1, y=0.
Deuxieme cas : Q>1, 0<P<1.
Pour P =0 on aura R =+1, et # est racine d’une des équations
21+ Qe2+a+1=0. (47)

11 suffit de prendre le signe supérieur. Alors on vérifie aisément que le nombre 5 =§*2
est racine de I'équation

(B+Qz+1)2=z.
Or, il résulte du Théoréme 4 que I'équation
N(x —yn) = (@ +qey + )" —2y® =1 (48)
n’admet que les quatre solutions x =0, y=+1 et =141, y=0. Pour P=1 et B=0
on aura la méme forme que dans (48).
Pour P=1 et |R|>1 on obtient la relation
R QR=+1-1. : (49)
Ici le signe supérieur donnera R =@ et par suite I'équation
2t—ad3 4+ Qax:—Qu+1=0, (50)
dont le discriminant a la valeur
D =229 405 +8Q*+ 56Q° — 1160 —48¢). (61)

Pour ) =1 on aura le corps engendré par ¢*™°, avec le discriminant 125, appartenant

a la classe 6. Pour Q=2 les corps seront de la classe 4 avec le discriminant 117. Pour
@ =3 on aura 'équation
2t~ + 322 32 +1 =0,

au discriminant 229, que nous avons rencontrée dans les numéros 5 et 6. Donc §={3,
ol { est une racine de I’équation #?—x3+1=0. D’aprés le Théoréme 5 U'équation

Nz —yn) = N(x —yl®) = (=" + 3zy +4°)° —xy(2 + 3y)* =1
n’admet que les six solutions suivantes en nombres entiers rationnels x et y : x =0,
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y=+11, y=0, x=+1; =43, y=TF1. Cela donne la solution suivante de nodtre
probléme (43) :

—3-{0=(,

ol 'exposant N est négatif = —7. Cependant, cette relation est impropre.
Pour @ >4 le discriminant (51) deviendra négatif, et les corps seront d’un rang >1.
En prenant le signe inférieur dans (49) nous aurons R? — RQ = —2, d’oti résultera ou
R=1, Q=3 ou BR=2, @=3. Dans le premier cas I'équation sera

-3 4322 —x+1=0,

qui engendre des corps appartenant & la classe 4 (sous-corps K(V —3)). Dans lesecond
cas I'équation sera

2t —a3 432222 +1=0. (62)

Celle-ci définit des corps primitifs du premier rang au discriminant D =257. D’aprés
le numéro 6 nous savons que ’équation (52) admet la racine —e&2, ol le nombre ¢ est
une racine de 1'équation

4t +1=0.
Donc, on aurait = —¢&? et 7§ =¢*. D’aprés le Théoréme 6 nous savons que I'équation
Nz —yn) =N(x —yet) = (@* + 3y +y°)* —2y(x + 2¢)° = 1

n’admet que les six solutions suivantes en nombres entiers rationnels x et y : =0,
y=+1; y=0, x=+41; x=F2, y=+1. Cela donne la solution suivante de nétre
probléme (43):

—2—gt=¢73,
ol exposant N est négatif = —3. Cependant cette relation est impropre.
Troisiéme cas : Q=1, P>2.

Dans ce cas R est nécessairement positif. Vu que @ =>P+ R—1 on obtient de
I'équation (45) l'inégalité

+1=PQR—-P?—R?>P¥R-1)+R¥P—-1)—PR.
Si R >2 on aura donc
+1>P*+ R2—PR>PR,
ce que est impossible. Soit ensuite R =1. Alors an aura
P2_PQ=+1-1. (63)

Le signe supérieur donnera P(P —@) =0, et par suite P=¢. Ainsi I’équation (44) aura
la forme

Qi+ Qx®—x+1=0,
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dont les racines sont les inverses de I'équation (50), que nous venons de traiter. La
seule valeur possible est évidemment @ =3. Dans ce cas f§ est racine de I’équation

24324322 —2x+1=0.

Nous avons donc f=£3, oii £ est une racine de I'équation x*—x+1=0. D’aprés le
Théoréme 5, I’'équation

Nz —yn)=N(x—y&%) = (22 + 3y +y2)? —xy(Bx +y)* =1

n’admet que les six solutions suivantes en nombres entiers rationnels = et y : =0,
y==+1; a=+1, y=0; =71, y==+3. Cela donne la solution suivante de ndtre
probléme (43) :

—1-_388—£18,

Si nous prenons dans (53) le signe inférieur nous aurons P? —PQ = —2, et par suite
P=2,Q=3. Donc § est racine de ’équation

2t —223+322—x+1=0.
11 en résulte que = — 2, ot { est une racine de I’équation
2tt+a?+r4+1=0.
D’aprés le Théoréme 6, 1’équation
N(@—yn) =Nz —yl*) =@+ 3wy +y*)* —ay(2c +y)* =1

n’admet que les six solutions suivantes en nombres entiers rationnels x et y : =0,
y=+1; x=+1, y=0; z=F1, y=+2. Cela donne la solution suivante de notre
probléme (43) :

—1-20¢=0".

Par conséquent, nous avons établi le
Théoréme 10. Les seules solutions de I'équation
x —?/EM :f N5

en nombres entiers rationnels x et y, pour |xy| =2, lorsque & est une unité dans un corps
biquadratique primitif du premier rang, et lorsque M et N sont des nombres naturels
M <N, M pair, sont données par les relations propres

+(1+204) =07,
ou { satisfait & Uéquation x* +- 22+ x+1=0, et
+(1+3£%) = &89

ou & satisfait o Uéquation x*+2x-4-1=0.
On peut y ajouter les relations impropres

TR+ =L £B+EF) =L

et encore les relations qu’on obtient en remplagant partout & par {1 et & par &1,
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§ 7. Lemmes sur les exposants M et N pour |y|>1

13. Il est évident qu’on a, dans (39), N >4. A T'aide des inégalités (5), (5) et (6) on
vérifie que N =4 est possible seulement lorsque & est racine d’une des équations

2 Tor+1=0ou2?T23+1=0.

Nous allons montrer que les cas N =5 et N =6 sont impossibles pour les corps primi-
tifs. Soit & une racine de I'équation

8= pE—qf4rE—1. (54)
En multipliant par & on obtient
E=(p - &+ —pg)&+(pr—1)&—p. (55)
et encore, en multipliant de nouveau par &,
E=@—2pg tr) (@ —pftpr—1)E+ P r—gr—p)Etqg—p’.  (56)

D’aprés le numéro précédent M ne peut pas étre pair. Donc, pour N =5 on a seule-
ment les deux possibilités M =1 et M =3. Pour N=6 il n’y a que les possibilités
M=1 et M=5, vu que (M, N)=1.

Si N=5et M =1 on obtient de (55) p>=q et r=pq, donc r=p?, et £ est racine de
Iéquation .

54i1)§3 717252 _'_p35_1

Pour p =0 et pour |p| =1 les corps engendrés par cette équation ne sont pas primitifs,
et pour |p| =2 ceux-ci sont d’un rang >1. ~
Si N=5 et' M =3 I'équation (39) peut s’écrire

x £ -yt =&,
et vu que E1=pEt—qf+r -8,
on en obtient

x| p& —qb +r— &) -y —pb —qf? +-ré—1.
Cela conduit au systéme d’égalités
x—=—p, ¥p—y—=—q, qr——r, r=—1.
Il en résulte pg=r, pr=1, et par suite p=1, r=1, ¢g=1, x=—1, y=0, ce qui est im-
possible.
Si N=6 et M =1 on obtient de (56)
PP—2pg+7r=0, @—qpi+pr—1=0.

En y éliminant r on aura

¢ +qp*—pt=1,
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d’oti 'on obtient

g=—p*ELVEp* +4.

(ST

Or, on peut montrer que le nombre 5p*+4 est un carré seulement pour p=0 et
p==+1; pour la démonstration voir la Remarque & la fin de ce numéro. On voit
aisément que les valeurs p =0 et p = 11 conduisent & des corps imprimitifs.
Si N=6 et M =5 I'équation (39) peut s’écrire
w2ty E=8,
et vu que E2=p2 g+ (p—gqr)é+(pr—1)5—1ré3,
il en résulte
[r® —q+(p—qr)& +(pr—1)8 — 1]y = p& —qf* +-r€ 1.
On en aura le systéme d’égalités :
Xr+y=—p, epr—x=—q, 2(p—qr) =r, z(r*—q) = —1.
Si z=1 on obtient le systéme
pr—l=—gq, p—qr=r,r*—q=—1.
Or, de 13 on aura ¢= —2, valeur impossible. Si # = —1 on obtient le systéme
pr—1=q, p—qr=—r, rt—q=1.

Or, de 14 on aura g =2 et r2=3, ce qui est aussi impossible.
De ce qui précede il résulte le

Lemme 7. Dans la relation (39) on a N =17, lorsque |y| >2.
Remarque. Pour montrer que I'équation
Sat+4 =2 (57)

n’admet aucune solution en nombres naturels et ¥ hors x =1, y =3, nous considérons
d’abord le cas de « impair. Dans ce cas on aura nécessairement

y+2=a® y+2=>5b%
ol @ et b sont des nombres naturels impairs tels que ab=x. Il en résulte
a®—5b =14,
ot il faut prendre le signe inférieur (congruence modulo 16). On aura donc
at+4=(a%+2a+2) (a®—2a+2) = 5b
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et par suite
(@F+12+1=ct (a+1)2+1 = 5d4,

ot ¢ et d sont des nombres naturels impairs tels que c¢d =b. Or, d’aprés Fermat la
premiére de ces équations est possible seulement pour a+1=0 et c=1. On en obtient
z=1et y=3.

Considérons ensuite le cas de « pair. Alors I'équation (57) peut s’écrire

0 (5) +1-(3)°

11 en résulte le systéme

d’ou en éliminant y
at--5bt=+1,

ol a et b sont des nombres naturels tels que 2ab =x. Or, d’aprés un résultat de Tarta-
kowski cette équation est satisfaite seulement par b=0; voir [9] et aussi Ljunggren
{10].

14. Nous avons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme 8. Dans la relation (39), avec |y| =2, on ne peut pas avoir en méme temps
N=Te M=1.

Démonstration. Pour N =T et M =1 la relation {39) peut s’écrire
)
En appliquant la formule (56) nous obtenons
ApE® —g§ +7—8) —y=(p*—2pg +1)E+(¢* —qp* +pr — )&+ (pr —qr —p)§ +q—p*.
On en aura le systeme d’égalités
—x=p*—2pg+r, pr=g*—qp*+pr—1,
—gr=pr —qr—p, ar —y =q—p*.

En éliminant = on obtient le systéme

—qp*+2pg* —2qr +p*r—p =0, (58)

p*—3p%¢+2pr+4*—1=0. (59)

p =0 entraine r =0 et g2 =1, ce qui est impossible. En éliminant r entre les deux équa-
tions (58) et (59) on aura

Pt —3pilg+3p*P —p*+p+29—2¢3=0.
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Cette équation peut s’écrire
(p*-29) (p*—P’q+¢*) =P ~P—2¢.
Nous pouvons supposer que p>1. Alors, nous aurons I'inégalité
P -p+g*<l,

ce qui est évidemment impossible. Le Lemme 9 se trouve ainsi démontré.

§ 8. Lemmes sur les coefficients p, q et r. Le cas de M =1

15. Inégalités. Soit 7 une unité dans un corps biquadratique, racine de 'équation
irréductible
2t —padtqat—rez+1=0. (60)

Lemme 9. Si dans (60) p=r, le corps engendré par v est imprimitif. Méme chose si
p=—r.
Démonstration. Soit p=r et posons y =7 +%1. Alors y est racine de ’équation
Yy —py+q-2=0.

Done, y engendre un sous-corps quadratique.
Soit ensuite p = —r et posons y =7 —#7~1. Alors y est racine de I'’équation

Y —py+q+2=0.
Done, y engendre un sous-corps quadratique.

Nous pouvons y ajouter le

Lemme 10. Soit 7 une unité, racine de Uéquation, telle que le corps K(n) soit primitif
et du prmier rang. Nous supposons que I équation

ot — pady + gty —rayP +yt=1 (61)
w'admet aucune solution en mombres entiers rationnels x et y, tels que |x|=|y|=1.
Alors on a les inégalités

q=p+r, q=z—p—r, q=L (62)

Encore, si les coefficients satisfont & Uinégalité
4q9>p?+12,

Véquation (61) n’admet aucune solution en nombres entiers rationnels x et y, sauf pour
2y =0.

Démonstration. D’aprés les suppositions faites sur (61) on a N(1—7)>2 et
N(1+n)>2, done g=>p+r et ¢ —p—r. Il en résulte ¢ >0. Or, on ne peut pas avoir
¢=0, vu que, d’aprés le Lemme 9, p +r=+0.
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Pour démontrer la seconde partie du lemme observons que la forme N(x—y#)
peut s’écrire

@ = pry) + (o —hray? (g — PP — )2ty (63)
Supposons maintenant que
4q=p? 41

Le signe d’égalité est impossible vu que le corps K(%) ne contient pas le nombre

V—1=i. D’apres les suppositions faites sur (61) nous avons 2%2>4. Si I'expression
(63) est =1 il faut done que

o~} pry =y~ ray=0,
ce qui est évidemment impossible.
Cela démontre le Lemme 10.
On en conclut : Si Uéquation (61) admet une solution en nombres entiers rationnels x

et y tels que |xy| =2, il faut que

4g<p?+4r2—1. (64)

Le discriminant de I'équation {60) et de I'unité 5 a pour expression

16¢* — 4.¢° (p* +r?) + 144 g (p® + 1%) + 18 pgr (p* + 1) — 128 4% — 27 (p* + %) (65)
+ p?r? (¢ — 6) — 80 prg® — 4 pr(p*r* + 48) + 256.
16. Le cas de M=1. Pour M =1 I'équation (39) devient
x—y& =&V (66)

Comme plus haut nous supposons que |£| >1 et que £” et £” soient des conjugués de &
tels que |&"| =|&”| =|&|*<1. Les cas |z|=|y|=1 étant, d’aprés le numéro 9,
complétement résolus nous pouvons supposer que |y|=>2. De I'équation (66) on
obtient

(=" _

—y= - - (E”)N_l + (51{)1\7»25/[/ + ... + (flll)N-l.
& ¢
11 en résulte ly| <|&"|"N, (67)
et vu que |y| >2, |£|¥1<3N.

D’aprés les Lemmes 7 et 8 nous pouvons supposer que N >8. Alors, on montre aisé-
ment que la fonction de N

N

-1
ViN,
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pour N nombre natural >8, a sa plus grande valeur pour N =8. Donc

7
|&| < Va<1.22.
Donec, si & est racine de I’équation

at—padtgr—re+1=0,

oll p peut étre supposé >0, on aura pour les coefficients les inégalités suivantes
(Lemme 1) :
0<p<4, |r| <4, —1<¢<6. (68)

D’aprés les Lemmes 9 et 10 nous aurons aussi les inégalités
g2l ptr+0, —g<p+r<gq,4q+1<p*+~ (69)
Lorsque ces inégalités sont satisfaites nous allons montrer que I'équation
at —pady + gy —ray® +yt =1

n’admet aucune solution en nombres entiers rationnels pour |zy|=>2. Pour la dé-
monstration il est évident qu’il suffit de supposer encore que

p>|r|. (69)
Nous distinguons 6 cas selon la valeur de g.

Premier cas: ¢=6.

En tenant compte des inégalités (68), (69) et (69') on trouvera que la seule possibi-
lité est donnée par p =4 et r= —3. Donc, nous aurons & examiner la forme

F(x, y) =2t — 423y + 6222 + 3z + yt = (x —y)* + Tayd.

On voit immédiatement que F(x, y) > 1 lorsque z et y sont positifs tous les deux. Soit
ensuite y négatif et « positif. Alors on aura évidemment

F(o,y)= ("~ |y])* +a* +a’y* + 4% [y| > 1.
Par suite, la forme en question ne peut pas représenter I'unité pour zy 0.
Second cas : ¢=>5.

En employant les inégalités plus haut on trouvera que la seule possibilité est
donnée par p=4, r= —3. Done, nous aurons 4 examiner la forme

F(x, y) = ot —da’y + 5a*y® + 3zy® + .

Celle-ci peut s’écrire
F(z,y) = (2* — 22y — ) + f*y* + o,

et il est évident qu’on a toujours F(x, y) > 1 lorsque zy +0.
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Troiséme cas : ¢=4.
En observant les inégalités plus haut on trouvera qu’il y a trois possibilités, &
savoir p=4, r=—3; p=4,r=—-2; p=4, r=—1.
Lorsque p =4 et r = —3 nous aurons la forme
F(z, y) =at — 42’y -+ da®y® + Bxy® + yt.

Celle-ci peut s’écrire (P—2xy— 3"+ 3222+ ot

et il est évident qu'on a F(x, y) > 1, lorsque zy =+ 0.
Soit ensuite p=4 et r= —2. Alors, la forme peut s’écrire

(@ —2zy —3y"f + oy’ + §yt

Il en résulte que la forme ne peut pas représenter I'unité pour zy ==0.
Considérons enfin le cas de p=4 et r= — 1. Alors, la forme peut s’écrire

(@ — 22y —}y*) + 12"y + Byt
Done, elle ne peut pas représenter 'unité pour zy +0.

Quatriéme cas : q=3.

Dans ce cas nous aurons les quatre possibilités suivantes : p=4, r=—3; p=4.
r=—2; p=4, r=—1; p=38, r=—2. Cela correspond aux quatre formes que voici :
F(z, y) =x* — 423y + 32%y* + 3oy + ¥4, (70)

F(x, y) =a* — 423y + 32%y% + 22 + 4, (71)

F(x, y) =zt — 423y + 3o%y® + 2y + y4, (72)

F(x, y) =2t —3a%y + 3222 + 2xy® + 4. (73)

Examinons d’abord la forme (72). Celle-ci a le rang >1. En effet, on a F(2,1) =
-1
Examinons ensuite la forme (71). Celle-ci peut s’écrire

(@ —2xy —}y*) + Ey'.

I1 en résulte que la forme est imprimitive. En effet, les corps correspondants contien-

nent le nombre }/ —3.
Considérons maintenant la forme (70). Celle-ci peut s’écrire

(@ — 22y~ 3y +1y + Gyt

On en conclut que la forme ne peut pas représenter 'unité pour zy +0.
Considérons enfin la forme (73). Celle-ci peut s’écrire

(" — oy — §9°F + By + 0,
et il en résulte que la forme ne peut représenter I'unité que pour xy =0.

388



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd 7 nr 27

Cinquiéme cas : ¢=2.
En tenant compte des inégalités on trouvera que les quatre possibilités sont don-

nées par : p=4, r=—3; p=4,r=—-2; p=3, r=—2; p=3, r= —1. Les formes qui y
correspondent sont

Fz, y) =t — 43y + 2% + 32y® + 94, (74)
Fx, y) =at —4xdy + 2222 + 22y + 94, (75)
Flx, y) =at — 323y + 202> + 22y® + 94, (76)
F(x, y) =a* — 323y + 2222 + 2% +y*. (77)

La forme (74) est de rang >1. On a en effet F(2,1)= —1. Il en est de méme pour
la forme (75), vu que F(2,1)= —3.
Considérons ensuite la forme (76). Elle peut s’écrire
(@ — $ay — 7" + By’ T 5y,

d’ou I'on conclut que la forme ne peut pas représenter 'unité pour ay =0.
Considérons enfin la forme (77). Elle peut s’écrire

(@ —fay— 39"+ Hety + 3y
qui montre que la forme ne peut pas représenter 'unité pour zy +-0.

Sixieme cas : qg=1.

Dans ce cas on aura les trois possibilités suivantes : p=4, r=~3; p=3, r=—2;
p=2, r=—1. Les formes qui y correspondent sont

F(z, y) =o' —4a®y +a%® + 3uy* +", (78)

Pz, y) =t —3a%y +a%y? -+ 2ay° + o, (79)

F(x, y) =t —2a% + 2%y + oy® + ", (80)

La forme (78) est de rang >1, vu que F(2,1)= —5.
La forme (79) peut s’écrire
(@~ 3oy —§9°)° + Ha'yt Hiyt

On en conclut que la forme ne peut pas représenter I'unité pour zy 0.
La forme (80) peut s’écrire

(@ —xy— 39"+ + 1yt

Cela montre que la forme ne peut pas représenter 'unité pour zy =+0.
Par conséquent, nous avons établi le résultat suivant :

Théoréme 11. Soit & une unité dans un corps biquadratique primitif du premier rang.
Alors, Uéquation

x—yb=&"

ne possede aucune solution en nombres entiers rationnels N, x et y, pour |xy| >2.
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§ 9. Lemmes sur quelques fonctions trigonométriques

17. 11 nous faut d’abord le résultat suivant :

Lemme 11. S5 O<¢p<gon a
. 2
@>sin @ >— . (81)
n
Si 0<¢p<7—éon a

¢>ﬁn¢>%¢. (82)

La démonstration est évidemment triviale.
Nous allons ensuite établir la proposition que voici.

Lemme 12. Soit donné le nombre réel H>1. St 0<p<4mon a

[sin Hol _z (83)
sin ¢ 2
Si 0<gp< T ona
6
|sin Hol _m (84)
sin ¢ 3

Démonstration. Vu que H>1 on peut supposer que |sin H ¢| >sin ¢. Il faut dis-
tinguer deux cas.

Premier cas.

Hp=y+ak, 0<p<7, (85)

k étant un nombre entier >0.
Pour k=0 nous avons y=Hg. Done, en vertu de (81) nous aurons 'inégalité

|sin Hp| sin Yv_ ¥ _ Hyp =
sing sing 2¢/m 2¢/n 27
Dans le cas ol 0<@ <1 il est évident que la limite supérieure sera, en vertu de
(82), égale & inH.
Pour k>0 nous obtenons de (85), en observant que sin ¢ > sin @ et par suite que
Yy

>:r-t_7g+ 7k _ ik 7
" H "HH-1) H-1"H-1
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11 en résulte, en tenant compte de (81),

. - 1
|sin Hp| _sin Y 1 7

sing  sing sin (o)(H 1) 2n(H 1) 2 (H—=1).

Dans le cas ot 0< @< x/6 on aura évidemment, en vertu de (82), la limite supéri-
eure +(H —1).

Sezond cas.
Hp= —y+ak, O<1p<7‘2z, (86)

ou k est un nombre entier >1.
Vu que p < 4z on obtiendra de (86)

n #ak (2k-1)n_ =
— =T T s
7 3HTH ™ 2H ~2H
En vertu de (81) on aura done
i i 1 1
[sin He| _siny _ L H.

sin ¢ sin @ sin (/2 H) (2/n) - (7/2 Hj:

Dans le cas ol 0<¢ < n, cette limite sera en vertu de (82), remplacée par §H.

§10. Le cas de M impair > 3. Le théoréme principal

18. Limite supérieure de |7 |. Soient # et & définies comme dans le numéro 10, et
considérons de nouveau 1’équation (39)

x—yn =x—yE=£"

D’aprés les lemmes 2, 3, 4 et 5 nous pouvons supposer que N >M et que N et M

sont premiers entre eux. Nous supposons que |y|=>2. Il nous reste d’examiner le
cas de M impair = 3. D’aprés (42) dans le numéro 10 nous avons

oy — " H—I_Sin Hﬂ 87

y=ln"l" g (87)

ow H=N/M, et ot § est un angle situé dans le premier quadrant. Supposons
maintenant que §>1x. Alors on obtient de la formule (87) I'inégalité

sin HB| _|sin Hp| _,

=

sin 8 sin g7

lyl<

ce qui est impossible vu que |y|>2. Par conséquent, nous pouvons supposer que
0<f<im.
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Dong, en appliquant le Lemme 12 & I’équation (87) nous obtenons I'inégalité
7 7
<ZH-|p"|" <% H,
lyl<3H """ <3
pourvu que M soit impair. Il en résulte, vu que |y|>2,

-9 (88)
T

" <% A (89)

19. On vérifie aisément que la fonction de H, pour H > 6/x,

1

F(H) =T/’—é H,

atteint son mawximum pour une valeur de H entre 4 et 4,2. La valeur maximum de
F(H) est évidemment <1,3. Donec, il résulte de (89) que

lrll <1,3.
Si # est racine de 1’équation

22— P +Q2?—Rx+1=0,
nous aurons done pour les coefficients les inégalités
|P| <4, |R| <4, —-1<@Q<6. (90)

11 suffit d’ailleurs pour les calculs numériques de supposer 0 <P <4, D’aprés les
numéros 15 et 16 il est évident que les inégalités suivantes doivent aussi étre satis-
faites

Q>1,P+R+0, —Q<P+R<Q, (91)
4Q+1<P+ R (92)

On peut méme supposer que
P>|R|. (93)

Or, nous avons montré dans le numéro 16 que 1'équation
xt — Pry +Qu’y? — Ray® +yt=1

n’admet aucune solution en nombres entiers rationnels x et y avec |zy| =2, si les
coefficients satisfont aux inégalités (90), (91), (92) et (93).

20. En résumant tous les résultats obtenus nous pouvons énoncer le théoréme prin-
cipal que voici :
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Théoréme 12. Soit n une unité (irrationnelle) dans un corps biquadratique primitif
du premier rang. Alors, Iéquation

N(z—yn) =1 (94)

n’admet pas.d’auires solutions en nombres entiers rationnels x et y que les quatre solutions
triviales avec xy =0, exception faite des cas suivants ow il y a exactement siz-solutions :

1°) wttay+yt=N@+ey) =1,

o ¢ est racine de Uéquation #—x+1=0.

Les solutions non-triviales sont x=+y=1et x=+y=—1. On a D(g) =229.
2°%) 224 3%y + 322 Fayd +yt=N(x+e¥y) =1,

ou ¢ est le méme nombre que dans le cas précédent. Les solutions non-triviales sont
rv=Hdy=le x=1y=—1. On a D(?)=229.

3% at 4 4ady + 622y 4 3oyt +yt= N(x+ely) =1,

o ¢ est le méme nombre que ci-dessus. Les solutions non-triviales sont x=Fy=1 et
z=+y=—1. On a D(et)=229.

4° x4+ 323y + Bxy? + Bxy® +yt=N(x + £8y) =1,
Y Y Y Y Y

ou g signifie le méme nombre que ci-dessus. Les solutions nontriviales sont x = +1,y=+3
et x=+1, y=+3. On a D(£5)=229.

5% 24+ 223y + Taty? + B+t = N(x F Ly) =1,
o [ signifie une racine de I'équation
2+ 223+ Ta? + 52 +1=0.
Les solutions non-triviales sont x=-+1, y=+2 et x=11, y=+2. On a D({)=257.

21. Si F(z, y) est une forme binaire biquadratique du premier rang on peut toujours
reconnaitre si celle-ci est équivalente & une forme du type

((1’ —Psq -7, 1))

ou non; comparez [3], p. 512. Dans un prochain travail nous allons étudier le cas oit
F(z, y) est équivalente 4 une forme de la catégorie 1 du type

((1’ -0 9 -7 8))r

ot >1. Dans un travail antérieur nous avons traité le cas ot F(x,y) est d'une
catégorie différente de la premiére; voir [3].

En comparant le présent travail avec le travail [3] on aura I'impression trés nette
que l'existence d’'un sous-corps (irrationnel) du corps biquadratique en question
facilite les recherches. Il semble que les corps primitifs, et les formes binaires y appar-
tenant, présentent les plus grandes difficultés.
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