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Quelques propri~t~s des nombres alg~briques 
du quatri~me degr~ 

Par TRYGVE NAGELL 

w 1. Introduction 

1. Dans les pages qui suivent les nombres alg~briques sont toujours supposds 
entiers. Par le discriminant D(a) du nombre algdbrique a nous comprenons le discri- 
minant dans le corps engendrd par a. Le nombre d'unitds dans un systbme fonda- 
mental d'unitds sera appeld le rang du corps. Un corps est primitif s'il ne possbde 
aucun sous-corps irrationnel. 

Si le nombre alg6brique a poss~dc le discriminant D, il existe dvidemment une 
infinitd de nombres dans le corps K(a) ayant  lc m~me discriminant D. Dans des 
mdmoires ant6rieurs nous avons commencd une dtude sur les nombres algdbriques de 
discriminant donnd; pour les nombres du second, du troisi~mc et du quatribme 
degrds nous y avons montrd qu'il existe un hombre fini de nombres al, a2 ..... am 
tels que tout nombre de discriminant donnd puisse s'dcrire sous la forme •  
oh k est un nombre entier rationnel quelconque; voir Nagell [1] (1), w 5, et aussi 
[2] et [6], w 4. 

Ccpendant, il a fallu exclure les nombres du quatribme degrd engendrant des 
corps primitifs d 'un rang > 1. Cela ddpend du f a r  que la mdthode de ddmonstration 
a dtd bas~e sur l'existencc d 'un (au moins) sous-corps quadratique. Dans lccas  d 'un 
sous-corps quadratique imaginaire cette mdthode nous a m~me fourni d 'un algorithme 
pour effectivement ddterminer, par un nombre fini d'opdrations, un systbme de tels 
nombres al, a2, ..., am, dont nous venons de parler. 

Grace s un thdorbme de C. Chabauty nous avons pu montrer que le rdsultat reste 
encore vrai lorsque les corps biquadratiques en question sont primitifs et du premier 
rang. 

Dans ce travail-ci nous allons compldter nos rdsultats sur les nombres du quatribme 
degrd. En employant une mdthode qui ne distingue pas entre les diffdrcnts types de 
corps biquadratiques, nous allons dtablir un rdsultat qui embrasse tousles  nombres 
biquadratiques sans exception. 

w 2. Les discriminants dans le cas biquadratique 

2. Le but principal de ce travail-ci est d'dtablir le 

Th~orbme 1. Ddsignons par r le domaine consistant de tousles  nombres entiers 
du quatri~me degr~. Soit D le discriminant d'un nombre de ~.  Alors il existe dans 

1 Les num6ros figurant entre crochets renvoient K l'Index bibliographique plac6 K la fin de ce 
travail. 
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r un hombre /ini de nombres ~1, ~2 . . . . .  ~m, jouissant de let proprigtd suivante : Tout 
nombre dans (I) ayant le discriminant D est de la /orme -4-oq + k, i = 1, 2 .. . . .  m, oit k 
est un  hombre entier rationnel quelconque. 

Pour  la ddmonst ra t ion  nous considdrons la formule gdndrale d o n n a n t  le discri- 
m i n a n t  D = D(O) d ' u n  nombre  algdbrique 0 du quatri~me degrd. Soit 0 une  racine de 
l'@quation 

z a - P z 3 +  Uz2--'Vz-~ W : 0, (1) 

oh les coefficients P,  U, V e t  W sont  des nombres  entiers rat ionnels.  Alors, on a pour  
D la relat ion 

2433D = X 3 - Y~, (2) 

off X et Y ont  les valeurs  suivantes  : 

X = 4 8 W - 1 2 P V + 4 U  ~, 

Y = 288 U W + 36P U V - 8 U 3 - 108 V 2 - 108P 2 W. 

(3) 

(4) 

Comparez pour  ces formules Nagell [3], p. 481. 
D'apr~s u n  thdor~me c@l~bre d 'Axel  Thue (voir [4]), l 'dquat ion  (2) n ' a d m e t  q u ' u n  

nombre  fini de solutions en nombres  entiers  ra t ionnels  X et Y, lorsque D est donn@. 
Dans  la suite les coefficients U, V et W seront  consid@rds comme variables. Vu 

que les nombres  a e t  ~ + k ,  pour  k entier  ra t ionnel ,  ont  le re@me discr iminant ,  le 
coefficient P peut  ~tre considdrd comme constant ;  il suffit en effet de supposer que P 
p renne  les quatre  valeurs 0, + 1 ou 2. Nous venons de voir que les nombres  X et Y 
ont  u n  nombre  limit@ de valeurs. 

E n  dl iminant  W entre  les deux dquations (3) et (4) nous aurons la relat ion entre  
U et V que voici : 

Y = - 32 U s + 9P  2 U 2 + 6X U + 108P U V / (5) 

- 108 V 2 - 27P 8 V - ~p2x.  J 
Cette ~quat ion reprdsente une  cubique plane F(U,  V ) = 0  en coordonn@es cartdsien- 
nes U et V. Nous allons mont re r  que cette courbe est du  premier  genre. 

w 3. D@monstration du Th~or~me 1 

3. On peut  homogdndiser l 'dquat ion  (5) en remplagant  U par  U/Z et V par  V/Z. 
Alors on constate immddia tement  qu ' i l  n ' y  a aucun  point  double de la courbe (5) 
sur la droite Z = 0. Donc, on peut  prendre  Z = 1. 

E n  diffdrentiant  par t ie l lement  nous  aurons  

~F 
- - 9 6 U 2 +  18p2u  + 6X + 108PV, 

~U 

~F 
- 1 0 8 P U -  216V - 27P a. 

9V 
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En dliminant F entre les deux dquations 

~F ~F 
~ -~=0  et ~ = 0  (6) 

on aura dvidemment 

X =  16U 2 -  1 2 p 2 u +  ~p4. (7) 

Puis on peut dliminer X et V entre les qua~re dquations (5), (6) et (7); et l 'on 
obtiendra alors pour Y l'expression suivante: 

y =  64U 3_ 72P~U 2 § 27P4U_ ~p6. (8) 

On vdrifie aisdment qu'on a 

X = ( 4 U -  ~p2)2, Y = ( 4 U -  ~p2)8. 

I1 en rdsulte que 

y2 = X 3. 

Or, cela entraine que D = 0. Par  consdquent, la eourbe (5) n ' admet  aucun point double. 
Elle est done du premier genre pour toutes les valeurs (en nombre fini) de P, X et Y. 
Ainsi, d'apr~s un thdorbme c61~bre de C. Siegel la eourbe (5) n ' admet  qu 'un nombre 
fini de points s eoordonn6es enti~res U et V; voir Siegel [5]. L'dquation (3) donnera 
alors un hombre fini de valeurs enti~res de W. Le Th4orbme 1 se trouve ainsi dg- 
montrd. 

Cependant, la ddmonstration ne donne pas de m~thode dans le cas gdn6ral pour 
d6terminer un systbme cr as ... .  , am, dont nous avons montr~ l'existenee. Dans le 
travail  [2], w 4, nous avons ddtermind les syst~mes a, dans quelques corps cyelotomi- 
ques du quatri~me degrd. 

w 4. Les  unit~s  de d i scr iminant  donn~ 

4. Dans des m~moires antdrieurs nous avons montr6 que le nombre d'unit~s alg~bri- 
ques du second et du troisi~me degrds de discriminant donnd est limit~; voir Nagell 
[1], thdor~mes 18, 19bis et 20, ainsi que [6]. Pour les unitds du quatri~me degrd 
nous avons ~tabli le rdsultat partieulier que voiei : 

D~signons par r le domaine des corps biquadratiques admettant un sous-corps 
imaginaire. Parmi lea unitgs du quatri~me degrg appartenant ~t r il n' y a qu' un hombre 
limitd de discriminant donnd. Ces unitds peuvent $tre dgtermindes par un hombre ]ini 
d'opdrations. 

Pour la ddmonstration voir Nagell [1], thdor~me 21. Nous allons g~n~raliser ee 
rdsultat en ddmontrant le 

Th~or~me 2. I1 n'y a qu'un nombre limitg d'unitds du quatri~me degrg possgdant le 
mgme discriminant D. 

Dgmonstration. Nous avons besoin du lemme suivant : 
JEtant donnd le nombre algdbrique ~ le hombre a + k ne peut $tre une unitg que pour 

un nombre fini de valeurs rationnelles enti$res de k. 
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E n  effet, si 0 est  rac ine  de l ' dqua t ion  

xn-[-al xn-1 + ,.. + a n _ l x  + a  n = O, 

et  si k - 0  est  une unitd,  le nombre  k doi t  sat isfaire  & l 'dqua t ion  

]r + al ]cn -1 Jr ... -{- an_l ]c § a n = +_1. 

Soient  m a i n t e n a n t  D l e  d i sc r iminan t  donnd et  al ,  a2 . . . .  , am un syst~me sa t i s fa isant  
la condi t ion  du  Thdorbme 1. Alors,  d ' ap rbs  le l emme ci-dessus, il n ' y  a qu 'un  

nombre  fini d 'un i tds  p a r m i  les nombres  

~-a1+]~1, -~-a2+k2, ..., 2 r a m + k  m, 

Oh kl, k S . . . .  , k m sont  des ent iers  ra t ionnels  quelconques.  Cela ddmont re  le Thdor~me 2. 
Cependant ,  m~me ici il manque  de mdthode  dans  le cas gdndral  pour  dg te rminer  

routes  les uni tds  de d iscr iminent  donnd. D'a i l leurs ,  nous avons  vu  tou t  b, l 'heure  
qu ' i l  existe  une tel le  mdthode  dans  le cas par t icu l ie r  off les corps b iquad ra t i ques  
en quest ion poss~dent  un  sous-corps imaginaire .  

5. Exemple  num6rique.  Nous al lons dd te rminer  routes  les unit~s ~ du  quat r i~me 
degrd poss~dant  le d i sc r iminan t  D = 2 7 2 = 1 6 - 1 7 .  Supposons  d ' a b o r d  que les corps 
K(e) a d m e t t e n t  un  sous-corps imagina i re  et  app l iquons  la mdthode  indiqude dans  
le mdmoire  [1], thdor~me 21, p. 176. 

Soit  e une  rac ine  de l 'dqua t ion  

x ~ - p x  3 + qx 2 - rx  + 1 = 0, (9) 

off les coefficients p ,  q et  r sont  des  ent iers  ra t ionnels .  Supposons  que le corps bi- 

q u a d r a t i q u e  K(~) possbde le sous-corps imaginai re  U engendrd p a r  ] / - A ,  off A est  
un  nombre  na tu re l  qui n ' e s t  divis ible  p a r  aucun  carrd > 1. L 'un i td  8 est  rac ine  d ' une  
dquat ion  quad ra t i que  x 2 - a x + b = O  i r rdduct ib le  dans  U, off a e t  b sont  des  ent iers  
dans  U; b e s t  une uni td  dans  U. Soit  e" l ' au t r e  rac ine  de cet te  dquat ion quadra t ique .  

Considdrons d ' a b o r d  le cas off - -A  est ou------2 ou------3 (mod 4). Alors  nous avons  

~ §  t " =  u +  v ] / ~  5,  ~ " = u l §  (1O) 

off u, v, u 1 et  v 1 sont  des ent iers  rat ionnels .  Pour  les coefficients de (9) on aura  les 
re la t ions  

p =  2u, q =  uZ + Av2 + 2ul,  ] 
(11) 

r = 2uu~ + 2Avv~ 1 = u~ + Avg.] 

I1 suffi t  dv idemment  de supposer  que u ~>0 et  v >~0. Pour  le d i sc r iminan t  D = D ( s )  
on ob t i endra  la formule  

D = 16A2DID2 = 16-17, (12) 

off D 1 = (u ~ - Av 2 - 4ux) 2 + A(2uv - -  4Vl )  2, (13) 

D2 = ( u v v l - v ~ - u i  v2) 2. (14) 

Pour  la ddmons t ra t ion  de ces formules  voir  Nagel l  [3], w 3. 

520 



ARKIV FSR MATEMATIK. B d  7 nr 38  

I1 r6sulte de l ' dqua t ion  (12) qu 'on  a A = I ,  D ~ = 1 7  et  D 2 = l ;  D~ 6 tan t  un  carr6 on 
1 = Ul § AVl = ul  § vl en t ra lne  ou u~ _+ 1, ne peu t  pas  avo i r  D~ = 17. Done,  l ' dqua t ion  ~ ~ 2 2 = 

v l = 0  ou u~=0 ,  v 1 = _  1. De l ' 6qua t ion  (13) on ob t ien t  

u 2 - v 2 - 4 u ~  = § l, 2 u v - 4 v  1 =- t -4 ,  (15) 

et  de l '~quat ion  (14) 

uvv~ -v~  - ulv ~ = _ 1. (16) 

Si u l =  _+1, V l : O  , o n  aura  de (15) et  de (16) le syst~me 

u 2 - v ~ _ 4  = §  uv=2,  v 2 = l .  

Ce syst~me en t ra ine  u = 2 ,  v = l  et u l =  +1 ;  done on au ra  p = 4 ,  q = 7  et  r = 4 .  Ainsi,  
l 'uni t6  e est  rac ine  de l '~quat ion  

x 4 - 4x a § 7x 2 - 4x § 1 = 0. (17) 

Si U l = 0  , Vl= §  on au ra  de (15) et  de (16) le sys t~me 

u 2 - v 2 = §  2uv+_4=_+4,  _ + u v - l = _ l .  

Ce syst~me en t ra ine  ou u=O, v = l ,  ou u = l ,  v = 0 .  Alors,  si nous choisissons v I = §  
l 'un i t6  c e s t  rac ine  de l ' 6qua t ion  

x 4 + x  2 - 2 x  + 1 = 0 (18) 

ou de l ' dqua t ion  inverse  de celle-ei. 
Le cas - A ~ I  (rood 4) ne peu t  p a s s e  pr6senter  vu  que 272 n ' e s t  divis ible  p a r  

aucun  carr~ impa i r  > 1; d ' apr~s  (12) D est  divisible  p a r  A 2. 
On v6rifie a is6ment  que si ~ est  une rac ine  de l ' 6qua t ion  (18), le nombre  1 - e  est  

une rac ine  de l '6qua t ion  (17). 
Nous  sommes  done arr ivds  au  r6sul ta t  su ivan t  : 
Les unitds biquadratiques de discriminant 272 sont donndes par les hombres 

§  § §  (19) 

et leurs conjuguds, lorsque ~ signi/ie une racine de l'dquation (18). 
Nous  avons  impos6 sur  les uni tds  la condi t ion  res t r ic t ive  su ivan te  : Les  corps 

engendrds  p a r  les uni tds  do iven t  eonteni r  un  sous-corps imaginaire .  Cependant  ce t te  
res t r ic t ion  peu t  6tre 61oign~e. E n  effet, p a r  la m6thode  couran te  il est  possible  de 
m on t r e r  qu ' i l  n ' ex is te  aucun  corps b iquad ra t i que  don t  le d i sc r iminan t  a une des 
va leurs  272, 68 ou 17, excep t ion  fai te  des  corps engendr6s p a r  l ' 6qua t ion  (18). P a r  con- 
sdquent  : 

Toutes les unitds du quatri~me degrg de discriminant 272 sont donndes par lea hombres 
(19) et leurs conjuguds, inddpendamment des corps engendrds par les unitds. 

On voi t  qu ' i l  y a exac t emen t  24 uni t6s  de d i sc r iminan t  272. Nous  avons  omis les 
uni t6s § (1 _~)-1 vu  que 1 - e  e t  (1 _~)-1 sont  conjugudes.  

6. A l ' a ide  des th~or~mes 7, 8 et  9 dans  le t r ava i l  [2], w 4, on p e u t  a is6ment  6 tabl i r  
des  rdsul ta t s  ana logues  sur  les unit~s de d i se r iminan t  125, 256 ou 144. P a r  exemple ,  

l ' a ide  du  th6or~me 8 dans  [2] on ob t ien t  a is~ment  : 
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II y a exactement 4 unitgs du quatri~me degrd de discriminant 256, savoir 

+ ~  et +_E -1, 

oi~ E = e ~/4. 
Dans le travail [7], w 4, j 'ai montrd qu'il y a au moins 96 unitds du quatri~me 

degrd ayant  le discriminant 229. On voit aisdment qu'il n 'y  a qu'un seul quadruplet 
de corps biquadratiques possddant ce discriminant; ces corps sont primitifs et du 
premier rang. 

w 5. Remarques sur le cas cubique 

7. Revenons dans ce paragraphe sur nos rdsultats rdlatifs aux nombres du troisibme 
degrd de discriminant donnd dont nous avons parld plus haut. Soit 1, co, (D 1 une base 
des entiers du corps cubique K(0), off 0 = u  +wo +woo I est un nombre entier avec des 
coefficients entiers rationnels u, v e t  w. Le discriminant D(O) est dvidemment in- 
ddpendant de u et l 'on a 

D(O) = D(vo +wool) = [/(v, w)]~D *, (20) 

off D* est le discriminant du corps K(0), et off/(v, w) estune forme binaire cubique 
en v e t  w b, coefficients entiers rationnels, irrdductible et primit~f. Supposons main- 
tenant que D(O)= D est donnd. Alors, D* est limitd par D et d'apr~s le thdor~me de 
Thue l'dquation 

/(v,w)= + ~/D/D* (21) 

n 'a  qu'un nombre limitd de solutions en nombres entiers rationnels vet  w. Cela montre 
que le Thdor~me 1 est vrai aussi dans le cas cubique. 

Donc, pour ddterminer les nombres de discriminant D il faut procdder ainsi qu'il 
suit : On ddtermine d'abord routes les possibilitds pour D*. Pour chaque corps cubique 
correspondant s une valeur de D* on ddtermine une base 1, co, (D 1 et ensuite la forme 

/(v, w). Alors, le problbme revient ~ trouver routes les reprdsentations de VD/D* 
par/ (v ,  w). I1 n'existe pas de mdthode g~ndrale pour rdsoudre le dernier problbme. 
Lorsque D <0  on peut le faire dans des cas particuliers; comparez Nagell [8]. Ljung- 
gren a esquissd une mdthode de rdsolution dans le cas off D > 0 ;  voir [9]. Siegel a 
montrd que, pour D > 0 ,  le nombre de solutions de (21) est au plus dgal ~ 18, si D 
surpasse une certaine limite Do; voir [5], w 10. Ainsi, lorsque h ddsigne le nombre de 
possibilitds pour D*, le nombre des nombres ~ sera au plus dgal ~ 18h ~ 18~/D pour 
D > D 0. Cependant, on ne connalt pas la valeur de D 0. 

8. On peut aussi appliquer la mdthode adaptde dans le cas biquadratique pour la 
ddmonstration du Thdor~me 1. Soit 0 un hombre du troisi~me degrd de diseriminant 
D et racine de l'dquation 

z 3 - p z  2 + q z - r  = O, (22) 

les coefficients p, q et r dtant des entiers rationnels. Alors nous avons dvidemment 

2433D = X s _  y2, (23) 
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off X et Y ont  les valeurs suivantes : 

X = 4p 2 - 12q, (24) 

Y = 1OSr - 36pq + 8p 3. (25) 

D'aprbs  le thdor~me de Thue l 'dquation (23) n ' a d m e t  qu 'un  nombre  fini de solutions 
en nombres  entiers rationnels X et Y lorsque D est donnd. Le coefficient p peut  
gtre considdrd comme constant;  il suffit en effet de supposer que p prenne les trois 
valeurs O et _+ 1. Chaque triplet de valeurs p,  X et Y ddtermine univoquement  les 
coefficients q e t r .  

Le Thdorbme 2 sur les unitds de discriminant donnd est aussi vrai  dans le cas 
cubique; nous l 'avons montrd dans des t r avaux  antdrieurs; voir  [6], pp. 57-64, [1] 
et aussi [7], w 4. Pour  les discriminants ndgatifs le problbme est complbtement rdsolu 
par  le thdor6me suivant  : 

Soit donnd le hombre entier ndgati/ D. Les unitds s du troisi$me degrd, rdelles, positives 
et < 1, ayant le discriminant D, peuvent gtre caractdrisdes de la mani$re suivante. 

Soient Rx, R 2 .. . . .  R~ tous le s  anneaux entiers ordinaires rdels du troisi$me degrd 
possddant le discriminant D, et d@ignons par ~k l' unit~ ]ondamentale de R k avec 0 < ~ < 1. 

1 ~ Soit d'abord D di]/~rent des hombres - 2 3 ,  - 3 1  et - 4 4 .  Alors, les unit~s e sont 
ceux des hombres ~k qui ont le discriminant D. Seulement dans le cas oct ~k est racine 
d'une ~quation za= 1 - q z  (q nombre naturel ~>2) il y a une deuxi~me unitd de discrimi- 
nant D, ~t savoir ~ .  

20 II y a deux unitds de discriminant D = - 4 4 ,  d~ savoir 

et ~a, o/t ~3= _ ~ 2 _ ~ _  1. 

30 I1 y a quatre unitgs de discriminant D =  - 3 1 ,  5 savoir 

~, ~2, ~3 et ~5, oct ~3 = 1 - ~ .  

40 II y a six unitds de discriminant D = - 2 3 ,  5 savoir 

~, ~2, ~a, ~4, ~5 et ~9, oit ~a= 1 -~2. 

Comparez Nagell [6], w 4 et aussi [1], thdorbme 21. Un  anneau est rdel lorsqu'il  est 
constitu6 de nombres  rdels seulement; il est entier lorsqu'il ne contient  que des 
nombres  entiers; il est ordinaire lorsqu'il  contient  le nombre  1. Si l 'unit6 s a le discri- 
minan t  D il e n e s t  de m~me pour  les unitds - s e t  A-e -x, ainsi que pour les unitds 
conjugudes; cela fair ddj~ 12 unitds de discriminant D. 

I1 n ' y  a pas de rdsultat  analogue dans le cas d ' un  discriminant positif. Cependant,  
dans  un peti t  nombre  de cas particuliers il est possible de rdsoudre le problbme 
complbtement.  

9. Exemple num~rique. Nous  allons trai ter  le cas D = 81. On montre  d ' abord  par  
la mdthode courante qu'il  n 'existe aucun  corps cubique de discriminant 9 et ensuite 
qu'i l  existe un seul corps cubique de discriminant 81, ~ savoir le corps abdlien engendrd 
par  une racine ~1 de l 'dquation x a - 3 x - 1  =0 .  Dans  le corps K(~) on peut  choisir 
pour  base des entiers le triplet 1, ~, ~-~. Le discriminant du corps est = D ( ~ ) = 8 1 .  
Si nous posons dans l 'dquation (21) v = x  et 3 v + w = y ,  et si nous prenons le signe 
infdrieur, nous aurons la relation 
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x a _ 3xy2 _ y3 = + 1. 

Ljunggren  (voir [9]) a montrd  que cettc dquat ion n ' a d m e t  que les six solutions sui- 
van tes  en nombres  entiers ra t ionnels  : 

x = l ,  y = 0 ;  x = O ,  y = - l ;  x = - l ,  y = l ;  

x = l ,  y = 3 ;  x = - 3 ,  y = 2 ;  x = 2 ,  y = l .  

Nous aurons  ainsi six hombres  ~ dans  le systbme dont  nous venons de mont re r  
l 'existence dans  le Thdor~me I (cas cubique). Par  des pet i ts  calculs numdriques  
on vdrifie aisdment que les nombres  ai de ce systbme peuven t  ~tre choisis de la mani6re 
su ivante  : 

9, 9 -1, 9' ,  (9') -1, 9", (?],,)-1 (26) 

off ~' et 9" sont  les nombres  conjuguds de ~. Donc, si 0 est u n  nombre  du troisi~me 
degrd a y a n t  le d iscr iminant  81 on a 0 = _+ a~ +a ,  off a~ signifie l ' un  des nombres  (26) 
et a u n  cntier  rat ionnel .  

Nous pouvons  m a i n t e n a n t  ddterminer  routes les unitds du troisi~me degrd a y a n t  
le d iscr iminant  81. Pour  cela il suffit dv idemment  de ddterminer  t o u s l e s  entiers  
ra t ionnels  a tels que les nombres  9 - a  et 9 - 1 - a  soient des unitds. Pour  que 9 - a  
soit une  uni td  il faut  que a S - 3 a - 1  = _+l; donc a = 0 ,  - 1  ou 2. Le nombre  9 - ~ - a  
est une  uni td si a s + 3 a  2 - 1  = + 1, ce qui est possible seulement  pour  a = 0  et a = - 1 .  
I1 en rdsulte le thdorbme : 

Tou tes  les uni tds  d u  trois i$me degrd et de d i s c r i m i n a n t  81 sont  donndes  p a r  le tableau 
s u i v a n t  : 

• • -~, • • -~, • +(9") -I, 

+(9-2), +(9'-2), +(9"-2), 

+(9-2) -1, +(9'-2)% +(9"-2) -1. 

Pour  vdrifier cela il faut  observer que 9 + 1 est racine de l 'dquat ion  x 3 -  3x2+ 1 = 0  
et que 9 - 1 +  1 est racine de l 'dquat ion  x a -  3x + 1 = 0. C'est la cause qu 'on  ne t rouve 
pas les nombres  9 + 1 et 9 - 1 +  1 dans  le tableau.  On volt  qu ' i l  y a exac tement  24 
unitds de discr iminant  81. 
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