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Sur un sys t~me d'~quat ions  line, aires  h une  infinit6 
d ' inconnues .  II 

Par KARL DAGERHOLM 

0. Introduction 

M'inspirant de T. Carleman [1], j 'ai dtudid comment rdsoudre certains systSmes 
de la forme 

c,~xq= c, (p= 1, 2,...), (1) 
q = l  

la seule condition que les solutions x =  (xl, x2, . . . )  rendent convergentes les sdries 
du syst~me considdrd. 

Dans [3] j 'ai d6montrd le thdor~me d'unicit6 suivant pour un syst~me de la 
forme 

( p - a q ) - l x q = %  ( p = 1 , 2  . . . .  ). (2) 
q = l  

S i  dans le plan complexe la constante a se trouve en dehors de l'intervalle rdel 
0 <~ a <~ 1 le syst~me homoghne % = 0 (p = 1, 2, . . . )  n'admet pas d'autres solutions que 
x =  O. S i  a ezt rdel et 0 <~ a <  1 il existe d'autres solutions. 

I1 est entendu qu'on raye les termes qui deviennent infinis. 
Dans cet article nous allons consid6rer le cas auparavant  non rdsolu a =  1 

~ ' ( p - q ) - l x q = O  ( p =  1,2 . . . .  ), (3) 
q = l  

off l 'accent indique ici, et par  la suite, qu'il faut  supprimer les termes infinis. 
~Vous nons proposons de ddterminer toutes les solutions x = (Xl, x 2 . . . .  ) qui rendent 

les sdries de (3) convergentes. 
Le m6me probl~me a dtd pos6 clans [3], page 34. 
Dans w 1 je prouve que la condition ndcessaire et suffisante pour l 'existence 

d 'une solution x # 0  du syst~me (3) dquivaut ~ l 'existence d'une fonction enti~re 
ayant  des propridtds donndes. Dans w 2 je ddmontre l 'existence de la fonction 
enti~re, mentionnde dans w 1. D a n s w  3 je trouve l'unicit6 de la fonction enti~re 
et ainsi l'unicit~ de la solution du syst~me (3). 

En publiant le pr6sent article nous avons la joie d 'exprimer notre profonde 
reconnaissance s M. Arne Beurling, Professeur s l ' Inst i tute  for Advanced Study, 
Princeton. Nous disons ici notre particuli~re grati tude pour les encouragements 
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et les iddes dont  il nous a fait bdndficier maintes lois depuis notre soutenance 
de thbse. L 'dlaborat ion du travail  que nous publions aujourd 'hui  doit  beaucoup 

son f ructueux enseignement et h son aide ddsintdressde. 

1. U n e  condi t ion  n~cessaire et suff isante pour u n e  so lut ion  x # 0 

Nous ddmontrerons le th~or~me suivant.  

Pour qu'une suite {xn}~, qui rend eonvergente la sdrie 

x~ (4) 
1 n 

soit une solution de (3) il /aut et il su//it qu'il existe une /onction enti~re / possddant 
ces propridtds 

/ (n)  = ( -  1) n x ,  ( n =  1, 2 , . . . ) ,  (5) 

/'(n)=O ( n =  1,2 . . . .  ), (6) 

/(n) = 0  ( n =  O, - 1 ,  -- 2, ...), (7) 

[/(x + iy) l = o(e =l~l) uni/ormdment pour x <~ O, (8) 

(Izl) I / (x+iy)[=O~l + lyle "l~t uni/ormdment pour x>~O. (9) 

Si (4) converge on forme la fonction mdromorphe 

h ( z )  - - ( z -  q ) - l z q .  (10) 
q - 1  

Par  une sommat ion partielle il suit que 

o \ h ( z ) ]  

oh A(z) ddsigne la distance de z aux nombres  entiers positifs. 
Si {xq}~ est une solution de (3) on aura 

h ( z ) = ( z - q ) - l x q + O ( z - q )  (z -~q=  1, 2, ...). (12) 

E n  posant  /(z) = zt 1. sin zez'h(z) (13) 

on obt ient  enfin une fonction enti~re satisfaisante aux conditions dnoncdes. 
Inversement  si /(z) satisfait aux conditions pr6cddentes et si 

( - 1)~ 
f(n) 

1 n 

converge, alors h(z) ddfinie par  (13) jouit des propridtds (10) et (12) avec Xn= 
( - 1 ) n / ( n )  et fournit,  par  consdquent,  une solution de (3). 
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2. L 'ex i s tence  de la  f o n c t i o n  entibre 

Ddmontrons  ma in tenan t  l 'existence d 'une  fonct ion e n t i b r e / # 0 ,  f igurante  dans 
le w 1. Soit 

~(s) = ~ cns ~ 
7t=l 

une fonct ion analy t ique  dans  le cercle unit4 et  telle que ~(s)(1 + s )  ~ ( 1 - s )  ~ soit 
continue pour  [ s[ ~< 1, zr et  fi 4 tant  des constantes  positives, zr < 1, fl < 2. Posons 

/(Z) = (27ei)-1fFs(p(S) e - zl~ s d8,8 

off F~ ddsigne le chemin d ' in tdgrat ion indiqu4 ci-dessous 

r s  

7 
P~ 

s = l  

et off la par t ie  imaginaire  du logar i thme est prise darts l ' interval le  ( - Jr, zt). Nous 
allons chercher  ~ ddterminer  ~ de sorte que la fonct ion ent ibre / (z)  satisfasse aux  
conditions du th4orbme prdc4dent.  Nous  avons 

= I cn (~b- 1, 2, 3 . . . .  ), /(~) 
[ 0 ( n = 0 ,  - 1, - 2, ...). 

La propridt4 f (n )  = 0 (n = 1, 2 . . . .  ) entraine 

(2~iYlfr s -(~§ ~(s )  log ~ ds = 0 (n = l ,  2 . . . .  ). (14) 

D'apr~s  l 'hypothSse fai te  sur ~ on peu t  remplacer  F~ par  F0(Is ]=  1) et  (14) 
s '4crit  

f [ q ~ ( e  t~ ~ 0 ( n =  1, 2, .. .). (15) 0 e-~nO dO 

Puisque ~v(e ~~ 0 6 LI(  - ze, ~) la relat ion (15) entra lne  l 'existence d 'une  fonction y~(s) 
appa r t enan t  & la elasse de H a r d y  H x pour  le domaine  Is] > 1, telle que l 'on ait  p.p.  

rlim0v(r e ~~ = ~p(e i~ = 0~(e'~ - ~ < 0 < ~. (16) 
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Le problgme de la d6terminat ion de ~0 et yJ peut  se rdsoudre par  une mdthode 
appliqude par  Wiener  et  Hopf  s des problgmes similaires pour  le demi-plan, [2]. 

En  derivant ( l / s )  ~(s) = 001(s) on dolt  t rouver  ~vl et  ~o dans les classes de H a r d y  
H 1 pour  [s]< 1 et ]8[ >1  respect ivement  de sorte que p.p. 

[ e - s~  0~ (e~~ (17) 
0 ~o(d ~ ' 

~o t (s) (1 + s) ~ (1 - s) ~ continue pour  [s[ ~< 1. (18) 

Abstract ion faite d 'un  facteur  = i le nombre  gauche dans (17) peut  s'dcrire 

O{ e-iO+i�89 nsignO. 

Nous dgterminons d 'abord  une ddcomposition en facteurs de 1/{01 . 
Soit g(s)= u + iv la fonction analyt ique dans {s{< 1 dont  la part ie rdelle saris- 

fair ~ la condition 
1 

u(e ~~ = �89 log [0]' - ~ < 0 < g 

et  dont  la part ie  imaginaire s 'annule sur le segment ( - 1 ,  1). 

La  fonction g(1/~)=u( 1, 0 ) - i v (  l ,  O) (s=re ~~ 

est done analyt ique pour  [8[ > 1. Pour  s =  e t~ - z ~ <  0 <  z ,  l 'on a 

1 

I1 reste ~ t rouver  les facteurs de la fonction 

e-iO+i�89 -- J'[, < O< Jr,. 

La solution est dldmentaire 

, o + ~ i ~ s i ~ 0  = V1  - s - 2  _ 1 / 1 e ~ < 0 < m  

s 2 dtant  r d e l > 0  pour  - l < s < l  et V l - s  - 2 > 0  pour  s > l .  

~0{ eg(s) / e-g(1/s) 
Donc e io+i�89 ~ 1 - ~ 2 / ~  pour  s=e ~~ - ~ < 0 < : z .  

1 se  g(s) /e-g(1/~)'i=~ 
I1 s 'ensuit  0 = ~ / ~ Z ~2~ V' 

off 0o et  ~o satisfont aux conditions donndes avec 1 < 6 < 1 ,  l < f l < 2 .  

(19) 
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La  fonct ion 

donnd, pa r  consdquent,  
pourvu  que la sdrie 

converge. 

Posons 

seg(S) - ~ c~s ~ (20) ~(s) V ~ - ~  ~ ~=1 

naissance s une fonct ion entibre It du type  considdrd, 

( - -  1) n n-ion 
n = l  

u(1, 0 )=  �89 1 . + k(e~O) ' 
[ 1 - e  '0 

1 - e go 
k(e l~ = �89 log ~ =n ~-~b~0 cos nO. 

La fonct ion k est abso lument  continue et  poss~de une ddrivde ~ var ia t ion 
bornde. Donc b,~=O(1/n2). I1 s 'dnsuit  

g(s) = i log ~ + k(s), k(s) - ~ bus ~. 
rl=O 

On comprend  que k(s) est  rdguli~re dans s= 1. On peu t  donc dcrire 

1 
~ ( s ) -  V~( l_s~  ) 1 - s  

zr / e k ( 1 )  Cn ) 8 n. 

Puisque les c~ sont des coefficients de Taylor  d 'une  fonction majorde pa r  
const .  Is + 1 [ �89 cela entra~ne d 'apr~s  Hausdo r f f -Young  la convergence des sdries 

I~  [~ pour q > 2. 

n = l  
Donc la s~rie 

converge. 

3 .  L ' u n i c i t ~  d e  l a  s o l u t i o n  

S'il se t rouva i t  deux  fonctions l indairement inddpendantcs  / t et  It1, sat isfaisant  
aux  conditions (6)-(9), il exis terai t  aussi une combinaison lindaire 

g=ait+bi t , ;  lal+]b]~=O, 

tclle que g'(O) = 0 et  que g # 0. 
L 'unici td  est  ainsi une consdquence du l emme suivant .  

Lemme.  Les conditions (6)-(9) plus celle de g'(O)=0 entrar 

g(z) - -  O. 
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D'apr~s le th~or~me de Rolle, g'(z)=0, en certains points z =  - ~ n ,  off n < ~ n <  
n + l ,  n = 0 ,  1,2, . . . .  

En  ver tu  de (8) et (9), il s 'ensuit  

Ig'(x+iy)l=o(e~l~l), 6 < arg z < 2ze -  ($. (21) 

Le principe de Phragmdn-Lindel5f  appliqu6 s g'(z)/sin~tz dans l 'angle - 8 <  
arg z < § ~ prouve que la formule (21) cst valable uniformdment  pour  I z [ -> oo. Donc 

re(r) = (2:~) 1 log I g'(rd~ dO = 2 r -  ~o(r), (22) 

off ~ o ( r ) ~  pour  r ~ c ~ .  
Si le lemmc n'~tait  pas vrai, it existerait un  nombre entier p~> 1, de sorte 

qu 'on  ait 
g'(z)=%z~+%§247 (%~0). 

La formule de Jensen appliqu6e ~, g ' (z)z -p donne 

f~ dt 
log lapl ~ m ( r ) -  p l o g  r -  Jo n(t) ~ ,  

off n(r) ddsigne le nombre  des z~ros de g'(z) dans le domaine 0 < l z l ~ r .  
Dans ce qui prdc~de nous avons n(r)~>2[r] pour  tous r > 0 .  I1 s 'ensuit  

log 1%1 ~< - o~(r) - p log r + 2f0 t--t [t] dt ~< - w(r) - (p - 1) log r + 0(1). 

Par  consequent on obtient  % = 0. Cette contradict ion ddmontre  le lemme. 

4. Une conclusion 

Des r~sultats precedents on peut  tirer la conclusion suivantc. 
Pour que le syst~me homog~ne 

or 

~'(p--aq)-ixq=O ( p = 1 , 2 ,  .) oo 
q-1 

air une solution, non triviale, rendant convergente~ lea sdries, il /aut et il su//it que 
le nombre complexe a se trouve sur l'intervalle /ermd [0, 1]. 
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