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Sur un type particulier d'unit~s alg~briques 

P a r  TRYGVE ~AGELL 

§ 1 .  I n t r o d u c t i o n  

1. Remaxques g~n~rales. Dans plusieurs t r avaux  ]'ai 4tudi6 les solutions de l'~qua- 
tion 

E+E: = 1 (1) 

en tmit6s E et E:  dans un corps alg6brique K; voir Nagell [1]:, Hilfssatz IV; [2], 
p. 346-347; [3], p. 176-177; [4], [5] et [6]. Chowla [7] a l e  premier montrd que l 'gqua- 
tion (1) n ' admet  qu 'un hombre fini de solutions, r~sultat qui a ~t6 dtabli inddpendam- 
ment  par Nagell [4], Th~orgme 8. I1 faut  observer que la 4gmonstration de ce r4sultat 
ne donne aueune m~thode pour d4terminer routes les solutions. 

D~signons par  m l e  nombre de solutions de (1) dans un corps donn~ K sans eompter  
la permutat ion de E et E:. Si l 'on a Ia solution donnde par (1), on a aussi les deux 
autres solutions 

E-I+(-E:E-:)=I ,  E~:+(-EE~I)=I. ( Ia )  

Les trois solutions sont diff6rentes entre elles sauf clans le cas oh E et E:  sont les 
raeines de l 'dquation x2-x+l=O. Nous dirons que les trois relations (1) et ( la)  
forment un triplet. Un triplet est complgtement 44terming par  une quelconque des 
unitgs qui y entrent. Ainsi une unit~ do:roSe appart ient  ~ un seul triplet dans le 
corps. I1 en r~sulte que le hombre m de solutions de (1) est divisible par  3 quand  
le corps K ne contient pas le nombre V~--3. Quand K contient ce nombre, on a m - 1  
(mod 3). 

Lorsque E et E - 1  sont simultan~ment des unitds clans un corps alg~brique nous 
dirons que E est une unitd exceptionnelle. Si E est une unit4 exceptionnelle, le nombre 
E - :  l 'est aussi. En effet, la diff4rence 

E - :  - 1 = (1 - E) E -1 

est aussi une unit~. On vgrifie de mgme que les quatre nombres 

1 --  E ,  (1 - E ) - : ,  1 - E - :  e t  (1 - E - : ) - :  

sont aussi des unitgs exceptionnelles. Les six hombres 

E, E-:, l - E ,  1-E-:,  ( l - E ) - :  et ( l - E - : )  -1 

1 Les num~ros figurax~t entre crochets renvoient k la bibliographic plac~e ~ la fin de ¢e travail. 
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sont diffgrents entre eux, saul dana le cas oh E ~ - E + I  =0. Exception faite de ce 
cas, ils constituent un groupe cyclique d'unitds exceptionnelles. Dans le cas d 'ex- 
ception il y a, parmi  ees six hombres, seulement deux qui sont diffdrents entre eux. 

Alors le corps contient le nombre ~/---3. 
Si E est une unit~ exceptionnelle, une solution de (1) est donn~e par  

~ + 0 - ~ )  =1. 

Inversement,  dans la relation (1) les nombres E et E x sont ~videmment des unit~s 
exceptionnelles. 

D'apr~s le th~or~me de Chowla, il n ' y  a qu 'un  hombre fini d'unit~s exceptionneltes 
dans un corps K donn& D~signons par  ~ le nombre d'unit~s exceptionnelles dans K. 
Alors, d 'apr~s ce que nous venons de dire, nous avons/~ = 2m. 

Si E est une unit~ exceptionnelle, fl est ~vident que routes les unit~s conjugudes 
sont aussi exceptionnelles. 

2. R~sultats ant~rieurs. Dans les t ravaux [1]-[6] j 'ai d~termin~ routes les solutions 
de l '~quation (1) clans tous les  corps alg~briques d 'un rang <2.  Dans les corps qua- 
dratiques et dans les corps eubiques de discriminant n~gatif il n ' y  a aucune unit~ 
exceptionnelle, saul clans les cas suivants: Corps quadratiques possddant ou le 
discrimlnant - 3  avec r e = l ,  ou le discriminant + 5  avec m = 3 .  Corps cubiclues du 
premier rang poss~dant le discriminant - 2 3  avee m = 6 ,  o u  le discriminant - 3 1  
avec m = 3. 

Dans une infinit$ de corps biquadratiques du premier rang on a m =0;  m~me chose 
pour m > 0 .  La valeur maximale de m est =10  correspondant aux  corps K ayant  le 
discriminant 117; voir [5], Th$or~mes 1-3. 

Pour les corps eubiques non-cycliques du second rang j 'ai  montr4 l 'existence 
d'une infinit~ de cas dans lesquels on a m = 0; m~me chose pour m > 0. Cela est aussi 
vrai pour les corps eubiques cycliques. Pour la d~monstration voir Nagell [6], §§ 4-5. 

Pour les corps biquadratiques d 'un rang > 1 nous avons montr~ par  des exemples 
num~riques que: Si le rang =2,  le max imum du hombre m est >~ 12. Si le rang =3,  
et si le corps est non-ab~lien le maximum du nombre m est /> 6. 

Parmi  les autres r~sultats nous notons: I1 existe au moins un  corps de degrg n >/5 
tel que m/> 3 ( 2 n -  3). I1 existe une infinlt~ de corps de degr$ n t> 6 tel que m >/3(2n - 5). 

3. Dans ce m~moire nous allons continuer nos recherches sur l '~quation (1) et les 
unit~s exceptionneUes dans les corps d 'un rang />2. Le probl~me de d~terminer 
routes les unit~s exceptionnelles dans un corps donn~ peut  toujours ~tre transformg 
dans le probl~me de r~soudre une ou plusieurs ~quations diophantiennes en hombres 
entiers rationnels. Les dif~icultSs augmentent  avec le degr~ et le  rang du corps. 
Grace £ quelques r~sultats de Ljunggren sur certaines formes binaires cubiques 
nous sommes rSussis ~ dSterminer routes les unit~s exceptionnelles dans les deux 
corps cubiques cycliques, du second rang, engendr~s par  les hombres 2 cos (2z/7) 
et 2 cos (2~]9). 

Nous considdrons aussi des probl~mes des types suivants : 1 °) Lorsque le degrd n 
et le rang r sont donn~s, montrer  qu'fl y a une infinit~ de corps K dans lesquels 
m = 0  et dans lesquels m >0.  2 °) D~terminer une limite sup~rieure de m pour les corps 
K de degr~ et rang donnSs. 3 °) D~terminer une limite inf~rieure du maximum de m 
pour les corps K de degr~ et rang dorm,s. 
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§ 2. Remarques sur quelques ~quations diophantiennes cubiques 

4. I1 nous faut quelques r6sultats sur certaines 6quations diophantiennes. I1 est 
facile d'&ablir le 

~n~or~me l .  LYquat ion diophantienne 

U a ÷ 3U2V - -  6uv 2 + v 3 = w 3 (2) 

n'admet pas d'autres solutions en hombres rationnels u, v e t  w que 

u = v =  - w ;  u=O, v=w; u = w ,  v=O. 

Cela est ~vident en vertu de l'identit~ suivante 

(U a - -  3UV ~ ÷ va) 3 - -  ( 3 u 2 v  - -  3 u v 2 )  a = ( u  a ÷ 3u~v - 6uv 2 + v 3) (u 2 - uv + v 2)3. 

En effet, l'~quation de Fermat  
X 3 + y3 + Z  a = 0 

est impossible en nombres rationnels pour X Y Z  * 0 .  
J 'a i  d6j~ publi6 la d6monstrution du Th6or~me 1 en 1922; voir Nagell [9], p. 21, 

et aussi [10], p. 232. 
Le Th~or~me 1 est ~quivalent au r~sultat suivant : 

Th~or~me 2. L ' ~quation dio~hantienne 

xa_3xy~ +ya = 3z a (3) 

n'admet pas d'autres solutions en hombres rationnels x, y e t  z que 

x =  - z ,  y = - - 2 z ;  x =  - z ,  y = z ;  x-~2z, y = z .  

En effet, on passera de l'4quation (2) ~ l'6quation (3) par la transformation bira- 
tionnelle 

x = 2 u - v ,  y = u + v , z = w .  

On observe que les trois points rationnels sur les deux courbes cubiques (2) et (3) 
ne sont pas en ligne ¢h'oite. On v~rifie aisdment qu'aucun des points est un point 
d'inflexion. 

Le rgsultat particulier suivant est du ~ Ljunggren [12], p. 10 : 

L ' ~quation diophantienne 
x3 _ 3xy2 + ya = 3 (4) 

n'admet que les trois solutions suivantes en nombres entiers rationnels : 

x = - l ,  y = - 2 ;  x = - l ,  y = l ;  x-~-2, y = l .  

Or, la m&hode de ddmonstration de Ljunggren suffit 4videmment pour obtenir le 
r~sultat plus g~n~ral du Th~or~me 2. 

Le thdor~me de Ljunggren sur (4) est dquivalent au thdor~me suivant que j'ai 
&abli en 1919 : voir Nagell [8], p. 11 : 
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Th~or~me 3. L'~quat ion diophant ienne 

x ~ + x + l  = 3 y  ~ (5) 

n 'admet  que les deux solutions suivantes  en hombres entiers rationnels : 

x = l ,  y = l ;  x = - 2 ,  y = l .  

E n  effet,  celle-ci peu t  s 'dcrire 

De plus, il rdsulte de (5) en passan t  au corps engendrd pa r  0 = ½( - 1 + V~-3), 

x - Q  = (1 -Q)  (u + v ~ )  8, 

off u e t  v sen t  des nombres  entiers rationnels,  tels que y = u 2 - uv  + v ~. On en obtlen~ 
dv idemment  la re la t ion 

u 3 - 6u~v + 3uv ~ + v 3 = 1 

qui peu t  gtre t ransformde dans  l 'dquat ion (4) pa r  la t r ans fo rmat ion  x = 2 u - v ,  
y = u + v .  

5. L junggren  a developp$ une methode  pour  rdsoudre complb tement  en hombres  
entiers rat ionnels  x et  y les dquations diophant iennes de la forme 

F(x ,  y) = 1, (6) 

off F ( x ,  y) sign[fie une forme binaire cubique ~ discr imlnant  posit[f; voir  [11]. E n  
pat t ie ,  elle est  basde sur la m~thode p-ad ique  de Skolem; voir  [14], [15] et  [16]. 
I1 a vdrifi~ l 'effeetivit~ de s~ mdthode  sur l ' exemple  

x3 _ 3xy~ + y 3  = 1. (7) 

E n  effet, il a dtabli le r~sultat  su ivant  : 

Thfiorbme 4. L'dquation diophantienne (7) n'admet  que les s ix  solutions suivantes en 
nombres entiers rationnels x et y : 

x = 2 ,  y =  - l ;  x = - 3 ,  y =  - 2 i  x = - l ,  y =  - l ;  

x = l ,  y = 0 ;  x =  l ,  y = 3 ;  x =O, y = l .  

Les raeines de  l '4quat ion x s - 3 x  + 1 = 0  sen t  les hombres  2 cos (2~/9), 2 cos (4~/9) 
et 2 cos (8g/9). Le corps eyclique engendr~ p a r  ces nombres  a l e  diser iminant  81, 

L junggren  a aussi annonc6 le rdsultat  su ivant  : 

Th~or~me 5. L'd~tuation diophant ienne 

X a A- x2y -- 2xy 2 _ y a  = 1 (8) 

n'admet  que les neu /  solutions suivantes  en hombres entiers rationnels x et y : 
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x=O, y=  --1;  x = l ,  y=O; x = y =  - 1 ;  

x=2,  y = - - l ;  x=  --l ,  y = l ;  x = - - l ,  y=2; 

x = - - 9 ,  y=5; x=4,  y= - 9 ;  x=5,  y=4.  

Les racines de l '~qua t ion  x 8 + x ~ - 2 x -  1 = 0 sont  les nombres  2 cos (2xc/7), 2 cos (4z/7) 
e t  2 cos (6~/7). Le corps cyclique engendr~ p a r  ces nombres  a l e  d i sc r iminan t  49. 

L junggrcn  n ' a  pas  publi~ sa d~mons t ra t ion  du  Th~or~me 5. La  v~rif icat ion du  
rSsul ta t  a ~t~ fa i te  p a r  Bau l i a  [13]. 

L juagg ren  a appl iqu~ le Th~or~me 4 pour  ~tabl i r  le 

Th~or~me 6. L'gquation diophantienne 

x ~ + x  + 1 =ya  (9) 

n'admet que les quatre solutions suivantes en hombres entiers rationnels : 

x=O, y = l ;  x= - 1 ,  y = l ;  x=18, y=7; x= - 1 9 ,  y=7.  

Pour  la dgmons t r a t i on  voir  [11], p. 11; comparez  aussi  Nagel l  [8], p. 6-7. 
Nous avons  aussi  besoin du r~sul ta t  su ivan t  : 

Th~or~me 7. L Yquation diophantienne 

x a + x~y _ 2xy~ _ y3 = 7 (10) 

n'admet que les trois solutions suivantes en nombres entiers rationnels : 

x = l ,  y = - 3 ;  x=2,  y = l ;  x = - 3 ,  y=2.  

E n  effet, p a r  la t r ans fo rma t ion  

x= - 3 u ÷ v ,  y = 2 u - 3 v  

l ' 4qua t ion  (10) p r end ra  la forme 

u s - 8u% + 5uv 2 + v 3 = 1. (11) 

Cette  ~quat ion peu t  ~tre t ra i tde  p a r  la  mdthode  de Ljuaggren .  Alors  on t rouve ra  
que les seules solut ions  sont  u= 1, v =0;  u =0 ,  v = 1; u = v  = - 1 .  Nous  al lons pub l ie r  
la  ddmons t ra t ion  p rocha inement .  

On mont re  a i sdment  que l ' dqua t ion  (11) est  dquivalente  £ l ' gqua t ion  

X 2 - 3X ÷ 9 = 49 y3. 

§ 3. Les corps cubiques du second rang 

6. I1 y a deux  esp~ces de corps cubiques  de d i sc r iminant  posi t i f  : Les  corps non- 
ab~liens et  les corps ab~liens et  cycliques.  ConsidSrons d ' a b o r d  les corps non-ab~liens.  
Soit  e une uni t~ dans  un  te l  corps. Alors,  nous avons  montr~ clans le § 3 de [6] que 
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la condi t ion  n$cessaire e t  m,ffi~ante pou r  que ~ soit  except ionnel le  est  que le discri-  
mln&nt soi t  de  la fo rme 

D(e) -- z 4 - 2z 3 - 5z 3 + 6z - 23, 

off z e s t  u n  ent ie r  ra t ionne l ,  t e l  que z~>5 ou z~< - 4 .  I1 r~sulte d u  r a i sonnemen t  dans  
[6] qu ' i l  suff i t  de consid6rer  les unit~s e qui sont  racines de l '~qua t ion  

x a +  ( a - 1 ) x 2 - a x + l  = 0 ,  

off a est  u n  ent ie r  ra t ionne l ,  t e l  que a>~5 ou a~< - 4 .  Celle-ci p e u t  s '~erire 

x(x--1)  (x +a) + l =0. 

Si s est  une  rac ine  de ce t te  dquat ion,  on en voi t  d i rec tement  que e - 1 et  s + a son t  des 
unitds.  Le  d i sc r iminan t  de s a la  va leur  

po lynome  qui  peu t  s 'dcrire  
a 4 -- 2a ~ -- 5a 2 + 6a - 23, 

( a 2 - - a - 3 )  2 - 3 2 .  

On en conelut  que le d i sc r iminan t  au ra  la  m~me valeur  si l ' on  y r emplace  a p a r  1 - a  
e t  seu lement  clans ce cas, lorsque les cas - 3  ~<a ~<4 sont  exclus.  L a  plus  pe t i t e  va leur  
du  d i sc r iminan t ,  D =257 ,  est  ob tenue  pour  a = 5  (ou a= - 4 ) .  

B a n s  le corps engendr4 p a r  s nous avons  le sex tup le t  d 'uni t~s  except ionnel les  
d~riv~es de  e. Vra i s emb lab l emen t  il  n ' ex i s t e  aucune  au t r e  uni t~  except ionnel le  dana 
un  corps de  ce t te  esp~ce. Nous  avons  mont rd  qu 'on  a, dans  une infini td de cas, m = 0 
t ou t  aussi  b ien  que m > 0. 

Considdrons ensui te  le cas des  corps cycliques,  et  rdsumons  les r~sul ta ts  ob tenus  
clans [6] re la t i fs  k ces corps.  Dans  ce cas les d i scr iminants  des nombres  ent iers  sont  
tou jours  des  carr~s par t fa i t s .  L a  condi t ion  n4cessaire e t  suff isante  pour  que l 'un i t4  

soit  except ionnel le  est  qu 'el le  soit  rac ine  d ' u n e  ~quat ion 

x a - p x  2 + (Io--3)x + 1 = 0 ,  (12) 

don t  le d i sc r iminau t  a l ' express ion  

D(e) = (p ~ - 31o + 9) 2. (13) 

I1 y a c ependan t  les except ions  su ivan tes  : Les 18 racines  e des 4quat ions  

x3+2x  2 -  x - l = O ,  x a +  x ~ - 2 x - l = O ,  

x " ~ + 3 x  2 - 4 x + 1 = 0 ,  x 3 - 4 x  2 + 3 x + 1 = 0 ,  

x a - 5 x *  + 6 x  - 1 = O, x a - 6 x  2 + 5 x  - 1 = O, 

(14) 

sont  des  unit~s, a y a n t ' l a  propri~t~ que e -  1 es t  aussi  une  unit~.  Elles a p p a r t i e n n e n t  
au  corps cubique cycl ique engendr~ p a r  le nombre  2 cos (2~/7) e t  poss~dent  le discri- 
m i n a n t  49. 

Nous  avons  mont r4  qu 'on  a m = 0  tou t  aussi  b ien que m > 0  clans une infini t4 de 
corps cubiques  cycliques;  voi r  les Th~or~mes 7 et  8 dans  [6]. 

Dans  les d e u x  p a r a g r a p h e s  su ivan ts  nous  allons dd te rminer  rou tes  les uni tds  
except ionnel les  dana les deux  corps engendr6s p a r  2 cos (2g/7) e t  2 cos (2g/9), 
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§ 4. Le probl~me daus le corps engendr~ par 2 cos (2~/7)  

7. Nous  commengons  p a r  quelques re la t ions  numdriques .  Ddsignons p a r  ~? une 
rac ine  de l '~qua t ion  

Xs  + x s  - 2 X  - 1  = 0 .  

Alors,  les deux  au t res  racines,  les eonjugu~s de ~/, sont  

- 1  
' I+~7 ~7 s - 2 = - U + ~  -i, 

'~7 "= - i  -~ - i=  1 _~_~2. 

Pour  les calculs num~riques  nous avons  besoin des re la t ions  su ivantes  : 

N(U) =UU'U" = + 1, ~/-1 =U2 +U - 2 ,  

U 3 = - U-1 + 3U _ 1, U 4 = 3U s - U - 1 = 3U -1 - 4~7 + 5, 

U -s = 5  - 7  -2~72 = 1 + 7  - 2U-i, ~7( 1 +U) -1 =U s - 1 = 1 -~7 +U -1. 

Le  d i se r iminan t  du corps K(~?) es t  4gal au  d i sc r iminan t  de U, c 'es t -~-dire  =49 .  Comme 
base  des ent iers  dans  le corps on peu t  choisir  ou 1, ~7, U s o u  1, U, ~/-1. 

8. Not re  b u t  est  de dd te rminer  tou tes  les uni tds  except ionnel les  dans  le corps. 
Dans  le § 3 nous en avons  ddj£ ddtermind les 18 que voici : 

1 °) Les rac ines  de l ' dqua t ion  x a + x s - 2 x - 1  = 0 ,  £ savoir  

7, ~7 s - 2 ,  1 - ~ - ~ 7  ~. 

2 °) Les rae ines  de l ' dqua t ion  x 3 + 3x s - 4x + 1 = O, £ savoir  

- 4 +  U +2U2, 1 + U - U 2 ,  - 2 U - U  2. 

3 °) Les raeines  de l ' dqua t ion  x 3 - 5x s + 6x - 1 = O, ~ savoir  

3 - ~ 1 - ~  s, 7 + 2 ,  ~7 2. 

4 °) Les  rac ines  de l '~quat ion  x 3 + 2 x ~ - x - 1  = 0 ,  ~ savoir  

~Ts+U-2,  - 1 - 7 ,  1 - 7 3  . 

5 °) Les  rae ines  de l ' dqua t ion  x 3 - 4x s + 3x + 1 = 0, ~ savoir  

1 -~7, 3 -~/~, q7 +~s.  

6 °) Les racines  de l ' dqua t ion  x ~ - 6 x  s + 5 x - 1  = 0 ,  ~ savoir  

5 - U - 2 U ~ ,  - ~ / + U  s, 1 + 2 U + ~ s .  

Toutes  ces uni t6s ont  le d i se r iminan t  49. Ce sont  les uni tds  except ionnel les  de 
seconde esp$ce. Les unitds except ionnel les  de premiere esp~ce sont  les rac ines  des 
dquat ions  du  t y p e  
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X 3 - p X  2 + (p - 3) X + 1 = 0, (15) 

o~ p e s t  en nombre  entier rat ionnel queleonque. Cette ddfinition peut  ~tre ~tendue 
t o u s l e s  corps cubiques cycliques. 
Le discriminant  de cette 6quation est 

(p2 _ 3p + 9) 2. 

Dans les corps cubiques cycliques diffdrents de K(~/) routes les unit~s exceptionnelles 
sont de premiere esp~ce. 

Si ~ est une  racine de l '6quat ion (15), les deux autres raeines sont  

e , = 2 + ( p _ l ) e _ e ~ = ( 1  _e ) - l ,  

e" = p  - 2  - • e  +e2 = 1 - e  -1. 

Les nombres  eonjuguds sont  aussi de premiere fisp~ee. Les racines de l '6quation 
inverse 

X 3 + (p - 3) X ~ - p X  + 1 = 0  

sont e -1, 1 - e  et ( 1 - e - 1 ) - l = e g - ( p - 1 ) e - 1 .  

Ce sont  aussi des unitds exceptionnelles de premiere dsp~ce. La  norme de route unit6 
de premiere esp~ce est = -  1. 

Supposons main tenan t  que e appart ienne au  corps K(~) et qu 'on  air 

~ = x  + y'q + z ~ l - l = x -  2z + (y + z)~ + z~i ~, 

off x, y et z sont  des hombres  entiers rationnels. Alors, les nombres  eonjugu6s sont 

e' = x - 2 y  - z - z ~ / + y ~  = x - z  + (  - y - z ) ~ / +  y~]-l, 

e" = x + y + z - y ~  I + ( - y  - z )  ~? 2 = x - y  - z  + z~ l + ( - y  - z )  ~ -1. 

I1 en r6sulte dvidemment  la relation 

= 3 x - y - 2 z .  (16) 

E n  calculant  le nombre  ee' +ee u +e '~ n on obt iendra ~ l 'aide de eerie expression pour  
p la relat ion 

3 x - y - 2 z - 3  = 3 x  ~ - 2 x y - 4 x z - 2 y  ~ - z  2 - y z .  (17) 

Ensui te  en calculant es'e n on obtiendra la relation 

x a + ya + z 3 _ x~y _ 2xy2 _ xy z  - xz  ~ - 2x2z + 5yz  ~ + 6y~z = - 1. (18) 

9. A l 'aide des formules 

e - e '  = 2 y - z  + (2z +y)~ /+  (z - y)~/~, 

e - e "  = - y - 3 z  + (2y + z)~ + (y + 2z)~ ~, 

e' - e ~ = - 3y - 2z + (y - z) ~/+ (2y + z) ~ 
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on  peu t  calculer le n o m b r e  VD(~). On aura  alors 

+_ V D (  e ) = 7 (y8 + y2 z _ 2yz ~ _ zs). (19) 

D ' a u t r e  p a r t  on a en ve r tu  de (13) 

VD(~) = p s - 3 p ÷ 9 ,  (20) 
d 'o~,  ~ cause de (16), 

~/D(~) = (3x - y - 2z) ~ - 3(3x - y - 2z) + 9. 

Si l 'on dlimine x entre  cet te dquat ion et l 'dquat ion (17), on obt ient  

VJ~(~) = 7(y ~ + y z  +z~). (21) 

E n  combinan t  cet te dquat ion avec l 'dquat ion (19) nons aurons la re la t ion fonda- 
menta le  

+_ (ya + y~z - 2yz  s - z a) = y2 + yz  + z ~ . (22) 

Pour  simplifier nous dcrivons dans la suite R au lieu de VD(s). 

10. Not re  probl~me est ma in t enan t  de rdsoudre l 'dquat ion (22) en hombres  entiers 
rat ionnels  y e t  z. Si nous posons (y, z ) = d ,  y = d y  i, z = d z  i, off (Yl, z i )=1 ,  l 'dquat ion 
(22) peu t  s 'dcrire 

s +  ~ z - 2 y x z ~ - z ~  1 3+  z~). Yi Yl i = ___~(Yi YlZi+ 

Pour  raccourcir  nous ddsignons pa r  Q le m e m b r e  £ droite clans cet te  dquation.  Alors 
fl en rdsulte 

(Yi - 1) Q = Jr (3y i ÷z~) z~, 
e t  de plus 

(Yi - z i -  1)Q = _ (2z i - y i ) Y i Z r  
On en conclut 

3yi +z i  ~ 2zi - Y i  - 0 (mod Q), 

ce qui entraine,  vu  que (Q, Yizi )= 1, 

7 -= 0 (rood Q). 

On aura  donc les deux  possibilitds Q = I  et Q = 7 .  P a r  consdquent, l 'dquat ion (22) 
sera remplacde pa r  les deux syst~mes suivants  

y~ + y i z i  + z~ = d, l (23) 
y~ ÷ y~zi - 2yiz~ - z~ = ~ 1, J 

e t  

Y~ ÷ Yl zl + z~ = 7d, 1 (24) 
yS ÷ y~zi - 2y~z~ - zS~ = ~ 7. 

D'apr~s  les Thdor~mes 5 et 7 nous connaissons les solutions Yi e t  z 1 dans  les deux 
syst~mes. 
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11. Passons  m a i n t e n a n t  a u x  calculs num6riques  qui  nous  r e s t en t  pou r  la  solut ion 
comple te  de no t r e  probl~me.  Nous  allons t r a i t e r  les diffdrentes solut ions  yx, z i de 
chacun  des deux  syst~mes pas  k pas.  A chaque  pa i re  Yi, z~ correspond ~videmment  
une va leur  d6termin6e de d. 1] n ' y  a qu 'un  nombre  fini de possibil i t6s pour  d. Le 
nombre  d dfi termin6 on a y = dy 1 et  z = dz i. Ensu i te  R sera  d6termind p a r  la  formule  
(21) et  le h o m b r e  p p a r  la  formule  (20). On au ra  deux  va leurs  diffdrentes de p ,  va leurs  
d o n t  la  somme est  = 3 .  Enfin on  t r o u v e r a  x ~ l ' a ide  de la  r e l a t ion  (16). A chaque  va leur  
de p on au ra  deux  va leurs  de x, don t  l 'une  au  plus  est  acceptab le .  1] f au t  b ien en tendu  
que x soit  ent ier .  De  plus  fl f au t  contr61er si le nombre  ob tenu  x+y~l+zu-i  eat une 
uni t6 except ionnel le  ou non. Cela p e u t  se faire ~ l ' a ide  des formules  (17) et  (18). 
Pou r  fac i l i te r  le contr61e on peu t  app l iquer  la p ropos i t ion  su ivan te  : 

Soit e une unit~ exceptionnelle de premiere esp~ce et racine de l'~quation 

e a - p c  ~ + ( p -  3) e + 1 = 0. (A)  

Posons fl = 2 - 7 .  Alors, si p -  1 (rood 7), l'unitd e dolt satis/aire ~t la congruence 

e - - 2  (mod fl), 

et s i p  -= 2 (rood 7), ~ ht congruence 

e -- 3 (mod fl). 

E n  effet,  clans le corps K(~) l ' id6al  (7) eat le cube de l ' iddal  p remie r  (2 -~7)=  (fl)- 
O n a  

e s - 1  = ( ea -1 ) (ea  + 1) = 0  (mod fl). 

Premier cas. Supposons  d ' a b o r d  que e a = 1 (mod fl). Vu que e - 1  est  une uni t6  
on eonclut  alors que 

e 2 + e  + 1 - 0 (mod fl). (B)  

Nous savons  que p ~ -  310 + 9  est  tou jours  divisible  p a r  7. Cela en t ra lne  que T e s t  o u -  1 
o u - - 2  (mod 7). Alors  il r~sulte de l ' 6qua t ion  (A) que e - - 3  (mod fl), i n d 6 p e n d a m m e n t  
de p.  Or, cela est  en con t rad ic t ion  avec la congruence (B). 

Second cam. Supposons  ensui te  que e a--- - 1  (mod fl). S i e  = - 1  (mod fl) on ob t i en t  
de (A) la congruence -21o + 3 = 0 (rood fl), d 'ofl  p = - 2  (mod fl) ce qui eat impossible.  

I]  f au t  donc que e 2 - e + l - - 0  (modfl) .  Alors  fl r~sulte de (A) qu 'on  a T ~ 3 e  
(mod fl). On vo i t  a i s6ment  que cela v6rifie la  propos i t ion .  I1 f au t  a j ou t e r  qu 'on  a 

= 2 (rood fl) e t  7 -1 - - 3 (rood fl). 
Nous  consid6rons d ' a b o r d  le sys t~me (23). 

La solution y l = 0 ,  z l =  T-1. On au ra  pour  commencer  d = l  et  R = 7 ,  e t  puis  les 
deux  va leurs  p = 1 e t  p = 2. Avec  p = 1 nous aurons  x = 1, y = 0 et  z = 1; pour  p = 2 
nous aurons  x = 0 ,  y = 0  e t  z = - 1 .  

La solution Yl = --+ 1, zl = 0. M~me dans  ee cas on au ra  d = 1, R = 7 et  p = 1 ou = 2. 
Avec  p = l  on ob t i en t  x=O, y = - I  et  z = 0 ;  avec p = 2  on  au ra  x = l ,  y = l  e t  z = 0 .  

La solution Yl = -T- 1, zx = +_ 1. Aussi  dans  ce cas on aura  d = 1, R = 7 et  p = 1 ou = 2. 
Avec  p = l  on ob t i en t  x=O, y=  + 1  et  z = - l ;  avee p = 2  on au ra  x = l ,  y = - i  et  
z = + l .  
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La solution yi = ± 2 ,  z i =  T 1 .  Darts  ce cas on  a u r a  d = 3 ,  R = 1 8 9  e t  ou  p = 1 5  ou  
p =  - 1 2 .  A v e c  T = 1 5  on  a u r a  x = 5 ,  y =  ! 6 ,  z =  T-3; a v e c  p =  - 1 2  on  o b t i e n t  x =  - 4 ,  
y = - T  6, z = __ 3. C e p e n d a n t ,  on  v~rif ie  sans  pe ine  que  les n o m b r e s  5 + 67 - 3 7  -1 e t  
- 4 - 6 ~  + 3 7  -1 n e  son t  pas  des  uni t~s .  A u  con t ra i re ,  les h o m b r e s  5 -  67 + 3 7  -1 e t  
- 4 + 6~ - 37 -1 s o a r  des  un i t~s  excep t ionae l l e s .  

La solution y i=z i  = T-1. M~me ici on  a u r a  d=3, R = 1 8 9  e t  ou 19=15 ou p =  - 1 2 .  
A v e c / o = 1 5  on  o b t i e n t  p o u r  x les d e u x  va l eu r s  x = 2  e t  x=8; a v e c  p =  - 1 2  on  a u r a  
p o u r  x les v a l e u r s  x = - 7 e t  x = - 1. On  vdrif ie  sans  pe ine  que  les h o m b r e s  2 - 37 - 37 -1 
e t  - 1 + 37 + 37 -1 ne  son t  pas  des  uni t~s ,  t a n d i s  que  8 + 37 + 37 -1 e t  - 7 - 37 - 37 -1 
son t  des  uni tgs .  

La solution y l =  ~ 1 ,  z l =  + 2 .  Auss i  clans ce cas on  a u r a  d=3, R = 1 8 9  e t  ou p = 1 5  
o u  p = - 1 2 .  A v e c  p = 1 5  on  o b t i e n t  x = 8  e t  x = 2 ;  a v e c  p = - 1 2  on  a u r a  x - - - 1  
e t  x--- - 7 .  On  vgr i f ie  sans  dif f icul td  que  les n o m b r e s  2 + 37 - 6 7  -~ e t  - 1 -  37 + 67 -1 
s o n t  des  uni tgs ,  t a n d i s  q u e  8 -  37 + 67 -1 e t  - 7  + 3 y -  6~ -1 ne  le  son t  pas.  

La solution y l = T 9 ,  z i = _ 5 .  D a n s  ce cas on  a u r a  d=61, R = 7 . 6 1 3 = 1  588867 ,  
e t  donc  ou p = 1262 ou p = - 1 2 5 9 .  A v e c  p = 1262 on  o b t i e n t  x = 441; aveo  p = - 1 2 5 9  
on  o b t i e n t  x = - 4 4 0 .  Ains i  nous  a v o n s  o b t e n u s  les un i t4s  excep t ionne l l e s  

441 - 5497 + 3057 -~, 

- 440 + 5497 - 3057 -~. 

La solution yi = ±4,  zl= T 9 .  M~me clans ce cas  nous  au rons  d = 6 1 ,  R = I  588 867, 
e t  d o n c  p = 1 2 6 2  e t  p =  - 1 2 5 9 .  A v e c  p = 1 2 6 2  on  o b t i e n t  x = 1 3 6 ;  a v e c  p =  - 1 2 5 9  
on  a u r a  x = - 1 3 5 .  Ains i  nous  a v o n s  o b t e n u s  les un i tgs  excep t ionne l l e s  

136 + 2447 - 5497 -~, 

- 135 - 244 7 + 5497 -~. 

La solution y ~ =  __5, z i =  ± 4 .  Auss i  dans  ce cas nous  au rons  d = 6 1 ,  R = I  588 867, 
e t  done  ou p --- 1262 ou p = - 1259. A v e c  p = 1262 on  o b t i e n t  x = 685; a v e c  p = - 1259 
on  a u r a  x = - 6 8 4 .  Ains i  nous  a v o n s  o b t e n u s  les un i t4s  excep t ionne l l e s  

685 + 3057 + 2447 -1, 

- 684 - 3057 - 2447 - i .  

Pas sons  ensu i t e  a u x  so lu t ions  de  l ' 4 q u a t i o n  (10). 

La solution yx = ± 1, z i = T 3. D a n s  ce cas  on  a u r a  d = 1, R = 49 e t  ou p = 8 ou  p = - 5. 
A v e c p = 8  on  o b t i e n t  x = l ,  y = l  e t  z = - 3 ;  a v e c p = - 5  on  a u r a  x = 0 ,  y = - l , z = 3 .  

La solution yi = ± 2 ,  z i =  ± 1 .  M~me d a n s  ce cas  on  a u r a  d = l ,  R = 4 9  e t  ou  p = 8  
ou p =  - 5 .  A v e c  p = 8  on  ob t i en t  x=4,  y=2,  z = l ;  a v e c  p =  - 5  on  a u r a  x=  - 3 ,  
y - - - 2 ,  z = - l .  

La solution yi = T 3 ,  zi= ± 2 .  Auss i  clans ce cas on  a u r a  d = l ,  R = 4 9  e t  ou p = 8  
ou  p = - 5 .  A v e c  p = 8  on  o b t i e n t  x=3,  y =  - 3 ,  z = 2 ;  a v e c  p =  - 5  on  a u r a  x =  - 2 ,  
y=3,  z= - 2 .  

12. E n  r 4 s u m a n t  les rSsu l ta t s  o b t e n u s  dans  les n u m 6 r o s  prdcgdents ,  n o u s  p o u v o n s  
p r o n o n c e r  le re:sultat  s u i v a n t  : 
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Th6or6me 8. Les unit~ exceptionnslles clans le corps K (2 cos (2zr/7))sont donn~es 
Tar le tableau suivant : 

I. Lea unitgs de seconde ealo&~e de discriminant 49 : 

7, - 7  + 7  -1, - 1 - 7  -1, - 7  +27-1,  - 1 +2~1-7  -1, - 2  - 7  _~-1 ,  

1-~} -1, 2 + 7 ,  2 - ~ + ~  -1, - 1 - 7 ,  T) -1, --1 +~7+~7 -1, 

1 --7,  1 +~1 --7  -1, 2 + 7  -~, 1 + ~ / - 2 7 - 1 ,  2 -2~1 + 7  -1, 3 + 7  +~7 -L  

H. Lea unit& de Ffemi~re ea~ce de discriminant 49 : 

-~7, -~7-:, 1+~}, 1+~] -1, 7--~] -:t, 1-~/+~7- : .  

HI. Lea unig& de discriminant 74=2401 : 

1 +~7 - 3 7  -1, - 7  +3~7 -~, 4 +2~ 7 +~7 -~, - 3  - 2 ~  -~7 -~, 3 -3~} + 2 7  -~, - 2  + 3 ~ 1 - 2 ~ - L  

IV. Lea unless de diacriminant 7 ~. 3 ~ = 35 721 : 

5 --Cy~7 % 3~7 -1, - -4- t -6~-  37 -1, 8 +37 %37 -t, 

- 7  - 3 #  - 3 7  -~, 2 + 3 7  - 6 ~  -1, - 1 - 3 ~  7 + 6 7  -~. 

V. Les uni~s de d i~criminant 73. 61 ~ = (1 588 867) 2 : 

441 - 549r I + 305~7 -~, - 440 + 549~7 - 305~1 -~ , 

136 + 2447 - 549~7 -~, - 135 - 244~ 7 + 549~ -~, 

685 + 305~ + 244~7-~, - 684 - 305r l - 244~ -1. 

Donc, f l y  a 42 tmit6s exceptionnelles dsns  le corps K(~}). Ainsi le n o m b r e  m de 
solutions de l '6quat ion (1) est  6g~l ~ 21. 

§ 5. Le probl~me dans le corps engendr~ par 2 cos (2g/9) 

13. Nous  commengons  avec quelques relat ions num~riques.  D~signons pa r  7 une 
racine de l '~quat ion 

X s - 3 X  + 1 = 0. (25) 

Alors, les deux au t res  racines, les conjugu~s de ~, sont 

, 1 2 _ y _ y ~  = _ 1 _ ~ +  _1, 
=1-~?= 

~ =  _2+~2_~1_~-1 .  

Pour  les calculs num~riques nous avons  besoin des relat ions suivantes  : 

N(~) =~?'~ = -1 ,  ~ - 1 - - 3 - ~ ,  ~3 = 3 y -  1, y~=3~ ~ - y  = 9 - y - 3 ~  -i, 

7 -z = 3 7  - 1 - 7  = 9  -~7 - 37", (1 -~7) -1 = 2  - 7  -~7 z = - 1 -~7 -~7 -1' 

7 ( 1 - 7 )  -1--  1 - 7 - 7  ~ = - 2 - 7  + 7  -1. 
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Le discriminant clu corps K(~7) est 4gal au discriminant de 7, c'est-&-dire =81.  Comme 
base des entiers dans le corps on peut  choisir ou 1, 7, ~72 ou 1, 7, ~7-1. 

14. Notre  bu t  est de d4terminer routes les unit4s exceptionnelles clans le corps. 
Ces unit~s sont  routes de premiere 4sp~ce. 

Soit s une unit4 exceptionnelle du corps, racine de l '4quation 

X s - p X  ~ + ( p  - 3) X + 1 = 0, (26) 

off p e s t  un  nombre  entier rationnel. Les deux autres racines sont 

e ' = ( 1 - e )  -1 et s ~ = l - s  -1. 

Vu clue s appar t ient  au  corps nous avons 

s = x + y u  +zv1-1 = x + 3 z + y ~ 7 - z ~ 7  ~, 

e" = x - y  + z  + ( - y  - z )  ~ + y ~ - 1 ,  

~" = x + y + 2 z  + z ~  + ( - y  - z ) 7 7  -1. 

I1 en r4sulte la relat ion 
p = 3 x  + 3z. (27) 

E n  calculant le hombre  ~s' +es  ~ +8 ' s  n on obt iendra ~ l 'aide de l 'expression pour  p : 

x 2 - y ~  + 2 x z - y z  = x + z -  1. (28) 

EnsuRe en calculant es'~" on obtiendra la relation 

x 3 _ ya _ z 3 + 3xZz _ 3xy2  _ 6 y z  2 _ 9y2z  _ 3 x y z  = - 1. (29) 

15. A l 'aide des formules 

s - s '  = y - z  + (2y +z)~ + ( z - y ) ~ - I  

s - s" = - y  - 2z + (y - z ) ~  + (2z + y) ~-1, 

e ' - s "  = - 2 y - z + ( - y - 2 z ) ~ + ( 2 y + z ) ~  -1 

on peut  calculer le nombre  V D ( e ) .  On aura alors 

+_ V ~ e )  = 9(y ~ - 3 y z  2 - za). (30) 

D 'au t re  pa r t  on  a en ver tu  de (13) 

~ ( e )  = p 2 - a p + 9 ,  (31) 
d 'oh  ~ cause de (27) 

VD(s) = 9[(x + z) ~ - (x + z) + 1]. 

Si l 'on 41imine x entre cette 4quation et l '4quation (28), on obtient  

VD(s) = 9(y 2 + y z  + z~). (32) 
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En combinant  ce rdsultat avec l 'dquation (31) nous aurons la, relation fondamentale 

+__ (ya _ 3 y z  2 _ z  a) = y2 + y z  + z ~ . (33) 

Pour simplifier nous dcrirons darts la suite R au lieu de D ~ .  

16. Notre  probl6me est main~enant de r~soudre l 'dquation (33) en nombres entiers 
rationnels y e t  z. Si nous posons (y, z) = d, y = dy  x, z = dz 1, off (Yl, Zl) = 1, l 'dquation (33) 
peut  s'dcrire 

2 3 1 
- 3ylz~ - z~ = +_ it (y~ + y~z~ + z~). 

Pour raccourcir nous ddsignons par  Q le membre £ droite dans cette dquation. Alors 
il en rdsulte 

3ylz~ 
d(y~ - z ~ )  ~ l =  Q . 

Vu que (Q, y l z l ) = l  cela entraine 
3 = 0 (rood Q). 

II y a donc deux possibilitds Q=I, et Q=3. Par consdquent, l'dquation (33) sera 
remplacde par les deux syst~mes suivants 

~ + Y l Z l + z ~ = d ' s  s a _  } (34) 
Yl - 3 y l z l  - z l  - +_ 1, 

et 

Y~I + YlZl  "4- Z~ = 3d, 1 (35) 
- - = + 3 .  J 

D'aprbs les Thdor~mes 4 et 2 nous connaissons les solutions Yl et z 1 dans les deux 
systbmes. 

17. Passons maintenant  aux calculs numdriques qui nous restent pour la solution 
complete de notre problAme. Nous allons trai ter  les diffdrentes solutions Yl, zl de 
chaeun des deux syst~mes pas £ pas. A chaque paire Yl, zl correspond dvidemment 
une valeur ddterminde de d. I1 n ' y  a qu 'un nombre fini de possibilitds pour d. Le 
hombre d ddtermind, on a y = d y  1 et z = d z  r EnsuRe R sera ddtermind par  la f o m u l e  
(32) et le hombre p par  la formule (31). On aura  deux valeurs diffdrentes de p, valeurs 
dont la somme est =3.  Enfin on trouvera x k l 'aide de la relation (27). A ehaque valeur 
de p on aura deux valeurs de x, dont rune  au plus est acceptable. On aura ~ contrSler 
si le hombre obtenu x + y ~ + z w  -~ est une unitd exceptionnelle ou non. Cela peut  se 
fake  A ra ide  des formules (28) et (29). Pour facfliter le eontrSle on petit appliquer la 
proposition suivante : 

S i  f l=  1 +~}, route unit~ exceptionnelle e saris/air ~ la congruence 

e -= - 1 (mod fl). 

En  effet, dans le corps K(~) l'iddal (3) est le cube de l'iddal premier (1 +W) --- (fl). 
Soit e une racine de l 'dquation 

e a - ~ o ~  s + ( p  - 3)  e + 1 = O. 
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On a 6v idemment  ~a_-e (modE) et ~2--1 (modE).  Nous avons montr~ plus h a u t  
que p e s t  divisible par  3. Pa r  consequent,  fl r~sulte de l '~quat ion  cubique que 
e - 3 e  + 1 = 0  (rood 8), c'est-£-dire 

-- - 1 (rood 8)- 

I1 faut  a jouter  qu 'on  a 7 - - 7  - 1 -  - 1  (modE). 
Nous consid~rons d ' abord  le syst~me (34). 

La solution yl=O, z a - - _ l .  On aura pour  commencer d = l  et R = 9 ,  et puis les 
deux valeurs  p = 0  et p = 3 .  Avec p=O nous aurons  les deux possibflit6s x =  ~ 1 ,  
y = 0, z = _ 1; avec p = 3 nous  aurons les deux possibilit~s x = 0, y = 0, $ = + 1 et x = 2, 
y=O, z =  - 1 .  On vgrifie ais~ment que seulement  les nombres  1 - 7  -1 et 7 -1 sen t  des 
unit6s exeeptionnelles.  

La solution Yl = ± 1, z~ = 0. 1K~me dans ee cas on  aura d = 1, _~ = 9, et puis  les deux 
valeurs p = 0  et p = 3 .  Avee p=O nous aurons x=O, y =  ± 1 ,  z=O; avec 3 = 3  nous  
aurons x = 1, y = __ 1, z = 0. Settlement les nombres  7 et 1 - 7 sen t  des unit~s excep- 
tionnelles. 

La solution Yl = ± 1, z 1 =-T 1. Aussi dans ee eas on aura  d = 1, R = 9, et puis  les 
deux valeurs p = 0  et p =3 .  Avec p = 0  on aura  les possibilit~s x = ± 1, y = ± 1, z = ~- 1. 
Avec p = 3  on obt ient  ou x=O, y = - l ,  z--  4 1  ou x=2 ,  y =  4 1 ,  z = - l .  On t rouve  
que seulement  - 1 - 7  4 7  -~ et 2 4 7  - 7  -1 sent  des unit~s exceptiormelles. 

La solution Yl= ± 2 ,  z l=  ±1 .  Dans  ce eas nous  aurons d=7,  R=9.73=3087 ,  et  
puis les deux  valeurs p = 57 et p = - 5 4 .  Avec p = 57 on obt ient  les deux possibilit~s 
x = 1 2 ,  y = 1 4 ,  z - -7  et  x=26,  y =  - 1 4 ,  z--  - 7 .  On v6rifie ais6ment que seulement  le 
nombre  2 6 - 1 4 7  - 7 7 - 1  est une  uni t~ exeeptionnelle.  Avec 3 = - 5 4  on obt ient  les 
deux possibilit~s x =  - 2 5 ,  y=14,  z=7  et x =  - 1 2 ,  y =  - 1 4 ,  z=  - 7 .  On t rouve  que 
seulement  le n o m b r e -  25 4 147 4 77 -1 est une  uni t6  exceptionnelle. 

La solution y l =  ±1 ,  z l=  T3.  Dans ee cas on aura  aussi d=7,  R =3087, et puis  les 
deux valeurs  p =57  et p = - 5 4 .  Avee p = 57  on obt ien t  les deux possibilit~s x = - 2 ,  
y = - 7 ,  z=21 et  x = 4 0 ,  y =7 ,  z = - 2 1 ;  avec p = - 5 4  on aura  les deux possibilit~s 
x =  - 3 9 ,  y = 7 ,  z=  - 2 1  et x=3 ,  y =  4 7 ,  z=  - 2 1 .  On v~rifie que seulement  les deux 
nombres  - 2 - 7 7  4217-1  et 3 4 7 7 - 2 1 7  -1 sent  des unit~s exceptionnelles. 

.La solution Y l= ± 3 ,  z 1 = -T2. M~me dans ce eas on aura  d=7,  R =3087, et les deux 
valeurs p = 5 7  et p = - 5 4 .  Avec p =57  on obt ien t  les deux possibflit~s x =5 ,  y = - 2 1 ,  
$ = 14 et x =33 ,  y=21,  z= -14;  avec :p= - 5 4  on aura  les deux possibflit~s x = - 3 2 ,  
y = - 2 1 ,  z-~14 et x = - 4 ,  y=21,  $ = - 1 4 .  On t rouvera  que seulement  les deux 
hombres  33 4 217 -14~7 -1 et - 3 2 - 2 1 7  4 147 -1 son~ des unit~s exceptionnelles. 

Passons ensui te  au syst~me (35). 

La solution Yl= ± 1 ,  z~= ±1 .  Dans  ce cas on aura  d = l ,  R = 2 7 ,  et les deux valeurs 
3 = 6  et 3 =  - 3 .  Avee 3 = 6  on obt ient  les deux possibilitgs x = l ,  y = l ,  z = l  et x=3 ,  
y =  - 1 ,  z =  - 1 .  Avec p =  - 3  on aura  les deux possibilit~s x=O, y =  - 1 ,  z =  - 1  et  
x = - 2 ,  y - - l ,  z = l .  Parmi  les quatre  nombres  ainsi trouvSs, seulement  3 - 7 - 7  -z 
et  - 2  4 7  4 7  -1 sen t  des tmit~s exceptionnelles. 

La solution y l =  ±1 ,  z l=  ~2 .  M~me ici on aura  d = l ,  R = 2 7 ,  et les deux valeurs  
p = 6  et p =  - 3 ,  Avec p = 6  on obt ient  les deux possibflitgs x=O, y =  - 1 ,  z = 2  et  
x=4 ,  y = l ,  $ =  - 2 .  Avec 3 = - 3  on obt ient  les deux possibilit~s x =  - 3 ,  y = - 1 ,  
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z = 2  et x = l ,  y = 1, z = - 2 .  Parmi les quatre nombres ainsi trouv~s, seulement 
- ~  +2~ -~ et 1 + ~ - 2 ~  -~ sont des unit~s exceptionnelles. 

La solution y~= +2,  z~= ~1. On aura m~me dans ce cas d = l ,  R=27 ,  et les deux 
valeurs p = 6 et p = - 3. Avec p = 6 on obtient les possibilitds x = 1, y = - 2, z = 1 
et x = 3 ,  y = 2 ,  z= - 1 .  Avec p =  - 3  on obtient les deux possibilitds x =  - 2 ,  y-= - 2  
et z = 1. Parmi les quatre nombres ainsi trouvgs ,seulement 3 ÷ 2~ -~-~  et - 2 - 2~ +~-~ 
sont des unit~s exceptionnelles. 

18. En  rdsumant les r~sultats obtenus dans les num~ros precedents, nous pouvons 
dnoncer le r~sultat suivant : 

Th~ior~me 9. Le~ unitds exceptionnd~s dans ~ corps K(2 cos (2n/9)) sont donndes 1~ar 
le tableau suivant : 

I. Les unitds de di~criminant 81 : 

~, 1 _~-1, _1_~+~-1,  ~-1, 1-~,  2+~-~ -L  

H. Les unitds de discriminant 34. 76 = (3087) 2 : 

26 - 147] --7~7 -~, --25 ÷ 14 T +7~7 -~, 

-2--7~ ÷21~ -~, 3 + 7~ --21~ -~, 

33 +21~ - 14~ -~, --32 -21~ + 14~-L 

HI. Les unitds de discriminant 3 ~ = 729 : 

3 -~  _~?-1, 3 +2~ _~-1, _~7 +2~-1 

- 2  +#  +#-1, --2 --2# _[_7]--1, 1 +~ - 2 # - L  

Donc, f l y  a dans le corps K(~) 18 unit~s exceptionnelles. Ainsi le nombre m de 
solutions de l'~quation (1) est ~gal ~ 9. 

La m~thode que nous venons d'employer clans les §§ 4 et 5 pourrait sans doute 
s'appliquer dans un corps cubique cyclique quelconque pour y d~terminer routes 
les unit~s exceptionnelles. Cependant, pour arriver au but on serait forc6 £ r~soudre 
en nombres entiers rationnels u et v certaines ~quations diophantiennes du type 
F(u, v) = 1, oh F signifie une forme binaire cubique ~ coefficients entiers rationnels 
dont le cliscriminant est le carr~ parfait d 'un  nombre naturel. I1 est vraisemblable 
qu'on puisse r~soudre compl~tement ce type d'~quations par la mSthode p-adique de 
Skolem. Nous venons de voir comment cela a $t~ r~alis~ par Ljunggren clans les cas 
des plus petits discriminants, & savoir 49 et 81. 

§ 6. Le probl~me daus les COrl]S de degr~ i> 4 

19. Corps biquadratiques d'un rang /> 2. Pour les corps biquadratiques du premier 
rang le probl~me des unitds exceptionnelles est compl~tement r~solu; voir [4] et [5]. 

Dans le travail [6] pous svons montr~ que le maximum du nombre d'unit~s excep- 
tionnelles dans les corps biquadratiques du second rang est /> 24. 
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Nous allons y ajouter le rdsultat : 

Th~or~me 9. I1 y a une in/initd de corps biquadratiques du troisi~me rang dans les- 
quels le hombre d'unitds exceptionneUes est >~ 18. 

Dgmonstration. Soit ~ une racine de l '4quation 

x ( x ~ - l ) ( x + a ) - l = O ,  (36) 

oh a est un hombre entier rationnel, tel que ]a}~>4. D'aprSs un rdsultat de Sehur 
cette 4quation est irr4ductible; voir [6] et [17]. I1 est 4vident que le corps K(~) n 'est  
pas  du premier rang. On v4rifie ais4ment que le discriminant de ~ est positif pour 
!l a l ~>4. Donc routes les raeines de (36) sont r4elles, et le rang du corps est =3. 

On volt de l '4quation (36) que les nombres ~, ~ -  1 et ~ + 1 sont des unit4s. Alors 
on a l e s  neuf relations suivantes entre unit4s : 

$ + ( 1 - $ )  =1,  $ - 1 + ( 1 - ~ - 1 ) = 1 ,  ( 1 - $ ) - 1 + $ ( $ - -  1)-1 = 1; 

($ + 1) + ( -- $) = 1, ($-~ + 1) + ( - $-~) = 1, (1 + ~:)-~ + $($ - 1)-~ = 1; 

$~+(I-$~) = I, $-~+(I-$-~) = I, (--$~+I)-I+$s(~--I) -I = I. 

On v4rifie sans peine que routes les relations sont diff4rentes entre elles. Cela d4- 
montre le Th4or~me 9. 

I1 est possible de montrer  que, parmi les corps K(~), il n ' y  a qu 'un hombre fini de 
corps ab41iens. 

Si ~ est une racine de l '4quation 

za -5x2  + 5  = 0 ,  

le corps K(~) est un corps cyclique du troisi~me rang; voir Nagell [18], Th4or~me 3. 
Nous allons montrer  qu'fl y a au moins 30 unit4s exceptionnelles clans ce corps. 
En  effet, on v4rifie ais4ment que, clans ce corps, les nombres ~ - 1 ,  ~+1 ,  ~ - 2 ,  ~+2 ,  
~:*- 1, ~:~-2, ~ - 3  et ~ - 4  sont des unitts.  Alors, nous obtenons les relations entre 
unit4s, que voici: 

(~--1) + ( 2 - ~ )  = 1, ( ~ - 1 ) - 1 + ( ~ - 2 )  (~-- 1) -1 = 1, (2 -~) -1  + (1 -~) (2 - -~ )  -1 = 1; 

( } + 2 ) + ( - ~ - 1 )  = 1, ( } + 2 ) - 1 + ( } + 1 ) ( } + 2 )  -1 - -  1, ( } + 2 ) ( } + 1 ) - ~ + ( - } - 1 )  -~ = 1; 

(}~ - I) + (2 - ~ s )  = 1, (}~ - 1) -1 + ( ~ - - 2 )  -1 = 1, (2 _ ~ ) - x  + (1 - } ~ ) ( 2  _ ~ ) - 1  = 1. 

Supposons maintenant  que ~ = ~/½(5 + V5). Si on passe de ~ ~ - ~  dans co syst~me de 
relations, le syst~me restera le m6me. Si, au contraire, on passe de ~ au hombre 

conjugu~ ~½(5-  ~ ) ,  on aura un autre syst~me de relations, exception faite des 
trois derni~res relations qui resteront les m6mes dans 1cur ensemble. Nous avons ainsi 
obtenu 15 relations entre unit4s du corps. Le hombre d'unitgs exceptionnelles est 
donc ~> 30, et nous pouvons 4noncer le r4sultat : 

Th6or~me 10. Dans les corps biquadratiques, cycliques du troisi~me rang le maximum 
du nombre d'unit4s exceptionneUe8 est t>30. 

Probablement  le maximum est 4gal k 30. 
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20. Corps du einqui~me degr~. Nous allons donner un exemple du cinqui~me degr~. 
Soit ~ une racine de l '~quation 

x(x + l ) (x  +2)(x +3)(x +a)~-I = 0, (37} 

off a est un hombre entier rationnel >~4 ou ~ - 1 .  Cette ~quation est irr~ductible 
d'apr~s Schur (voir [17]). On montre  sans difficult~ que routes les cinq racines sent 
r~elles. Donc le rang du corps F(~) est =4.  I1 est ~vident que ~, ~ + 1, $ + 2, ~ + 3 
et ~ + a sent des unit6s du corps. Nous aurons donc les relations suivantes : 

($+k) + ( - $ - / ~ +  1) = 1, ( $ + k ) - x + ( $ + k - 1 ) ( $ + k )  -~ = 1, 

( - ~ - b + l ) - l + ( - ~ - b ) ( - ~ - / ¢ + l )  -1 = 1, pour / r= l ,  2, 3; 

( ~ + h ) ~ + [ - ( ~ + h - 1 ) ( ~ + h + l ) ]  = 1, 

($ +h)-~ +($ +h-l)($ +h + l)($ +h) -~ = I, 

(-$-h÷l)-1($+h+l)-1+($+h)~($+h-l)-1($÷h÷l) -I = 1, 

pour h = 1 et 2. Vn que $ est du cinqui~me degr~, fl est ~vident que toutes ees relations 
sent diff~rentes entre elles. Ainsi nous avons le r~sultat : 

Th~ori!me 11. II y a une in/init~ de corps du cinqui~me degr~ dans lesquels le hombre 
d'unit~s exceptionneUes est >1 30. 

Si on prend dans l '~quation (37) a = 4  (ou a = - 1 ) ,  on peut  Svidemment remplacer 
le nombre 30 par 42. Nous avons done le r~sultat : 

Th6or~me 12. Dans les corps du cinqui~me degr~ le maximum du hombre d'unitSs 
exceptionneUes est >--42. 

21. CoNs cyelotomiques. Nons avons besoin du lemme suivant : 

Lemme 1. Soient ~ et ~7 deux racines de l'unitd relides Tar l'gquation 

1 ÷ $ ÷ ~  = 0. (38) 

Alors cette relation est ngcessairement identique a 

l + q + 0  ~ = 0 .  

En  effet, passons de (38) ~ l'Oquation imaginairement conjuguOe 

1 ÷ ~ - - 1  .~_~--1 = 0 .  

En 81iminant ~ entre cette ~quation et (38) on obtient 

(1 +~)(1 ÷~-1) = 1, 
ce qui entraine 

1 +~ + ~  = O. 

Soit n u n  hombre naturel  > 2. D~signons par  ~ une racine n-i~me primitive quel- 
conque de l 'unitd et par  F,(x) le polynome de degr~ ~(n) dent  les zdros sent les 
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nombres $ ; le coefficient de la plus haute puissance de x est supposd d'6tre 4gal g 1. 
Alors, il est bien connu qu'on a les  rdsultats suivants : 

=S  p si n = p  ~, p nombre premier, 
~' .  (1) 

1 dans les autres cas. 

- 1) = I P s i  n = 2p ~, p nombre premier, 
F ,  ( 

t 1 dans les autres cas. 

Voir p. ex. Nagell [19], p. 154. I1 en rdsulte : 
Les q~(n) nombres 1 - ¢  sont des unitds, lorsque n n 'est  pas la puissance d 'un nombre 

premier. Les ~(n) hombres 1 ÷~ sont des unitds, lorsque n n 'est  pas le double d 'une 
puissance d 'un hombre premier. 

Dans la suite nous supposons que n > 5 et =~ 6. Considdrons d 'abord le cas off n 
est divisible par  au moins deux hombres premiers diffdrents. Alors on a l e s  relations 
sulvantes entre unitds 

+ (1 - ~) = 1 (39) 

pour les ¢(n) diffdrentes valeurs de ¢. Pour chaque valeur de $ la relation (39) forme 
un triplet avec les relations 

$-I + (I _}-l) = I, (40) 

(1 _$)-1 + (_$)  (! _$)-1 = 1. (41) 

Quand $ varie les dquations (39), (40) et (41) forment  trois ensembles, chacun con- 
stitud de ~(n) relations. 1-1 est d 'abord dvident que routes les relations de l 'ensemble 
(39) sont diffdrentes entre eUes, et cela es~ aussi vrai pour les ensembles (40) et (41). 
On voit aussi sans peine que l 'ensemble (40) est identique g l 'ensemble (39). Au 
eontraire, l 'ensemble (41) est diffdrent de l 'ensemble (39). En  effet, si on avait  pour 
(a, n)  = 1, 

(I _$)-i = 1 --$=, 
on aurait  

1 +~a- i  _~= = O, 

ee qui est impossible d'apr~s le Lemme 1. Si on avait,  pour (a, n ) =  I, 

( i  _ ¢ ) - 1  = ¢~, 
on aurait  

1 _ ~ + ~ = + i  = O, 
ce qui est aussi impossible. 

S i n  n 'est  pas de la forme 2p% T hombre premier, on a les  relations suivantes entre 
unitds 

- $ + ( 1 + ~ )  = 1 (42) 

pour les ~(n) diffdrentes valeurs de ~. De (42) on obtient de la manibre ordinaire 
les deux ensembles de relations 

_ ~ - 1  + (  1 +~-1)  = 1, (43) 

(I ~_~)-1 +$(1 +$)-i = 1, (44) 
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ehacun des ensembles constitu6 de 9(n) relations. I1 est d 'abord 6vident que routes 
les relations de l 'ensemble (42) sont diff6rentes entre elles, et cela est aussi vrai pour 
les ensembles (43) et (44). On volt aussi sans peine que l 'ensemble (43) est identique 

l 'ensemble {42). Au contraire, l 'ensembte (44) est diff6rent de l 'ensemble (42). 
En effet, si on avait,  pour (a, n) = 1, 

on aurait  
(I +~:)-1 = 1 +~a,  

1 + ~ - ~ + ~  = O, 

ee qui est impossible d'apr~s le Lemme 1. Si on avait, pour (a, n) = 1, 

(1 +~ ) -1  = ~,  
on aurait  

1 _ ~ , _ ~ + 1  = 0 ,  
ce qui est aussi impossible. 

Supposons ensuite que n ne soit ni de la forme p~ ni de la forme 2p ~, off 1o est un 
nombre premier. Alors, on peut  se demander si les ensembles (39) et (42) peuvent  
avoir des relations communes. En vertu du Lemme 1 on ne peut  pas avoir l'6galit6 

tandis que l'6galit6 
- $ = 1 + ~  a, 

-$  = ~  (45) 

est possible si et seulement s i n  est pair et si 

a = 1 + ½n (rood n). 

Vu que a est impair, fl faut  donc que n soit divisible par  4. Done, si n n 'est  pas di- 
visible par  4, l'6galit6 (45) n 'est  pas possible; cela signifie que les ensembles (39) et 
(42) sont enti~rement diff6rents clans ce cas. Mais si n - 0  (rood 4) les deux ensembles 
(39) et (42) sont 6videmment identiques. On v$rifie ais6ment, par  la m~me m6thode, 
que les ensembles (44) et (39) n 'ont  pas de relations communes. On montre pareflle- 
ment  que les ensembles (44) et (41) n 'ont  pas de relations communes. 

Pour calculer le nombre des unit6s exceptionnelles il est pratique de former les 
triplets pas £ pas. Nous prenons comme exemple le eas off n 4:1o ~ et 4:2p% p hombre 
premier, et n ~ 0 (mod 4). Commen~ons avec l'unit6 ~ clans (39) et formons le triplet 
qui s 'en d4rive. Dans ce triplet entre l'unit6 ~-1. Prenons maintenant  une unit6 
~ ,  (a, n) = 1, diff6rente de ~ et de ~-1. Formons ensuite un nouveau triplet d~riv6 de 
l'unit6 ~ ,  o/1 a ~ + 1 (mod n), (a, n) = 1. Puis on formera un troisi~me triplet d6riv6 
de ~,  ou b ~ + a et ~ + 1 (mod n), (b, n) = 1. En  continuant de eette mani~re on aura 
~ ( n )  triplets, oh routes les unit6s sont diff~rentes entre elles. En  prenant  comme 
point de d6part la relation (42) on obtiendra avec la m~me m6thode ½~0(n) autres 
triplets. On aura ainsi ~(n) triplets diff6rents. Le nombre d'unit6s exceptionnelles 
sera alors --6~(n). Dans tous lea autres eas ee nombre sera plus peti t  et = 3~(n). 

I1 faut  observer que routes les unit6s qui paraissent dans les relations de (39), 
(40), (41), (42), (43) et (44) sont du degr~ ~0(n). Aux relations d'unit6s de degr6 ~(n) 
on peut  ajouter les relations qui appart ieiment aux sous-eorps pour obtenir toutes 
lea relations clans le corps K(~). 

En r6sumant les rgsultats obtenus nous pouvons ~noncer le 
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Th~or~me 13. D~signant  p a r  i~ le hombre d'unit~s exceptionneUes de degrd qo(n) 
dans le corps cyclotomique K(~) de degrg ~(n), nous avons obtenu : 

1 °) S i  n ~ - p  ~ et ~ 2 p %  p hombre loremier, et n~-O (rood 4), on a #~>6~0(n) 
2 °) Dans  to'us lea autres cas, except ion/ai te  du c a s n  = 2  ~, on a ~ ~> 3~(n). 

I1 res te  encore & t r a i t e r  ]e c a s n  = 2 ~. 

Exemples  num~riques.  

I .  Consid~rons le corps engendr~ p a r  ~ = exp ((2~i)/7). D 'apr~s  le Th$or~me 13 nous 
avons /~  >~ 18. D 'apr~s  le Th$or~me 8 il y a dans  le souseorps engendr6 p a r  2 cos 2~/7 
exac t emen t  42 uni t~s  exeept ionnel les  du  trois i~me degr~. P a r  consdquent ,  on a 
dans  le corps K(~)/~ ~> 60. 

I I .  P renons  le corps engendr4 pa r  ~ = e x p  ((2~i)/9). D 'apr~s  le Th~or~me 13 nous 
avons  # >/18. D 'apr~s  le Th~or~me 9 il y a 4ans le sous-corps engendr~ p a r  2 cos (2~/9) 

18 uni tgs  except ionnel les  du  troisi~me degr~. Dans  le sous-corps engendrg p a r  ~ -r-S-3 
il y a l e s  deux  unit~s except ionnel les  ~ et  p~ rac ines  de l ' dqua t ion  x ~ + x + l  = 0 .  P a r  
consequent ,  clans le corps K(~) on a a lors /z  >/38. 

I I I .  Consid~rons f ina lement  le corps engendr~ p a r  ~ = e x p  ((2~i)/20). D 'apr~s  le 
Th~or~me 13 nous avons  #/> 24 (unitds du  8-i~me degr~). Dans  le sous-corps b iquadra -  
t ique  imaginai re ,  cycl ique engendr~ p a r  exp ((2~i)/5) f l y  a 12 unitSs except ionnel les  
imaginai res  du  quat r i~me degr6 et  6 uni tds  except ionnel les  rdelles du  second degrd; 
voir  [4], Thgor~me 7. Dans  le sous-corps b iquad ra t ique  r~el, cycl ique engendr~ p a r  le 

hombre  ~ = ¢~1~(5 + l/5) fl y a 30 unit~s except ionnel les  r~elles du  quat r iSme degr~, 
e t  6 unit~s exeept ionnel les  r~elles du  second degr~ ( =  aux unit~s du  second degr~ 
dans  le corps K (exp ((2zd)/5)). Conclus ion:  Dans  K(~) on a #>~72. Pour  le corps 
K07) voir  le Th~or~me 10 de ce t rava i l .  
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