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Sur une équation intégrale singuliére

Par Karr DacErRHOLM

Considérons I’équation intégrale
1
paytogs+ [ (y=a7 4wy =0, )

o 0<z<1 et logx est réel. L’équation (1) contient la fonction inconnue ¢(x)
sous le signe d’une intégrale divergente, entendue comme valeur principale de
Cauchy. Quant & la solution de I’équation intégrale

a(x) u(z) — A f . (y — =) uly)dy = f(=), (2)

les fonctions a(x) et f(x) satisfaisant & des conditions différentes, on peut étudier
par example T. Carleman [1], S. G. Mihlin [4], N. J. Muskhelishvili [5] et F. G.
Tricomi [6]. Cependant le cas olt a(x) posséde un point critique logarithmique ne
parait pas étudié.

Dans cet article je vais examiner I’existence d’une solution ¢(x) de I’équation (1).
Supposons que ¢(z) soit de la forme

$la) = 2z,
g=1
ou la série > ¢ 'z, converge. 3)
g=1
Done ¢(x) est intégrable sur [0,1]. On peut démontrer le théoréme suivant.

Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que (1) admette une solution
&(x) £0, satisfaisant & la condition (3), est que le systéme d’équations
2P0 =0 (g=12,.) 4)
ast une solution &= (x;, %, ...) =0 qui rend les séries de (4) convergentes.
On a pour 0<z<1
1 1
fo (y—2) 7 ($(y) — (=) dy = L (y —=)"'$(y) dy —p(z)log (1 ~x)/7). (5)

Done I'équation (1) est équivalente & ’équation suivante
1
$(z)log (1 —2) + Jo (y —2) " ($ly) — $(x))dy = 0. (6)
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Introduisons maintenant ’expression intégrale
$(z)log (1 —2) + fo (y—2) " ((y) —$(=)) dy, (7

ol la fonction ¢(z) satisfait & la condition (3) et » désigne un nombre réel positif
satisfaisant & 1'inégalité r <1.
Pour [z| <1 on peut écrire 'expression (7)

~ Szt Sp P S zp J. (y—2)(y" ' —a"N)dy. (8)
-1 p=1 =1 0
On a
-2
f W—2) T —a"Tdy = 3 (p—1—m) " ©)
donc Vexpression (8) peut s’écrire
o0 -1 el
S (=S p-0 et S0 0er) (10
p=1 q=1 -1

D’aprés la condition (3) on trouve

hqu a51:+q7'q_ Zq Zp4q- (11)

r=>1¢g=1

Pour r—1 l'intégrale dans (7) se transforme en l'intégrale du membre gauche dans
(5). Donc une solution ¢(z)= >, z,2?"! de I'équation (6), ol D =19 'z, converge
doit satisfaire au systéme (4).

D’autre part, considérons une solution z = (z;, %, ...) + 0 du systéme (4), la condi-
tion de la convergence (3) étant satisfaite. Cette suite des nombres z, détermine une
fonetion ¢(z)=>7.12,2%"". Comme les calculs précédentes sont reversibles, cette
fonction ¢(z) est une solution indépendante de ’équation (6).

De ce qui précede on obtient le théoréme mentionné.

On peut aussi obtenir la relation entre I’équation 1ntégrale (6) et le systéme
d’équations (4) en posant a=5"!=1 dans I'équation (6') dans [2]. Par quelques
calculs on obtient le résultat en question.

Dans larticle [3] j’ai étudié le systéme (4) et j’ai obtenu le théoréme suivant.

Théoréme. Le systéme (4) posséde une et seulement une solution indépendante x=
(%1, X2, ...) F 0 qui rend les séries de (4) convergentes.
Dans I’étude de [3] j’ai posé
y(s ZG,.s ,olic, = (— D), (n=1,2,..).

et
Z = (2, T3, ...) présente une solution du systdme {4). J’ai obtenu

__1/)( _3) L env(—s)

¢(8) - 3 = VT——Sz- .
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Ici g(s)=wu-+1iv est la fonction analytique dans |s|<1, dont la partie réelle
satisfait 4 la condition

. 1 1
u(e®) = élogl—e——l, —n<f<m

et dont la partie imaginaire s’annule sur le segment (—1,1). Si 'on pose

1 1
= ~log ——
g(s) = glog— +k(s),
il s’ensuit
1 s 1
(s) = ._._____eku)_‘______.. (.____ ek(s) — _ek(l))’
¥ Y2(1 —s) 1-5\J1+s Ve
4 1. |1—e
¥ 10 == -
ot k(e') 2log g

Voir [3], page 599.

Conclusion. L’équation (1) posséde une et seulement une solution indépendante
P(x) =517, 2%7 Y, on la série Dgn197 " x, converge.
Probablement on peut généraliser le résultat obtenu.

En publiant le présent article je veux exprimer 3 M. Otto Frostman, Professeur
& 1'Université de Stockholm, mes sentiments reconnaissants pour les critiques
amicales et les fecondes entretiens dont j'ai profité au fil des années.
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