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Introduction 

Soit P u n  po lyn6me uni ta i re  sur Z de degr6 d ~_ 1. On ddsigne par  E 
l 'ensemble des valeurs P(x) quand  x pa rcour t  Z. 

On s'intdresse d ' abord  ~ la condit ion suivante  
MI: E est stable par  mult ipl icat ion.  
Si on choisit x dans E et  si M1 est vdrifide, E cont ien t  routes  les puissances 

de x. Ceci a m i n e  ~ envisager la condit ion suivante  
M2: E cont ient  routes  les puissance d 'un  m~me nombre  x te lque ]x] > 1. 
On peu t  encore affaiblir cet te  condi t ion en 
M3: E cont ient  une infinitd de puissances d ' un  m6me nombre  g tel  que ]gt > 1. 
A ce stade,  il se pose les probl~mes suivants:  t r ouve r  les po lyn6mes  unitaires 

qui vdrif ient  les conditions Mi, les conditions Mi sont-ellcs dquivalentes? 
Nous  nous proposons de rdsoudre ces deux probl~mes. 

Pr61iminaires 

P our  p premier  e t a  entier,  soit h tel  que ph]a et  ph+lXa, on pose ]ale = p_h. 
e r 

Soit g = 4 - p ~ l . . . P r  la d6composi t ion de g en facteurs  premiers.  P o u r  a 
entier, on pose 

= m a x  I 11,;) 

oh 

En particulier, pour 

1~ = log (g)(er log pl) -1, 

n entier,  on a 
Ig~l~ = g-O. 

i =  l , . . . , r .  

(1) 
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Si lu condit ion M3 a lieu, soit (xk) une suite infinie d 'ent iers  tels que 

p ( x k  ) -  g~k, k =  1 , . . . , r , . . .  

D'upr~s (1), l '6gulit6 prdc6dente implique ]P(xk)lg = g-~k. De plus, si Ixl t e n d  
vers l ' infini,  on u bien stir P ( x )  ~ x d. I1 en r6sulte que lxdl >_ llg=k I si k assez 
grand.  La  condit ion M3 implique done 

M3': I1 existe une constante  c > 0 et  une suite infinie (xk) d 'ent iers  tels que 

P(xk)~ <_ c x ~  d, k = 1, 2 . . . .  

On peu t  encore uffuiblir cet te  condit ion en 
M 4 : I 1  existe deux  constantes  c et  h, c > 0 et  h > d -  1 e t  une suite infinie 

(xk) d 'ent iers  tels que IP(xk)Ig <_ e[xkl -h.  

On util isera le rdsul ta t  su ivant  ([1], p. 158). 

LEMME. S o i t  z = (z,  . . . . .  zr) avec z l  =/: 0 . . . .  , z r # 0 u u  en t i e r  a lggbr ique  

g-adique .  S ' i l  ex i s t e  d e u x  cous tan te s  p o s i t i v e s  c et h e t  u n e  su i t e  i n f i n i e  (xk) d ' e n t i e r s  

tels  que p o u r  tout  k on n i t  ] z - -  xkl g < c x [  h alors  h < 1. 

Caract~risation des polynfmes qui v6rifient M4 

Ddsignons par  K~ lu el6ture alg~brique de Qrl pour  i = 1 , . . . ,  r. Considdrons 

d 'ubord  le cus oh P a au moins deux zdros distincts duns chueun des K~. Lu 
condit ion M4 implique 

lira IP(zk)  l~ = 0, i = 1, . . . ,  r. 

On en ddduit  faci lement  l 'exis tence d 'une  sous-suite de (xk) (encore no t re  (x~)), 
d 'une  racine z~ de P dans K~ et  d 'une  eons tante  e ' >  0 tels que 

IX k - -  ZlI(~-I) ~ e' I P ( x k ) ] p i ,  i = 1 . . . .  , r .  

Si on ddsigne pa r  g le nombre  g-adique z --~ (zi . . . .  , zr), e 'est  un  z6ro de P ( x ) .  

De plus, o n  a !xk - -  z]dg -1 <__ e"[P(xk)lg.  D'apr6s M4, il v ien t  

lxk - zig = C l x k l - '  (2) 

avec C ~-- cc" e t t  = h/ (d  - -  1) > 1. Quit te  b~ faire une t ransla t ion,  on peu t  supposer  
P ( o ) # 0  et  done z ~ # 0  pour  i =  1 , . . . , r .  Duns ces conditions, le lemme 
s 'appl ique et  (2) est impossible pour  k ussez grand.  Contradict ion.  

Res te  le eas oh P se ddeompose en une puissance d 'un  po lyn6me  lindaire duns 
K 1 par  cxemple.  Ceci impose d ' abo rd  s P d '6tre  dgal ~ la puissance d 'un  po lyn6me 
irrdductible dans Z[X].  On peu t  se rumener  au cas oh P e s t  i rrdductible darts Z. 
Duns ce eas, P a des racines distinctes duns r done le discr iminant  D de P 
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est  non  nul. Mais D est  calcul~ dans  Z e t  c 'es t  aussi  le d i se r iminant  de P en r a n t  
que po lynSme  dans  K1, p a r  suite P n ' a  pas  de racines  mul t ip les  dans  K 1 et 
done P est  lindaire. R @ i p r o q u e m e n t ,  il est  clair que si P e s t  une puissance  d ' u n  
po lynSme  lin5aire, il v~rifie M1. 

Aiasi,  nous  avons  d~montr~  le r~sul ta t  su ivan t  

TH]~OREI~E. Soit P un  polyndme unitaire de Z[X] ,  alors les conditions suivantes 
sont dquivalentes 

MI: L'ensemble E des valeurs de P eat stable par multiplication. 
M2: E contient toutea lea puissances d 'un entier x tel que Ix] ~ 1. 
M3: E contient une infinitd de puissances d 'un entier g tel que ]gl ~ 1. 
M 4 : 1 1  existe deux constantes c et h, c ~ 0 et h > d - -  1, et une suite inf inie 

(xk) d'entiers tels que IP(xk)1g ~ c]xk] -h. 
MS: P est ggal a la puissance d 'un polyn6me lindaire. 

Remarques : 
l)  On pou r r a i t  g6ndraliser ce rdsul ta t  au  cas oh P E A[X] ,  A d tan t  l ' anneau  

des ent iers  d ' u n  corps de nombres .  
2) Si on se pose le p rob lbme add i t i f  ana logue  au  prdcddent ,  on m o n t r e  que 

les condit ions su ivantes  sont  dquivalentes  
AI :  E est  s tab le  pa r  addi t ion.  
A2: E con t i ea t  t o u s l e s  mul t ip les  d ' u n  n o m b r e  x # 0. 
A3: E a une densitd non nulle dans  Z. 
A4: P e s t  un  po lynSme lindaire. 
I1 est  clair que A4 ~ A1 ~ A2 ~ A3. P o u r  m o n t r e r  que A3 ~ A4, on ra isonne 

pa r  l ' absurde:  si P e s t  de degr6 ~ 2 il est  trbs facile de voir  que la densit6 de E 
est  nulle. 

R~f~rence 

1. iViAHLER, K. ,  Lectures on diophantinc approximations. N o t e  dame,  1961. 

Received February 28, 1972 Maurice Megno t t e  
Centre  sc ient i f ique  
Place du  8 mai  45 
93 Saint -Denis ,  F rance  


