Sur les classes ambiges et les ordres monogenes d’une
extension cyclique de degre premier impair sur

Q ou sur un corps quadratique imaginaire

J. J. Payan

1. Rappels et definition

Soit K/k une extension de corps de nombres. Notons 4, et Ax les anneaux
d’entiers respectifs de k et K. L’existence de ¢ dans Ax vérifiant A = A4,[60] —
on dira alors que l'ordre maximal est monogéne — outre son intérét rhistorique»,
a Pavantage de faciliter considérablement les calculs dans Ag. Cette existence a
été étudide en détail notamment dans le cas [K: k] =3 ou 4 (voir [2] et [9]).
C’est ainsi que §’il existe § tel que Ax = 4,[0] et si on pose § = Trgy 0, on voib
facilement que ¢ = uf + v0%, avec w,v A4,, vérifie Ax = 4,[9] si et seulement
si u 4+ v(8 — 0) est une unité de Agx. Dans le cas k = Q, le théoréme de Thue
montre alors qu’il existe au plus un nombre fini de classes modulo Z de 6 tels
que Agx = Z[0].

Dans ce qui suit, £ désignera, sauf mention explicite du contraire, soit le corps
Q des nombres rationnels, soit un corps quadratique imaginaire. On supposera en
outre que K[k est cyclique de degré premier impair p et on notera Agg
le discriminant de K/k et o un générateur de @ = Gal K/k. On sait que
Agp = (P2 ... p)°~", ou les idéaux p,...p, sont premiers entre eux deux 2
deux. En outre si K/k est modérément ramifiée (resp sauvagement ramifiée) les
p; sont tous premiers (resp p; ou p; et p, sont puissances d’idéaux premiers au-
dessus de (p), les autres p, étant premiers).

Notons Uy (resp U,) le groupe des unités de Ay (resp 4,), <A, le p-groupe
des classes ambiges de K[k, c’est-a-dire des classes invariantes par ¢, et A, , la
participation de p au nombre de classes %, de k.

On sait, voir [3], que

kk,p . pt-1
(UL : U, N N K*]

Card <9<P =
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et que U, N Ng,K* = NUg équivaut a: toute classe ambige est classe d’idéaux
ambiges. Ce qui précéde montre que si b, , = 1, S{, est un espace vectoriel sur
Z/pZ de dimension t—1—[U,:U,NNK*]. Si p+#3 ou si p=3 et
k# QV —38), U, = NUg; il en résulte qu’il existe une relation de dépendance
modulo les idéaux principaux entre les idéaux P, ..., B, de K ramifiés dans
K|k, et une seule au produit prés par un élément de (Z/pZ)*.

Soit 0 € Ag; 1égalité Ax = A,[6] est vraie si et seulement si le discriminant
A() de 6 vérifie A(0) - A, = Agy. Pour qu'un tel 6 existe, il faut qu’il n’y aib
pas de diviseurs communs extraordinaires des discriminants. Dans le cas £ = Q,
cette derniére condition est vérifiée si et seulement si tous les nombres premiers ¢
avec ¢q < p sont inertes (voir [6]).

Nous supposerons désormais %, , = 1.

Pour tout p; figurant dans I’écriture de Agy, nous poserons p. A, = P et
nous pouvons énoncer:

Remarque 1. Si Ay est A,-monogéne alors P;By... B, ~ L.

Il suffit pour s’en convaincre de voir que si Ax = A,[0] alors Ng,0(0) =
(BB, - . . BI)PP~D ot 4(F) désigne la différente de 6. Il en résulte alors &(0) =
(BB ... B)yr~'. (Léeriture A ~1 pour un idéal A de A significant qu’il
est égal, au produit prés par un idéal principal, & un idéal de A4,.)

II. Le cas p=3

Si k=Q, Agp = (P1p;...p)? ou les p; sont des nombres premiers vérifiant
p;=1(3) pour ¢ =2,...,¢t et p,=1(3) si K/Q modérément ramifiée, p, = 9
sinon. On sait (voir par exemple [5]) que K est le corps de rupture du polynéme
X3 —3mX —am avec m=2p,...p, = (@ + 270?)/4 et a = 1(3) dans le cas
modérément ramifié, m = p,...p, = (a® + 3b?)/4 avec a = 1(3) et b == 0(3) =i
3 est ramifié.

Nous pouvons alors énoncer:

PrOPOSITION 1. Pour que Ay soit monogéne (dans le cas K cyclique de degré 3
sur Q) if fout a® VP = 1(p,) (resp (3a)¥ P = 1(p,)) pour i =2,8,...,t si
K|Q est modérément (resp sauvagement) ramifiée.

Démonstration. On exprime que m (resp 3%n) est une norme en utilisant le
théoréme de Hasse. m est une norme locale pour tous les ¢ premiers avec m.
En utilisant la formule du produit (voir [11]), il reste & écrire que m (resp 9m)
est une norme locale pour tous les p; avec 7 > 2. Cela revient & exprimer, compte
tenu de am norme, que @ (resp 3a) est une norme locale pour tous les p; avec
1 > 2 d’ou la condition.
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Remarque 2. Cette propriété peut s’obetnir & partir des résultats de [5].

Remarque 3. Pour que Ay soit monogéne il faut qu’il n’y ait pas de diviseur
extraordinaire commun, ¢’est-a-dire que 2Z soit inerte dans K/Q. On voit facile-
ment que cette condition équivaut & « impair.

Remarque 4. 8i 82 =1 ou &i a = 1 dans le cas modérément ramifié, Ay est
monogéne. Ce ne sont pas les seuls cas ot 4x est monogéne (voir [10] et remarque 7
pour des exemples). .

Ezemple 1. La propriété pour Ay d’étre monogéne ne dépend pas seulement du
discriminant de K/Q comme le montre le cas des deux corps cubiques de diseri-
minant (19 X 43)2. L’ un associé & la décomposition 19.43 = (1--27x 112)/4 a un ordre
maximal monogéne (remarque 4), autre est associé a P’écriture 19.43 = (552-27.3%) /4
et on voit facilement que 556 == 1(19) l'ordre maximal n’est donc pas monogéne
(prop. 1).

Supposons maintenant & = Q(V — 3) et notons j, l'idéal premier de A
qui divise 3. On sait que K = k(x"®) avec « € 4, et « sans facteur cubique.
Nous excluons le cas ot « € Uy, c’est-a-dire K corps des racines 9-iémes de 1'unité
et nous normaliserons un peu plus le choix de « en supposant d’une part que
x € py de l'autre que «Ad, n’est pas le carré d’un idéal.

Nous commencons par énoncer:

ProrosiTioN 2. U, = U, N NK* si et seulement si tous les p; distincts de g
qui divisent o wvérifient Nyop, = 1(9).

Démonstration. On exprime que (— 1 -+ vV — 3)/2 est une norme en utilisant
le théoréme de Hasse. Comme il y a au plus un diviseur premier sauvagement ramifié
la formule du produit des symboles de Hilbert (voir [5] et [10]) montre qu’il suffit

d’exprimer que (— 1 + vV — 3)/2 est norme locale pour tous les p; distincts de
Po. Cetbe derniére condition équivaut trivialement a N ob; = 1(9).
La théorie de Kummer (voir par exemple [4]) explicitée dans notre cas particulier

[K = QW — 3,4™), x normalisé comme il a été précisé ci-dessus] précise les
liens entre Ag, et o.
Posons A, =p;...p 00 ... Pl
Jca,s o «= & modp) alors Agy = (09 ...9,)
cas b o« == & mod p; alors Ag, = (Pe0ips - .. 9,

lcas ¢ a=Emodp, alors Ag, = (Pipips ... 9,
Po=1p1 cas d A= (Dgps - - - D)’

po ne divise pas «
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En écrivant la décomposition de «'"*4; en produit d’idéaux premiers, on
obtient la relation suivante entre les R;

cas a,b,c BB, ... BPr, .. P ~1
cas d BoBy .. BRI, ... B ~1

Compte tenu de la remarque 1 et de la proposition 1 nous pouvons écrire:

ProrosiTioN 8. Dans les cas ¢) et d) Ag = A [«'*] si « sans facteur carré.
Si U, =U,NNK* Adx w'est jamais A,-monogene dans le cas b) et dans les

autres cas il est nécessaire que o soit sans facteur carré pour que Ay soit monogene.

Terminons cet examen du cas k — Q(\/ — 3) en examinant I’éventualité

K/Q abélienne. On notera alors K, 'extension intermédiaire cyclique de degré 3
sur Q. On sait (voir [5]) que K = Q(V — 3)((8°A)"*) ou B et f sont des éléments

conjugués convenables de A,. L’ensemble des résultats précédents appliqué & ce
cas particulier entraine:

ProrosiTion 4. 8t K, est ramifiée en dehors de 3 il y o deux relations de dépeendanc
indépendantes entre les idéaux ambiges de K|k; U'une s’obtient en écrivant la décom-
position de o'® dans Ay, Uautre en étendant a K la relation de dépendance des idéaux
ambiges de K,/Q. St tous les nombres premiers q # 3 ramifiés dans Ky [Q vérifient

g == 1(9) il existe une classe ambige ne contenant pas d’idéal ambige, (—1 +V — 3)/2
est donc norme sans etre norme d’unité.

III. Le cas p > 5
Supposons qu’il existe 6 tel que Ax = A,[6], on peut alors écrire:
p—1 .
8(0)Ax = AK]—!' (0 — o0) = (B, ... B!

en remarquant que 1 — o' = (1 — o')u, ; avec wu;; €Z[G] et compte tenu de
P'unicité de la relation de dépendance on obtient la:

ProrosiTion 5. 8t p = 5 il y a une seule relation de dépendance entre les idéaux
ambiges et si Ay = A,[0] elle séerit P, ... B, = (0 — 0'0)Ax.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le

THEOREME. 83 K/k est sauvagement ramifiée A, n’est pas A,-monogene sauf
peut etre dans les deux cas particuliers suivants:
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a) p=5et E=QV —1)

b) p=7T et k=Q — 3).

Démonstration.  Supposons Ax = A4,[0] et posons ¢, =6 —d0 pour
t=1,2,...,p— 1. 1l est clair que ¢;/p; est dans Uy et en particulier

+ o o'
2 _BTM_ Py,
P1 P1 P1

Ecrivons que Ngu(py/9.) € U,. K[k étant sauvagement ramifiée en p, on sait (voir
[10] chap. V § 3 lemme 5) que

o op op
Nin (1 + ——1> =14 Trgy — + Ny, — mod Trg, Ag
P1 P1 P

d’ot  Ngulge/pn) = 2 mod Tryy, A, cest-a-dire  Ngy(pe/p) =2mod p. Si &
distinct de Q(V — 1) et (\/ ———3) on obtient 4+ 1=2modp ce qui est
impossible. Si k= Qv ij—l) (resp kb = Q(\/ —3) ona N kpP2/p1 racine
quatrieme (resp sixiéme) de l'unité. Cela implique p = 5 dans le premier cas,
p =17 dans le second.

Exemple 2. Ce théoréme donne la possibilité d’exhiber facilement des corps pour
lesquels la »bonne» relation entre classes ambiges est vérifide, olr il n’y a pas de
diviseurs communs extraordinaires et olt 4x n’est pas monogéne. C’est notamment
le cas de I'extension cyclique de degré 5 sur @ et de conducteur 52 et de ’extension
cyclique de degré 7 sur Q et de conducteur 72,

La remarque suivante montre qu’il n’y a pas d’obstacle di au degré dans le
cas modéré.

Remarque 5. Si 2p + 1 est premier, posons alors 2p 4- 1 =1, le corps K de
discriminant P~! aun anneau d’entiers monogéne. Il suffit pour le voir de remarquer
que K est le sous-corps réel maximal de Q(Z) = Q" ou (¢ racine primitive
l-iéme de l'unité et de vérifier que Ax = Z[{ -+ 1]

Si on remplace k& par un corps de nombres & une infinité d’unités, 'exemple des
corps cyclotomiques Q@ *Y/Q®) montre que la ramification sauvage n’est plus
nécessairement un obstacle 4 Pexistence d’'un 6 tel que Agx = A,[0].

La propriété suivante indique avec un peu plus de précision la complexité du
probléme dans le cas modéré:

ProrosITION 6. Pour que Ayg soit monogene, il faut et il suffit que Uidéal By . .. B
soit principal et posséde une base ¢ vérifiant

i) Trgpp =0 ]

i) pour 1=1,2,..,(p—38)/2 (1+oc++...+)pdx="SL,...%.



244 J. J. PAYAN

Démonstration. La condition nécessaire résulte de la proposition 5. Inversement
soit @ vérifiant i) et ii): la ramification modérée entraine HY (G, Agx) = 0 d’ou
Pexistence dun 0 de Ax tel que ¢ =60 —o0; la condition ii) entraine
0 — o)A =P,... B, pour i=1,...,(p— 3)/2. L¥égalité 1— o =
— ¢/(1 — ¢®7) montre alors que (§ — 0’0)Ax = P, ... {, pour ¢ =1,2,...,p—1
Dot A(6) = (py - .. PP~

Remarque 6. Supposons la relation PB,...%B, ~ 1 vérifiée et notons ¢, une
base de cet idéal et posons opy/p, = %,, %, est une unité de norme 1. On sait que
Papplication @, qui & un entier & de K associe

-2 -1
D, (%) = & -+ uge” 4wl 4wt T

est A,-linéaire de rang 1. Son noyau Ker @, est donc un sous A;-module de
rang p — 1 de Ag. La condition i) (qui est d’ailleurs la seule dans le cas p = 3)
est équivalente & Ker @, N Ug # ¢.

Remarque 7 (J. MARTINET). Si k£ = Q et si toute unité de norme 1 est totalement
positive alors Ker @, N Uy = ¢ et Ax n’est pas monogéne. (On sait grice & [1]
que le nombre de classes de K est alors pair et on trouve dans [7] un exemple de
cette situation, & savoir p = 3, dg,o = 1009%).

J’ai eu de fructueuses conversations avec Francoise Bertrandias et Nicole Moser
pendant I’élaboration de ce travail. Je les en remercie.
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