
Sur les classes ambiges et les ordres monogenes d'une 
extension cyclique de degre premier impair sur 

Q ou sur un corps quadratique imaginaire 

J.  J .  PAYAIV 

I. Rappels et definition 

Soit  K/k  une extension de corps de hombres ,  lNotons A k ct  A K les anneaux  
d 'ent iers  respectifs de k et  K.  L 'exis tence  de 0 dans AK v5ri f iant  A~: ~- Ak[O] -- 
on dira alors que l 'ordre  maximal  est monog~ne --  outre  son iatSr~t ))historique~), 
a l ' avan tage  de facili ter eonsid6rablement  les ealculs dans AK. Cette existence a 
~t~ ~tudi6e ea ddtail n o t a m m e n t  dans le cas [ K : k ]  = 3 ou 4 (voir [2] e t  [9]). 
C'est  ainsi que s'il existe 0 tel  que A~: = Ak[O] et  si on pose S = TrK/k 0, on voR 
faci lement  que ~ ~-- uO + vO ~, avec u, v A~, v~rifie A K = Ak[~] si e t  seulement  
si u + v ( S - - O )  e s t u n e u n i t ~ d e  A K. D a n s l e  cas k = Q ,  l e t h ~ o r 4 m e  d e T h u e  
moat.re alors qu'i l  existe au plus un  hombre  fini  de classes modulo  Z de 0 tels 
que A~ = Z[0]. 

Dans ce qui suit, k d6signera, sauf  ment ion  explici te du  contraire,  soit le corps 
Q des nombres  rat ionaels ,  soit  an  corps quadra t ique  imaginaire.  On supposera  en 
out re  que K/k  est cyclique de degr6 premier  impai r  p et  on no te ra  AK/k 
le discr iminant  de K/k et  a un  g6n6rateur  de G = G a l K / k .  On sait  que 
A~:/k = (~102- . .  O,)p-1, oh les id6aux 0 1 . . .  P, sont  premiers  ent re  eux  deux  
deux.  E n  outre  si K/k  est mod6r6ment  ramifide (resp sauvagement  ramifi6e) les 
p~ sont  tous premiers  (resp Pl ou P l e t  P2 sont  puissances d ' id6aux premiers  au- 
dcssus de (p), les autres  ~ 6 tant  premiers).  

Notons  U K (resp Uk) le groupe des unit6s de AK (resp Ak), ~4p le ~0-groupe 
des classes ambiges de K/k, c'est-~-dire des classes invar iantes  par  a, et  hk. p la 
par t ic ipa t ion  de p au nombre  de classes h~ de k. 

On salt, voir  [3], que 
hk, p . pt-1 

Card ~i  = JUt, : Uk N NK/kK* ] 
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et  que Uk VI NK/kK* = ~:VU K 6quivau t  ~: rou te  classe ambige  est  elasse d ' iddaux  
ambiges .  Ce qui pr6cbde m on t r e  que si h~.p -= 1, ~4p est  un  espace veetor ie l  sur  
Z/pZ de dimension t - -  1 - - [ U k : U k V I N K * ] .  Si p #  3 ou si p = 3  et  

k # Q ( % / -  3), U~ = NUK; il en  r6sulte qu'fl  exis te  une re la t ion  de d6pendance  
modulo  les iddaux p r inc ipaux  ent re  les id6aux ~ . . . . .  ~ de K ramif i6s  dans  
K/k, et  une seule au  p rodu i t  prSs pa r  un  616merit de (Z/pZ)*. 

Soit 0 e Ax; l '6galit6 AK = A~[O] est  vra ie  si et  seu lement  si le d i sc r iminant  
A(O) de 0 v6rffie A(O) �9 A~ = A~/~. P o u r  q u ' u n  tel  0 existe,  fl f au t  qu' i l  n ' y  air  
pas  de diviseurs  c o m m u n s  ex t raord ina i res  des d iscr iminants .  Dans  le c a s k  = Q, 
cet te  derniSre condi t ion est  v6rifide si et  seu lement  si t o u s l e s  hombres  p remiers  q 
avec  q < p sont  iner tes  (voir [6]). 

Nous  supposerons  d6sormais  h~,~---- 1. 
P o u r  t o u t  p, f i gu ran t  dans  l '6er i ture  de A,:/~, nous poserons  o~A~c =- ~ e t  

nous  pouvons  ~noncer: 

Remarque 1. Si A K est  Ak-monogbne alors ~ I ~ 2 " ' "  ~t ~ 1. 
I1 suff i t  pour  s ' en  convaincre  de voi r  que si A x  = Ak[O] alors /VK/k~(0)---- 

( ~ 1 ~ 2 . . .  ~t) p(p-1) oh ~(0) d6signe la diff~rente de 0. I1 en r6sul te  alors ~(0) 
( ~ 1 ~ 2 . . .  ~,)p_l. (L '6cr i ture  9~ ~ 1 pou r  u n  id6al 9~ de AK signif icant  qu'f l  
est  6gal, au  p rodu i t  pros pa r  un  iddal principal ,  ~ un  id6al de Ak.) 

II. Le cas p = 3  

Si k ---- Q, ~l~/~ = (~olp 2 . . . p,)2 oh les p~ sont  des nombres  p remiers  vdr i f ian t  
p~ ~ 1 ( 3 ) p o u r  t ~ - - 2 , . . . ,  t et  Pl--=-1(3) si K/Q mod6r6men t  ramifi6e,  Pl  ~--9 
sinon. On salt  (voir pa r  exemple  [5]) que K est  le corps de rup tu r e  du po lynSme  
X a - 3 m X - a m  avec  m = p l . . . p , = (  a 2 + 2 7 6 2 ) / 4  e t  a - -=1(3)  d a n s l e c a s  
mod6r6ment  ramifi6,  m = P2 �9 �9 �9 P, = ( a2 -[- 362)/4 avee  a ~ 1(3) e t  b ~ 0(3) si 
3 est  ramif i6 .  

Nous  pouvons  alors dnoncer: 

PROl'OSI~IO~ 1. Pour que A K soit monog~ne (dans le cas K cyclique de degr~ 3 
sur Q) i f  faut a (pi-1)!3 ~--- l(p/) (resp (3a) (p~ 1)/a ~: l(p~)) ~)our i = 2, 3, . . . ,  t si 
K/Q est mod6r~ment (resp sauvagement) ramifide. 

Ddmonstration. On expr ime  que m (resp 3urn) est  une no rme  en ut i l i sant  le 
th~or~me de t tasse ,  m est  une  no rme  locale pour  t o u s l e s  q p remiers  avec  m. 
E n  u t i l i sant  la fo rmule  du  p rodu i t  (voir [11]), il res te  ~ derire que m (resp 9m) 
est  une  no rme  locale pour  t o u s l e s  Pl avee  i > 2. Cela rev ien t  ~ expr imer ,  comp te  
t enu  de am norme,  que a (resp 3a) est  une no rme  locale pour  t o u s l e s  Pl avee  
i > 2 d ' oh  la condit ion.  
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Remarque 2. Carte propridt6 peu t  s 'obetni r  ~ pa r t i r  des r6sUltats de [5]. 

_Remarque 3. Pou r  qua Ax soit monog4ne il f au t  qu'i l  n ' y  air pas  de diviseur 
ex t raordina i re  commun,  c'est-~-dire qua 2Z soit iner te  dans K/Q. On voi t  facile- 
merit que eet te  condit ion dquivaut  s a impair.  

Remarque 4. Si b 2 = 1 ou si a ~ 1 dans le cas mod6r6ment  ramffi6, A r e s t  
monoggne. C e n e  sent  pas les seuls cas oh A~ est monogbne (voir [10] et  r emarque  7 
pour  des e x a m p l e s ) .  

Example 1. La  propridt6 pour  A K d 'e t re  monoggne ne dgpend pas seulement  du 
discr iminant  de K/Q comma le mont re  le eas des deux  corps eubiques de discri- 
minan t  (19 • 43) 2. L ' u n  associ6/~ la d6composi t ion 19.43 = (1 ~ 2 7  • 112)/4 a un  ordre 
maximal  monog~ne (remarque 4), l ' au t re  est  assoei6 s l '6eri ture 19.43 = (552 q- 27.32)/4 
et  on vol t  faei lement  qua 556 =~ 1(19) l 'ordre maximal  n 'es t  done pas monoggne 
(prop. 1). 

Supposons ma in t enan t  k = Q ( % / -  3) e t  no~ons P0 l 'id6al premier  de Ak 
qui divise 3. On sait qua K = k(a ~/3) avec a E Ak et  ~ sans fac teur  cubique. 
Nous  excluons le cas oh ~ E Uk, c'est-~-dire K corps des raeines 9-igmes de l 'unit~ 
et  nous normaliserons un  peu plus le choix de c~ en supposant  d 'une  pa r t  qua 
c~ ~ 13~ de l ' au t re  qua ~Ak n 'es t  pas le carr6 d ' u n  idgal. 

Nous  eommencons  par  6noneer: 

PROPOSITION 2. U k = U k n NK* si et seulement si tous les p~ distincts de P0 
qui divisent cr vdrifient Nk/ep i ~-~ 1(9). 

Dgmonstration. On expr ime qua (--  1 -k V / - -  3)/2 est une norme en ut i l isant  
le th6or6me de Hasse.  Comma il y a au  plus un  diviseur premier  sauvagement  ramifi6 
la formula du p rodu i t  des symboles de Hf lber t  (voir [5] et  [10]) mont re  qu'i l  suffi t  

d ' expr imer  qua (--  1 q- ~v/~- 3)/2 est  norme locale pour  tous les p~ dist incts de 
P0. Cette derni~re condit ion 6quivaut  t r iv ia lement  s YVk/QI3 ~ ~ 1(9). 

La  th6orie de K u m m e r  (voir par  example [4]) explieit6e dans not re  eas par t icul ier  

[K = Q(~r  3, cr c~ normalis6 comma il a 6t6 pr6eis6 ci-dessus] pr6eise les 
liens entre  Ag/k et  c~. 

Posons  ~Ak = Pl . .  �9 ~)r~2-~-i " ' "  ~32s" 

Po ne divise pas 

cas a ~ ~ ~3 m o d  p3 alors  AK/k = (PIP2 �9 �9 �9 ~s) 2 

cas b ~ 3 m o d p ~  alors  A x / a = ( p ~ P l P 2 - . . p ~ ) 2  

cas c ~ - ~ 3 m o d p o  alors  A K / k =  (Po3PlP2 ..P~)2 

~0 = ~)1 cas d AK/k = (~)04~1~)2 , . .  Os) 2. 
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E n  6cr ivant  la d6eomposi t ion  de Oc~/3AK e n  produ i t  d ' id6aux  premiers ,  on 
ob t i en t  la re la t ion  su ivan te  ent re  les ~ 

c a s  a ,  b ,  c �9 �9 �9 �9 �9 1 

cas d ~ 0 ~ l . - .  ~ , ~ + l  �9 �9 . ~2 ~ 1. 

Compte  t enu  de la r e m a r q u e  1 e t  de la propos i t ion  1 nous pouvons  dcrire: 

PttOPOSITIO~ 3. Darts les cas c) et d) A~: : Ak[~ l/z] si ~ sans facteur carrd. 

S i  U k = U k f] N K * ,  A K n'est j ama i s  Ak-monogene dans le cas b) et dans les 

autres cas il est ndcessaire que o~ soit sans facteur carrg your  que A K soit monogene. 

Terminons  cet e x a m e n  du  eas k = Q ( ~ r  3) en e x a m i n a n t  l '6ventual i t6  
K / Q  abdlienne. On no te ra  alors K 0 l ' ex tens ion  in term6diai re  eyclique de degr~ 3 

sur Q. On sai t  (voir [5]) que K = Q ( % / - -  3)((fi~/~) l/a) oh f i e t  /~ sen t  des 616ments 
eonjuguds convenables  de A k. L ' e n s e m b l e  des r6sul ta ts  p r@4dents  appl iqu5 ~ ce 
eas par t icul ier  entra~ne: 

PROPOSITION 4. Si  K o est ramifige en dehors de 3 il y a deux relations de d@eendanc 
inddpendantes entre les iddaux ambiges de K / k ;  l 'une s'obtient en dcrivant la ddcom- 
position de a 1/~ dans A~:, l' autre en dtendant a K la relation de d@endance des iddaux 

arnbiges de Ko/Q. S i  tousles  nombres premiers q # 3 ramifigs dans Ko/Q vdrifient 

q ~ 1(9) il existe une classe ambige ne contenant pas  d'iddal ambige, ( - -  1 -[- ~v / - -  3)/2 
est done norme sans etre norme d'unitd. 

III. Le cas p ~ 5 

Supposons  qu ' i l  existe 0 tel  que A~: = Ak[O], on peu t  alors 6erire: 

p--1 

 (O)AK = A 'V[ ( 0  - -  = . . 
i = l  

en r e m a r q u a n t  que 1 - -  a t = (1 - -  ai)ui, i avec  u~, i EZ[G]  et  compte  t enu  de 
l 'unici t5 de la re la t ion  de d6pendance  on ob t i en t  la: 

P~OPOSITION 5. S i  19 > 5 il y a une seule relation de d@endance entre les iddaux 

ambiges et si Ate = Ak[O] elle s'dcrit ?~1 �9 . �9 ?~, - -  (0 - -  a~O)AK. 

kNous sommes  m a i n t e n a n t  en mesure  de d~mont re r  le 

T ~ o n n M ~ .  Si  K / k  est sauvagement ramifide A~: n'est pas  Ak-monogene sau l  
peut  etre dans les deux cas particuliers suivants: 
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a) O---- 5 et  k=Q(%/-- 1) 
b) O =  7 et  k - - - -Q(%/ - -  3). 

D4monstration. Supposons AK = Ak[O] et  posons ~i ---- 0 - -  ~0 pour  
i = 1, 2 . . . .  , O - -  1. I1 est  clair que ~%/~vj est duns Uzc et  en purt icul ier  

q?2 (Pl "J[- 0"9?i 0~:?I 
-- --I+ 6U:. 

Ecrivons  que NK/k(q~2/q%) 6 Uk. K / k  6rant  sauvagement  ramifidc en ~, on suit (voir 
[10] chap. V w 3 lemme 5) que 

1 -[- Tr~/~ - -  + NK/~ - -  mod  TrK/~ AK 
NKI ~ i + 971 / ~Pi ~Di 

d'oh NK/~(ip2/ip:) = 2 rood TrK/~ Am, c'est-s N~c/~(io2/i% ) = 2 mod p. Si 
distinct de Q(%/-- 1) ct Q(%/-- 3) on obtient -P 1~2modp  oe qui est 
impossible. Si k = Q ( % / - -  1) (resp k = Q ( % / -  3)) on a NK/,C~z/9: racine 
quatr i6me (resp sixi~me) de l 'unit6. Cela implique 0 = 5 duns le premier  cas, 
0 = 7 duns le second. 

Exemole 2. Ce th4or~me donne la possibilit4 d 'exhiber  faci lement  des corps pour  
lesquels la ~>bonne)) re la t ion entre  classes ambiges cst v6rifide, oh il n ' y  a pus de 
diviseurs communs  extraordinai res  et  oh A K n 'cs t  pus monog~ne. C'est n o t a m m e n t  
le cas de l ' ex tens ion cyclique de dcgr6 5 sur Q et  de conducteur  5 ~ e~ de l ' ex tens ion 
cyclique de dcgr4 7 sur Q et  de conduc teur  7 2. 

La  remarque  suivante  mont re  qu'fl  n ' y  a pus d 'obstacle  dfi au  degr6 duns le 
cas moddrd. 

t~emarque 5. Si 2 O + 1 est premier,  posons alors 2 0 + 1 ~ l, le corps K de 
discr iminant  F - :  a un  anneuu d 'ent iers  monog6ne. I1 suff i t  pour  le voir  de r emarque r  
que K est le sous-corps r6el maximal  de Q(r oh r racine pr imit ive  
l-i4me de l 'unit4 e~ de v6rifier que AK ---- Z[r + r 

Si on remplace  k par  un  corps de nombres  s une infinit4 d 'unit4s,  l 'exemple des 

corps cyclotomiqucs Q(f+:)/Q(f) mon t r e  que lu ramif ica t ion  sauvage n 'es t  plus 
n4cessairement  un  obstacle s l 'existcnce d 'un  0 tel  que A~:-~ Ak[O]. 

La  propri4t6 suivante  indique avec un  peu plus de pr6cision la complexit4 du 
probl~me duns le cas mod4r4: 

PROPOSITION 6. _Pour que AK soit monogene, il faut  et il suffit que l'id4al ?~: . . . ~ ,  
soit orincioal et Ooss~de une base ~v vgrifiant 

i) Trs:/~ ~ =- 0; 
ii) oour i :  1 ,2  . . . .  , ( 0 - -  3)/2, (1 + a + a  2 - ] - . . . ~ a ~ ) ~ 0 A g - - ~ l . . . ~ , .  
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Ddmonstrat ion.  L a  c o n d i t i o n  n6cessa i r e  r 6 su l t e  de  l a  p r o p o s i t i o n  5. I n v e r s e m e n t  

so i t  ~0 v 6 r i f i a n t  i) e t  ii): l a  r a m i f i c a t i o n  m o d 6 r 6 e  e n t r a l n e  H i ( G ,  AK) - - - -0  d ' o h  

l ' e x i s t e n c e  d ' u n  0 d e  A K t e l  que  ~ = 0 -  ~0; l a  c o n d i t i o n  ii)  e n t r M n e  

(0 - -  a~+~O)AK = ~ . . .  ~3, p o u r  i = 1 , . . . ,  ( p  - -  3)/2. L ' 6 g a l i t 6  1 ~ aJ ---- 

aJ(1 - -  av-J) m o n t r e  a lo r s  que  (0 - -  aIO)AK = ~31 �9 �9 �9 ~ ,  p o u r  i = 1, 2, . . . , p - -  1 

d ' o h  A(O) ---- (~ )1 . - .  ~0,) p-l" 

.Remarque 6. S u p p o s o n s  l a  r e l a t i o n  ~ 1 . . .  ~ ,  ~ 1 v6r i f i4e  e t  n o t o n s  ~o u n e  

b a s e  de  ce t  id4a l  e t  p o s o n s  a~0o/~o = %, u o e s t  n n e  u n i t 6  de  n o r m e  1. On  sa i t  que  

l ' a p p l i c a t i o n  ~ ,~  qu i  g u n  e n t i c r  ~ de  K assoc ie  

~ , , (~ )  = ~ § u0 ~ § -~+~ o, .. "~o ~ §  §  +~ +~-~~ 
es t  A~- l in6a i re  de  r a n g  1. S o n  n o y a u  K e r  r  e s t  d o n c  u n  sous  A k - m o d u l e  d e  

r a n g  p ~ 1 de  AK. L a  c o n d i t i o n  i) (qui  e s t  d ' a i l l e u r s  l a  seu le  d a n s  le cas  p = 3) 

es t  6 q u i v a l e n t e  g K e r  ~-o f3 U K # ~. 

Remarque  7 (J .  M A ~ T ~ E ~ ) .  S i  k = Q e t  si t o u t s  un i t~  de  n o r m s  1 es t  t o t a l e m e n t  

p o s i t i v e  a lo r s  K e r  r  fl U~  ---- r e t  A r n ' e s t  p a s  m o n o g 6 n e .  (On  s a i t  g rgce  g [1] 

que  le  n o m b r e  de  c lasses  de  K es t  a lo r s  p a i r  e t  on  t r o u v e  d a n s  [7] u n  e x e m p l e  de  

c e t t e  s i t u a t i o n ,  g s a v o i r  p ---- 3, AK/Q ~ 1009~). 

J ' a i  e u  de  f r u c t u e u s e s  c o n v e r s a t i o n s  a v e c  F r a n c o i s e  B e r t r a n d i a s  e t  N i c o l e  M o s e r  

p e n d a n t  l ' 6 1 a b o r a t i o n  de  ce t r a v a i l .  J e  les  en  r e m e r c i e .  
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