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O, Introduction et r~sultats 

On consid6re un op6rateur diff6rentiel dans R" (n=>2) de la forme 

(o.1) Po(X, D) = Z~j~m a~(x) D~ 

off a, est un polyn6me de n variables homog6ne, de degr6 [el,/t coefficients com- 
plexes. On suppose que P0 est elliptique en dehors de l'origine dans R". 

Le cas particulier suivant 

0 
La,, = r~A + gr--~+ 2 

off 
0 2 

(~, /A)~C 2, r 2 ---- Zn=lx~ et A = ~ = 1  0 x ~ '  

a 6t6 6tudi6 dans [4]; il a 6t6 d6montr6 que pour tous (2, p)~ C ~, Lz,. n'est pas hypo- 
elliptique dans R", mais que pour tout  ouvert ~2 de R n, si u E ~ (g2) et L~,. u est 
analytique dans ~2, u est aussi analytique dans Q. 

On se propose de g6n6raliser ces r6sultats ~ des op6rateurs du type (0.1) et 
m~me ~ des op6rateurs plus g6n6raux ~ coefficients analytiques. On d6signe par 
S.-1 la sphbre unit6 de R". On a un diff6omorphisme naturel 

(0.2) S , _ I X R +  --- Rn\{0} 

correspondant /t prendre des coordonn6es polaires. I1 r6sulte de (0.2) le diff6o- 
morphisme 

(0.3) T*(S,_a) XR ~ T*(R")ts._~. 

* Le premier auteur a b6n6fici6 du "N.S.F. Grant 35 825". 
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Soit po(X, 4) le symbole principal de P0 d6fini sur T*(R"), et pour ((0, q), ~)E 
E T * ( S , _ 0 •  soit qo(O, tl, ~) la composition de Po avec le diff6omorphisme (0.3). 
La fonction qo (0, t/, ~) est un polyn6me homog~ne de degr6 m e n  les variables 0/, ~). 

On note 

(0.4) / '  = {z~Cl~(O,  r])~ T*(Sn-1)~{O}, qo(O, r/, --/z) = O} 

(0.5) F+ = r n { z E C l R e z  > 0}. 

L'ellipticit6 de P0 en dehors de l'origine entraine que F et F+ sont des c6nes 
ferm6s dans C\{0}  ne rencontrant pas l'axe imaginaire. 

On d6signe enfin par r +  le c6ne convexe dans {zEC, Re z>0} engendr6 par 
F+ et R+. On introduit maintenant les deux hypotheses suivantes: 

I1 existe des nombres 00, 01 . . . .  ,0t satisfaisant 

7r rc 
- ~ -  < 0o < 01 < . . . <  01 < 7 '  

(//1)~0 +1 0 < zc pour j - -  j ~ j = O  . . . .  , l - 1 ,  

[ I~+ CIoI{z~CIOj < argz < 0 j+ l} ,  
j=o  

( / /2)  Angle /~+ < rc 
/,/ 

On note que (//2) est plus restricitve que (HI) et que, pour n=2 ,  l'hypoth6se 
(HI) est toujours v6rifi6e. 

On a pour l'op6rateur (0.1): 

Th6or6me 1. On suppose (HI) vdrifide. Soient f2 un ouvert bornd de R n et 
uE c~( f2 )  telle que Pou soit analytique dans Q, alors u est aussi analytique dans f2. 

TMor~me 2. Sous l'hypothdse (1-11) l'opdrateur Po est non hypoelliptique dans Rn; 
plus prdcisdment il existe une distribution T ddfinie dans R ~ non cg~ et vdrifiant 
POT=0. 

On consid~re maintenant un op6rateur diff6rentiel P d6fini dans un voisinage 
de l'origine dans R ~ de la forme 

(0.6)  P(x, D) = eo(x, D).Of_ Z[~[_~m a'~(x) D~ 
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off P0es t  donn6 par (0.1) et est toujours suppos6 elliptique en dehors de l'origine, 
et off les a,' sont des fonctions analytiques drfinies dans un voisinage de l'origine 
dans R" et s'annulant ~t l'origine au moins /t l 'ordre [e[+l .  

On a: 

Throrgme 3. On suppose (H2) v~rifide. Toute fonetion rgoo u ddfinie au voisinage 
de l'origine dans R", telle que Pu soit analytique, est aussi analytique dans un voisinage 
de l' origine. 

On note que les conditions (//1) et (//2) ne sont pas invariantes sous des change- 
ments linraires de coordonnres. On note d'autre part, ~t titre d'exemple, que pour 
l 'oprrateur 

(x~ + x~) (DI -- iD2) (01 + (R + i) D2), 

avec R > 2  (n=2),  l'hypoth~se (H2) n'est satisfaite apr5s aucun changement linraire 
de variables. 

On ignore si les conclusions des throrrmes I, 2 et 3 restent encore valables sans 
les conditions restrictives (//1) et (//2). 

On signale que les throrSmes 1, 2 et 3 s'appliquent en particulier si on suppose 
que m est pair et que l 'on a la factorisation 

ZI~!=,. a~(x) D~ = q(x)(A(D))  m:2 

oiJ A(D) est un oprrateur elliptique homogrne d'ordre 2 /t coefficients constants 
e t / t  symbole r6el. En effet, apr~s un changement linraire de variables, on peut sup- 
poser A ( D ) = A ,  darts ce cas, on a F+ =/~+ =R+ et (//1) et (H~) sont alors satis- 
faites. 

La mrthode de drmonstration utilisde ici consiste/t se ramener, aprrs une trans- 
formation de Mellin dans la variable radiale et un certain nombre de rrductions 
techniques, ~ l 'rtude de la rrsolvante d'un oprrateur psendo-diffrrentiel elliptique 
sur la sph6re. 

II semble qu'il y a peu d'inrgalitds /t priori dans des espaces de Sobolev pour 
les oprrateurs (0.1) et (0.6) permettant de ddmontrer l'analyticit& D'autre part, 
l'idde qui pourrait  paraitre natureUe, de drmontrer les thror~mes 1 et 3, au moins 
en pattie, par l'utilisation d'un drveloppement de Taylor ~t l'origine, 6choue. On 
peut en effet trouver pour n = 2 un oprrateur P0 du type (0.1), une fonction f analy- 
tique au voisinage de 0 dans R 2 tels qu'il existe une srrie formelle u, unique gt l'addi- 
tion d'une constante prbs, vrrifiant Pou=f,  de plus u est divergente (voir Appendice). 

On signale enfin que les mrthodes utilisres darts ce travail peuvent aussi servir 
/t d~montrer l'analyticit6 de la solution de certains probl~mes aux limites elliptiques 
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dans des domaines ayant des singularitrs du type conique (par exemple des poly- 
g6nes dans le plan). Ceci fera l'objet d'un travail ult6rieur. 

PLAN.  
I. Transformation de Mellin et fonctions analytiques. 

II. ProprMt~s de la r~solvante d'un op~rateur elliptique. 
III. Le th~orkme de Phragm~n--Lindelrf 
IV. R~ductions. 
V. DOmonstrations des th~orOmes 1, 2 et 3. 

Appendice. 

I. Transformation de Mellin et fonctions analytiques 

Soit u E ~ ( [ O ,  1]), on d6finit la transform~e de Mellin de u par:  

(I.1) ~(z) = fo  ~ u(r)r  -~-~ dr = fo_~ u(e~)e_Z~ dx. 

I1 est 6vident que ~ est bien d6finie et est holomorphe dans {zEC, Re z<0}. On a 

Proposition 1.1. Soit uE ~ ([0, 1]); la transform~e de Mellin ~ de u s e  prolonge 
en une fonction mrromorphe ayant pour seuls prles les entiers >-0. Ces prles sont 
simples et le r~sidu de ~ en kEN est - u  (k) (O)/k !. 

Ddmonstration. On observe que la transformre de Mellin de la fonction r~-~r k 
vaut ( k - z )  -1. D'autre part, si u s'annule ~t l'ordre k ~t l'origine, t7 se prolonge holo- 
rnorphiquement ~ {zEC, Re z<k} .  La proposition rrsulte alors du drveloppement 
de Taylor de u A l'origine. 

Remarque L1. "Si u(r) = ~ = o a k  rk 0~l la suite (ak) v6rifie 

lakl ~ O k avec 0 -< O < 1, 

on a par intrgration terme ~i terme 

tT(z) = Z~=0 ak Z _ _ k  ~ 

Remarque L2. I1 r&ulte de (I.1) que tT(z) est la transformre de Fourier de la 
fonction x~-~ Y(  x) u(e ~) au point - i z  ( Y  6tant la fonction de Heaviside). La trans- 
formation de Mellin est donc injective, et m~me si z~(z) est un polynrme en z, ta 
fonction u, &ant ~g=, est identiquement nulle. 

Par intrgration par parties on a 

0u 
0.2) r ~ (z) = za(z) + uO) 
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et en it6rant 0.2) on obtient pour NEN 

(L3) r - ~  U(Z) ~- zNu(z)  At- Z j L O  1 CjZ j 

off les coefficients cj sont des cornbinaisons lin6aires des u(J)(0) pour O<-j<=N - 1. 

On a aussi  

0.4) ~ ( z )  = a ( z -  1). 

Fonctions Analytiques et Coordonndes Polaires 

On consid&e maintenant une fonction uE cg= d6finie au voisinage de l'origine 
darts R". Si on introduit les coordonndes polaires (r, 0), rEX+ et OES,_I,  on peut 
6crire le ddveloppement de TayJor de u sous la forme 

(I.5) u(x) ~ Z L o  rkuk(O), 

off ukEVk, espace des restrictions /1 S,_ 1 des polyn6mes homog~nes de degr6 k. 
Pour sER, on note Hs(S ,_O l 'espace de Sobolev usuel d 'ordre s sur la sph6re 

an_ 1. On a 

Proposition 1.2. 1 ~ Si u est analytique au voisinage de l'origine dans R n, avec 

un dgveloppement de Taylor de la forme (I.5), il existe M > 0  tel que, pour tout sER, 
il existe C~ vdrifiant 

(1.6) Iluklln~(s._l) ~ C~M k pour tout k E N .  

2 ~ Inversement, si pour tout kEN,  ukE Vk et vdrifie 

(I.7) Ilukll~o(s._l) ~ C M  g pour tout kE N, 

oit C et M sont inddpendants de k, alors la sOrie de Taylor (I.5) converge au voisinage 
de l'origine vers une fonction analyt!que. 

Ddmonstration. La ddmonstration de cette proposition se trouve essentiellement 
clans [4]. On donne une autre variante ici. 

1 ~ Si u est analytique au voisinage de l'origine, on peut 6crire 

0.8) X ~ 0 ~ 
u(x) = ~ =  ~] OX ~ f(O) = ~=orkUk(O). 
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D'apr6s les in6galit6s de Cauchy, pour tout M > I / o  (~ &ant le rayon de con- 
vergence de la s6rie enti~re (I.8)), il existe C tel que, pour tout aEN" 

10~fiO ) -~. "-ff-~ ( <=: C M  I~l. 

On obtient alors 

sup luk(O)t ~ ZI~I=k~.T [-ff-~f(O) ~ C ( k + I ) " M  k, 
oEs._x 

ce qui donne (1.6) avec s = 0  et M arbitraire, M > I / o .  
I1 suffit maintenant de prouver (I.6) pour s entier pair >0.  On observe pour 

cela que l 'on a 

08 
(1.9) A o = r2 A - r2 -ff~ , ( n - 1)r-fir- r 

off A o est le laplacien sur la sph6re S , ,  1 et A = ~ = 1  O2/Ox~ �9 
On voit de (1.9) que Ao conserve les fonctions analytiques au voisinage de 

l'origine et ne diminue pas les rayons de convergence. En appliquant A o aux deux 
membres de (1.8) et  en utilisant (1.6) avec s--O, on obtient que, pour tout M > I / o ,  

il existe C~ tel que l 'on ait pour tout kEN 

[[Aoukllno(s,_~) <= C2Mk; 

par it6ration on obtient bien (1.6) pour s entier pair >0.  
2 ~ . On suppose maintenant que la suite (Uk) v6rifie (1.7). On pose 

P~(x)=rkUk(O) avec x=rO.  

Soit B la boule ferm6e de R" centr6e ~ l'origine et de rayon 1. On a, pour tout 
kEN, 

(1.10) IIPklIL'(B) <= C " M k  

avec C ' = C •  de S.-1). 
D'apr& une in6galit6 connue sur les poly'n6mes (voir [2] par exernple) il existe 

C " > 0  et ~ > 0  tels que pour tout kCN, 

sup [PK(x)[ <- C" k'IIP~IIL,(B). 
xs 

On obtient alors, ~t partir de (I.10), l'existence de M ' > 0  tel que, pour tout kEN, 

sup Iek(x)l ~_ M "k+l. 
xEB 

On en d6duit, par une in6galit6 du type Bernstein sur les polyn6mes (voir [3]), 
l'existence d'un voisinage V de B dans C ~ et de M " > 0  tels que, pour tout k~N, 

(I.11) sup [Pk(x)l <= M "k+l. 
xs 
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Comme les polyn6mes Pk sont homogbnes de degr6 k, il r6sulte que la s6rie 
f ( x ) = ~ =  o Pk(X) converge uniform6ment dans un voisinage de l'origine dans C ", 
ce qui implique l'analyticit6 de f pros de l'origine. 

Remarque L3. On d6signe encore par: B la boule unit6 ferm6e de R" centrde ~t 
l'origine et de rayon 1. Soit uE cg~(B), on consid~rera dans la suite la transform6e 
de Mellin de u dans la direction radiale 

a(z, o) = f :  u(rO)r -~-1 dr 

avec x=rO, OES~_~. II r6sulte de la proposition (I.1) que z7 est une fonction m6ro- 
morphe de z A valeur dans ~ ( S ~ _ a ) .  Les seuls p61es sont les entiers ~ 0 ;  ils sont 
simples. Le r6sidu en kEN vaut --Uk(O ), Oil U k est d6finie dans le d6veloppement de 
Taylor (I.5). Cette remarque et la proposition (I.2) seront utilis6es pour montrer 
l'analycit6 de u, ell estimant les r6sidus de ~. 

On montre aussi, A 1'aide d'un d6veloppement de Taylor de u ~ l'origine, que 
l 'on a pour tout NEN 

N uk(O) ~- aN (z, 0) (1.12) a(z, 0) -- Z~=0 k-----Z 

off, pour t o u t  sER, [l~Tu(z, O)[l~s<s._l) est uniform6ment born6e dans 

{zEC, R e z  ~ N +  1/2}. 

H. Propri6t6s de la r6solvante d'un op6rateur elliptique 

Soit H un espace de Hilbert. Si Tes t  un op6rateur compact dans H, on dit que 
T e s t  de classe Cp, p > 1, si et seulement si 

(II. 1) Z~'=I t ~e, < =o 

oh (#j) est la suite des valeurs propres de (TT*) al~ r6p6t6es avec leur multiplicit6 et 
ordonn6es d'une mani~re d6croissante. 

Pour k entier >0,  v6rifiant k - 1  <-p<=k, on pose 

(ii.2) 
( 2~ ( -  1)k-1 2k_l] 

detk(I+ T) = / /7 ,  1 0  + ~ j ) e x p / - - ~ j +  = , - ~ - " "  - ~ - - 7  J ) 

ofl (2j) est la suite des valeurs propres de T, r6p6t6es avec leur multiplicit6 et 
ordonn~es d'une man~re d6croissante. 
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I1 est montr6 dans [5] que le produit d6fini par (11.2) est absolument convergent 
et que 

(z ~+ detk(I+ zT))  est une fonction enti6re exponentielle 

(II.3) [ d e  type p (i.e. Idetk(I+zT)l <= CxeC~lzlP). 

I1 est aussi montr6 dans le m~me ouvrage, qu'il existe C tel que pour tout z E C 

(11.4) [detk(I+ zT)[.  ]l(I+ zT)-ljl~(n) _--< e ctzlp. 

On a aussi besoin du r6sultat suivant sur les fonctions enti~res exponentielle 
de type fini. 

Soit f une fonction enti~re exponentielle de type p ( p > l ) ,  de z6ros zl ,  z2 . . . .  

.... zj . . . .  ; on suppose f ( 0 ) r  et Izll<-Iz~l<-_.<=lzjl<= . . . .  Alors pour tout h > p  et 
tout e>0 ,  il existe R > 0  tel que 

(II.5) If(z)] => e-I~l'+" 

pour z dans le compl6mentaire des disques centr6s en zj et de rayons lzjl -het tzl_->R, 
On a d'autre part 

t 
(11.63 Z7=1 izjlh 

Les d6monstrations de (11.5) et (11,6) se trouvent par exemple dans [7]. 
Soit h > p  donn6, pou r jEN,  on d6signe par 

Aj = {xE]0, 1[; 3 l E Z , [ x + l - R e z j [  <= [Zjl-h}, 

on a mes. Aj <_- 21zjl -h. 
Soit NEN tel que 

(II.7) ~ ; = N  mes. A i < 1. 

Un tel N existe d'apr6s (11:6). On note aussi 

E~ = {xE]0, 1[; 31, IEZ, Bj, 1 <=j <-_ N - - l ,  x + l  = Rez~}. 

On choisit x0 

x0 10, 
[]=N 1 

un tel x0 existe A cause de (II.7) et du fait que EN soit un ensemble rink 
Pour t ou t jEZ ,  soit D i la droite 

(I1.9) Dj = {zEC, Rez  = x0+j}.  

I1 r6sulte alors de (II.5) et du choix de )Co que pour tout e > 0  il existe C > 0  tel que 

(II.lO) If(z)l>=Ce -I~Ip§ pour zE [j Dj. 
jEZ 
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On donne maintenant une application de (II.10)/t la majoration de la r6solvante 
d'un op6rateur de classe Cp. 

Proposition ILl .  Soit T u n  opdrateur compact de classe Cp dans un espace de 
Hilbert H ( p> l ) .  I1 existe x0E]O, 1[ tel que pour tout e>O il existe C>O vdrifiant 

(II.11) II(I+ zZ)-~l[ <= Ce I~l"+" pour zE [J D~ 
jEZ 

oit Dj  est ddfinie par (II.9). 

Cette proposition est une cons6quence immddiate de (II.4), (II.3) et (II.10). 
Voici maintenant une application de la proposition prdc6dente aUx syst~mes 

elliptiques. 

Proposition I1.2. Soit d u n  systkme carrd pseudo-diffdrentiel ielliptique d'ordre 
1, ddfini sur une varidtd M, ~*~ compacte sans bord de dimension n -  1. On suppose 
qu'il existe au moins un 20(C tel que 2o--~1 soit un isomorphisme de H~(M) sur 
LZ(M).  II existe alors x0E]O, 1[ tel que pour tout e>O il existe C>O vdrifiant 

(II.12) I!(Z--~)-IlI~(~-I(~),L~(m~ _-< Ce l'l"-l+~ pour zE U D~ 
jEZ 

avec Dj = {zEC, Rez  = xo+j}.  

Demonstration. On peut supposer 20=0 (i.e. ag est inversible). On utilise alors 
la proposition II.1 .avec H = L ~ ( M ) ,  T = a C - L  Le comportement du spectre de 
sC*ag (voir par exemple [1]) montre que d -~ est de classe Cp pour tout p > n - 1 .  
I1 suffit alors d'appliquer (11.11) en remarquant que l 'on a 

( I - - z T ) - l ~  -1 = ( ~ - - z )  -1 

et que d -1 est un isomorphisme de H - I ( M )  sur L~(M). 

On a encore besoin d'une autre estimation de la r6solvante d'un op6rateur 
elliptique. 

Soit ~r de nouveau, un syst~me carr6 pseudo-diff6rentiel elliptique d'ordre !, 
d6fini sur une vari6t6 M, cg= compacte sans bord. On d6signe par a(x, 4) la matrice 
symbole principal de d positivement homog~ne de degr6 1 et 

(II.13) r = IJ {valeurs propres de a(x, ~)}. 
(x, 0 ~ r *  M'-.,{o} 

Comme ~r est elliptique, F est un e6ne ferm6 dans C\{O}. 
La proposition suivante se trouve essentiellement dans [6]. 
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Proposition 11.3. Pour tout c6ne f e rmd  Z de C\{0}  ne rencontrant pas F il 

existe C > 0  tel que l 'on ait, pour tout zE I et ]z[ assez grand 

C 
(II. 14) ll(z -- d)-lllz(L~(u), L2(U)) <- 

et 

( 1 1 . 1 5 )  I[(Z--~)--XlI.~(~-X<M),L~<M)> ~ C. 

Rdciproquement, si (II.14) ou (11.15) a lieu sur un c6ne f e rmd  I de C\{0} et IZl 
assez grand, alors F n I = O. 

On suppose: 

(III.1) 

HI. Le th~or~me de Phragm~n--Lindel/if 

On rappelle ici, sous une forme qui sera utilis6e par la suite, le th6or~me classique, 
de Phragm6n--Lindel6f (voir [7] par exemple). 

Proposition IH.1. Soient -zc/2<01<O2<~z/2 et f une fonction holomorphe dans 

un voisinage de l'angle 01<=arg z<-O2. Soient (Dj) une famil le  de droites de C de la 

f o r m e  
Dj  = {zEC, Rez  = xj} avee j E N ,  l i m j . ~ x j  = ~o, 

soit Q un nombre rdel > 0  v&ifiant 

03-01 < z/Q. 

11 existe C > 0 tel que 

[ f (z ) ]<=C pour arg z : 0 1  ou a r g z = 0 2 .  

Pour tout ~ > 0 il existe C~ > 0 tel que 

If(z)l --< C~el,l~+~ pour z~ U;=l Dj. 
(III.2) 

On a alors 

(III.3) [f(z)] <= C pour tout z, 01 ~ arg z <- 02. 

On remarque aussi que, si on remplace (IlL 1) pa r  

(III.4) l f ( z ) [ < - C ( l + t z l )  " pour a r g z = 0 1  ou a r g z = 0 2  (mEN), 

la conclusion (III.3) est remplac6e par 

(III.5) If(z)[ <- C ' ( l+[z])"  pour 01 -<- a rgz<-  - 02. 

Cela r6sulte de la proposition pr6c6dente appliqu6e ~t la fonction f (z) / (1  +z )  m. 
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De la mtme manibre si (III. 1) est remplacte par 

(III.6-) If(z) 1 <= CleC~ Izl pour argz = 01 ou argz = 0z, 

la conclusion (III.3) devient 

(Ill.7) If(z) I <= CzeC~ t=l pour 01 ~- argz <_- 0z, 

il suffit d'appliquer la proposition A la fonetion f(z)e -c5~ avec C5 assez grand. 
On note aussi que la proposition (III.1), ainsi que les modifications qui la 

suivent, restent aussi valables s i f e s t  hol0morphe/t valeur dans un espace de Hilbert. 

IV. R~ductions 

On commence d'abord par 6crire l 'optrateur P, donn6 par (0.6), en coordonntes 
polaires, sous une forme utile pour la suite. 

On note pour a e t  fl dans N ", 

e~,~(x, D~) = x~DI. 

Les op6rateurs Poe t  p donn6es par (0.1) et (0.6) peuvent alors s'6crire: 

(IV.l) Po(x,D) = z~l~l=lal<m c~,pP~,p(x, Dx) avec a~,aEC 

(IV.2) P(x,D) = eo(x, D) q- ~l~l=l/h<__ m a~,o(x)P~,f(x, Dx) 

off les a,,p sont des fonctions analytiques au voisinage de l'origine, s'annulant au 
moins ~t l'ordre 1 en 0. I1 rtsulte de la proposition (I.2) que l 'on a, au voisinage 
de 0 

0V.3) a..,(~) = Z L x  a..p.k(O)r ~, 

et qu'il existe M > 0 ,  tel que pour tout sER il existe Cs vtrifiant 

(IV.4) [[a~,p, kl[n*(sn_l) <= G M *  pour tout k -> 1 et [~1 = It[ --< m. 

On observe qu'avec Ie ehangement de variables x ~ 2 x  (2>0) les optrateurs Po 
et P~,# restent inchangts, alors que a,,p, k est multiplite par )-k. On peut done, pour 
la dtmonstration du thtor~me 3, supposer la constante M dans (IV.4) aussi petite 
qu'il sera ntcessaire pour la suite. 

En eoordonntes polaires, l 'optrateur P~,~ devient, si Ic~l = []?1, 

Q~,#(o, Do, rD,); 
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c'est un polyn6me en Do et rD, ~ coefficients analytiques en 0 et ind6pendants de r. 
L'op~rateur P0, 6crit en coordonn6es polaires, devient: 

fr0/m-  
(IV.5) Qo(O, Do, rDr) = XT=oAj(O, Do) ~ Or J 

off Aj est un op6rateur diff6rentiel sur S.-1,  d'ordre <-j/~ coefficients analytiques. 
Si on d6signe par a~ le symbole principal de Aj d'ordre j ,  on a pour (0, q)ET~S,_I 
et ~ER 

(IV.6) qo(O, t/, ~) = ~ ' = 0  aj(O, ~1)(i~) m-~ 

off qo est la fonction d6finie dans l ' introduction et figurant dans (0.4). 
On d6finit de m~me, pour k entier ->1 et O<=j<-m, les op6rateurs Aj, k(O, Do) par 

m [ r O ]  m-j  
(IV.7) ~J,[=la ~_m a~,a,k(O)Q,,a( O, Do, rD,) = ~j=oAj,k(O, Do) [ Or ) ; 

A j, k est un op6rateur diff6rentiel sur S,-1 d'ordre =<j ~t coefficients analytiques. 
On peut supposer M < I  dans (IV.4); l 'op6rateur P s'6crit done au voisinage 

de B (boule unit6 ferm6e de R"), compte-tenu de 0V.5) et (IV.7), sous la forme 

[ r O ]  m-j  
m 0 [ra] - +ZL1 Do) t " (IV.8) P(x, D) --- Z)=oAj(  ,Do)l, OrJ 

Soit maintenant u E ~ ( B ) .  On pose 

(IV.9) Pu = v. 

On prend la transform6e de Mellin des deux membres de (IV.9) dans la direction 
radiale. I1 vient, en utilisant la d6composition (IV.8), et (1.3) et (I.4): 

[ (Am (0, Do) + Am_l (0, Do) z 4 - . . .  -~- A 0 (0) z m) ~l (z,  O) -{- 

(IV.10) / 22=1ZT=oAj,k( O, Oo)(z--k)m-JU( Z k,, O) = ~)(g, O) 
m-1C j 

/ + Z j = o  j(O)z. 

Les fonctions cj sont dans cs (S~_1) et d6pendent des traces de u sur S,-I ,  jusqu'/t 
l 'ordre m -  1. 

L'ellipticit6 de P0 dans le compl6mentaire de l'origine de R", implique que 
Ao(O) n'a pas de z6ros sur S,-1.  On pose alors 

[ Bj(O, Do) = --Agl(O)Aj(O, Do), 
BL k (0, Do) = -- Ag i (0) A j, k (0, DO), 

(IV.11) ] ~(z, 0) = Affl(O)O(z, 0), 

[ ej(o) = Ao~(O)cj(O). 
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L'6galit6 (IV.10) devient alors 

z m -- (B1 (0, Do) z m- 1 + . . .  + Bm (0, Do)) ~ (z, O) = 

(IV. 12) ~ (z, O) + Z~=~ Z j"=o B~, k (0, Do) (Z -- k ) " - s  ~t (z - k, O) 
m-1 -~ Zj=O cj(O) 2j' 

On va maintenant 6crire l'6quation (IV.12) sous forme d'un syst~me pseudo-dif- 
f6rentiel du premier ordre sur S,_ 1. 

On pose, pour cela, A = ( I - A o )  !1~ et on introduit les fonctions vectorielles: 

[a(z, 0) ] 
U(z,O) ~- [ A-12" (Z' 0) , 

(A-(m-1)zm-l~(z ,  O) 

[,oj 
Cj(z, O) = 0 

i 
A - ( " - l ) 6 j ( z ,  O) 

L'dquation (IV.12) devient 

(IV.13) 

avec 

( z -  d (o, Do)) U(z, O) ~- V(~, O) + ZL~  ~ ( o ,  Do)U(z- k, O) + 

+ Z[=~ Ek(O, Do) (z -- k) V ( z - k ,  O) + Z 7 2 2  Ci(O)zi 

l 
! A 0 ...... 0 ! 

0 A : 

A 

0 . . . . . . . . . . . . . . .  0 ] 

~ =  0 0 1' 
A-(~-I)B,,, ,k . . . .  A-C~-DBI, kAm-Ij  

/i .............. ~ / . . . . . . .  A-(m-1)Bo, k Am-1 
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Les matrices d et Nk sont des op6rateurs pseudo-diff6renfiels classiques d'ordre 
1 ; la matrice gk est un op6rateur pseudo-diff6rentiel d'ordre 0. II r6sulte de (IV.4), 
et de l'observafion qui la suit, qu'il existe M ' > 0  (qui peut &re aussi petit que 
n6cessaire) tel que pour tout sCR, il existe Cs v6rifiant 

(IV.14) 
{ }I~kl]a'(H:(S._O,H:-lfS._1)) "< C" M'k = $ , 

Ilekll~(H~<s._~),.~(s._o) <- C~ M'k. 

En particulier les srries dans (IV.13) convergent pour chaque U telle que, pour 
tout s~R 

z ~ I lU(z ,  O)l l .=(s ._~)  

est de croissance polyn6miale quand Re z tend vers - co, le long des droites Im z = 
= constante. 

On drsigne par ;L(0, r/) le symbole principal d'ordre 1 de A drfini sur T * S,_a, 
par bj(O, q) le symbole principal de Bj(O, Do). Le symbole principal d'ordre 1 de d 
est alors la matrice 

o ~(o, ~) o . . . . . .  o i 

] o o ~ (o, ,7) o 

a(0, r/) = i 2 (0, r/) j 

J . - < m - 1 ; b m ( O  , 17) . . . . . . .  ; . . . . . . .  b l ( O  , r])] 

det (z -a(O,  q)) = z : - b l ( O  , ~)z m - l -  
On a 

et compte-tenu de (IV.6) et (IV. 11), on obtient 

... --bin(O, rl), 

(IV.15) de t ( z -a (O,  ~)) = ao(O)-lqo(O, 0, - i z ) .  

Si F est le crne drfini par (0.4) on a donc aussi 

IV.16) F = U {valeurs propres de a(0, t/)}. 
( 0 ,  I1) ~ T * S  n -- 1~{0} 

L'ellipticit6 de P0 en dehors de !'origine montre, en particulier, que M est elliptique 
d'ordre 1 (i.e. a(O, 0) est inversible pour (0, ~/)E T* S,_1\{0}).  
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V. D~monstrations des Th~or~mes 1, 2 et 3 

(A) Ddmonstration du thdorOme 1 

Le thtor~me 1 rtsulte des lemmes (V.1) et (V.2) ci-dessous. 

Lemma V.1. Sous l'hypothkse (H1), si uE ~ (B), plate d l' origine (i.e. D 'u (0 )=0  
Y~EN n) et vdrifie Pou=0;  alors u = 0 .  

Ddmonstration. Par la transformation de Mellin et les techniques du paragraphe 
IV, on rtduit  l'6quation (IV.9) (avec ici P=Po et v--0) au systtme (IV.13). On 
obtieut alors, pour z dans la rtsolvante de d 

--1 m--1 (v.1) u(z, 0) = (Z j=o  cj(o)zO. 

Comme u est plate ~t l'origine, U(z, 0) est une fonction enti~re en z ~t valeur 
dans cg~(Sn=l). On va montrer qu'il existe C > 0  tel que l'on ait pour tout zEC 

(v.2) IIU(z, O)IIL <S._I) <-- C 0  + lzl)m-1; 

l'intgalit6 (V.2) montre alors que U est un polyn6me en z, et est donc identiquement 
nulle grace {t la remarque (I.1). 

Pour  montrer (V.2) on observe d'abord que, grRce A (I.12), pour tout kER, 
il existe Ck>0 v6rifiant 

llU(z, O)[Iz~(s,_o <- Ck(1 +lzl) m-1 pour Rez  <- k, 

il suffit alors de majorer U dans le demi-plan Re z>O. A l'aide des estimations 
(II.12) de la proposition (II.2) et (II.14) de la proposition (II.3), on peut appliquer 
le th6or~me de Phragm6n--Lindel6f (proposition (III.1) et estimation (III,5)) pour 
la fonction U(z, O) 6crite sous la forme (V.1) et les angles Oj<-argz<=Oj+l pour 
j - 0 ,  ..., l - 1 ,  o~ les nombres Oj sont donn6s dans l'hypoth~se (//1). On en d6duit 
alors (V.2) dans tout le plan complexe. 

Lemme V.2. Sous l'hypoth~se (H1), si uEfg~176 et PoU est analytique alors la 
sdrie formelle de u d l'origine est convergente. 

Dgmonstration. On pose Pu=v,  et on considbre les dtveloppements de  Taylor 
de u et v h l'origine dans la forme (I.5) 

u ~ Z L o  

v = Z~=o r%k(O) (sr convergente). 

I1 r6sulte de la proposition (1.2) qu'il existe M et C tels que l 'on ait pour tout k~N 

llvktlL~(S._~) ~= CM k. 
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On peut toujours supposer (quitte ~ faire une homoth6tie) que l'on ait M <  1. On a 
done (avee les notations du paragraphe IV) 

~(0) 
V(z, o) = Z L o  z - Z ,  

avec 
IIVkllL~(s,_l) --<-- G M  k pour tout kEN. 

Pour montrer le lemme, il suffit grfice ~t la proposition (1.2) que les r6sidus (Uk(O)) 
de U(z, O) aux points entiers z = k ,  v6rifient 

(V.3) IIUkllL~(S._x) ~ (]2 M'k pour tout kCN 

avec C2 et M '  ind6pendants de k. 
Pour ddmontrer (V.3) on pose 

0(z, 0) = sin (2nz). U(z, O) 

17"(z, 0) = sin (2nz) �9 V(z, 0), 

et on obtient ~t partir de (IV.13) (avee P=Po), en multipliant par sin (2icz) 

(V.4) U(z, 0) = ( z - d ) - ~ ( f ' ( z ,  O) + ~ _ ~  Cj(O)z j sin (2rcz)). 

Les fonetions 0 et I7" sont enti&es en z; on a 

(V.5) ~)(Ic, O) = (2~)Uk(O). 

La fonctiou 1~ est du type exponentielle 

(i.e. ][f'(z, O)][L~(S,_~) <= Ce 2~lzl pour tout z~.C). 

Comme dans la d6monstration du lemme (V. 1), on utilise le th6or$me de Phragm6n-- 
Lindel6f pour la fonction U, 6crite sous la forme (V.5), sur les angles Oj <= arg z <-Oj + 1, 
pour montrer l'existence de C" et C" v6rifiant 

(V.6) ][U(z, O)[[L~(S,_x) <= C'e c"l~l pour tout zEC, 

grfice fl (V.5), (V.3) r6sulte alors de (V.6), ce qui compl&e la d6monstration du 
lemme. 

(B) DJmonstration du th~orOme 2 

Soit d l'op6rateur pseudo-diff6rentiel d'ordre 1 d6fini dans le paragraphe IV, 
et assoei6 ~ Po. On d6montre d'abord. 

Lemme V.3. Sous l'hypothOse (Ha), il existe zoCC v6rifiant: Re Zo<0 et Zo est 
une valeur propre de d .  
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Ddmonstration. On raisonne par l'absurde et on suppose que ( z -~ r  est 
holomorphe dans {Re z<0}  ~t valeur dans .~e(L~(S.,O). 

D'autre part, il r6sulte de (Hx) (et du fait que / "  est sym&rique par rapport it 
l'origine) et de la proposition (II.3), que l 'on a 

(v.7) 

C 
< - ~  pour I I (z -  d)-~tle(,~,~s~ = 

zE {zEC, a rgz  = 0 j+ rc}u  zEC, ~ =< argz  -< 00+~z 
j=0 

e t  Iz[ assez grand, 

grace ~ (V.7) et (II.!2) on peut appliquer le th6or6me de Phragm6n--Lindel6f/ t  la 
fonction ( z , ~ )  -1 sur les angles 0 j + n ~ a r g  z<=Oi+l+rc et obtenir pour tout zEC, 
R e z < 0  et Iz] assez grand 

C' 
(V.8) II(z--d)-lll~(L~(s"-')) <---- Izl 

La derni6re partie de la proposition (II.3) et (V.8) entrainent donc que 

F n { z E C ,  R e z < 0 } = 0 .  

Comme F est sym6trique par rapport ~t l'origine on a F =0  ce qui est absurde, d'apr~s 
la d6finition de F. 

Fin de la dOmonstration du th~orkme 2 

Soient Zo donn6 par le lemme (V,3) et  U ~ ( ~ ( S n _ l ) )  m v6rifiant 

U r  et ( z o - d ) U = O  (unte l  Uexiste), 

I1 r6sulte de la forme de la matrice d que l 'on a 

] 
I.zg '-1 A - (m-l) uo (0) 

avec u0 E cg= (S,_ 1) et v4rifiant 

(v.9) (A,,(O, Do)+A,,_l(O, Do)zo+... +Ao(O)z'~)uo(O) = 0 et u0 ~ 0. 
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On note x=rO et on pose 
f (x)  = rZouo(O). 

La fonction f est ~= dans R" \{0}  et on a, grace h (V.9) (et (IV.5)), 

(V.lO) Po(x, D)f(x) = 0 dans R"\{O}. 

Soit F une distribution dans R" dont  la restriction ~t R" \{0}  e s t f  (une telle distribu- 
tion existe!). On a donc, au sens des distributions dans R", 

(v. 11) Po (x, D) F = Z I~I ~-N c~ D~ 6 

avec e, CC et NCN (6 est la masse de Dirac ~t !'origine de R"). 
Soit Eu l'espace de routes les distributions gt support l'origine, de la forme 

~1,1~_~ d,D'6 avec d, CC. EN est de dimension finie et Po est un op6rateur lin6aire 
dans EN; on distingue alors deux cas: 

(i) Po est bijectif dans EN; dans ce eas, il rdsulte de (V. 11) que 1'on peut modifier 
F par addition d 'un dldment de E N et on obtient une distribution T non cg,* vdrifiant 
PoT= 0 darts R". 

(ii) Po n'est pas bijeetif dans Eu; dans ce cas il existe T~EN, Tr  vdrifiant 

P o T = O  dans R ". 

Ceci ach6ve la d6monstration du thdorbme 2. 

(C) Ddmonstration du thOorOme 3 

La ddmonstration de ce thdor~me est similaire ~ celle du thdor~me 2; elle est 
plus technique du fair de la forme plus complexe de P. Le thdor~me 3 rdsulte des 
lemmes (V,4) et (V.5) ci-dessous. 

LemmeV.4.  Sous l'hypothOse (H~), si uECg=(B), plate d l'origine et vHifie 
Pu--O, alors u=--O. 

D~monstration. On r6duit l 'dquafion (IV.9) avec v=0 ,  au syst~me (IV.13). On 
obtient alors pour z dans la rdsolvante de d 

V(z, O) ~ (z--d)- l (~ak=l ~kV(z--k ,  O ) + S k ( z - k ) U ( z - k ,  o)+ z ~ . ~  c j (o)#  ). 

(V.12) 
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On peut supposer que la constante M" figurant dans (IV.14) est -<1/3. I1 r6sulte 
alors de (V.12) et (II.12), que pour tout e > 0  et zEUjcNDj: 

IIf(z, O)llL,(S._~) <- C~elZl"-~+o'~ (Z~=I (1/3) ~ IIU(z- k, 0)llL~(s._~)+ 
(V.13) 

+ Z~=I  (1/3) k I IU(z-k,  0)[IL~(S,_x)(IZ[ + k) + (1 + Izl)m--1), 

la constante C~ d6pendant de ~ mais est ind6pendante de z. 
On utilise les in6galit6s suivantes 

(1 + Izl) ~-1 -< C~'e I=1''~, 

k(1/3) k -< (1/2)* pour tout kEN, 

IIU(z,O)IIL~(S._I) -< C(l+[zl )  ~-1 pour Rez  -< 0, 

.~=j+l 2 k []U(z--k, 0)HL,(R,_ 0 < C X L j +  1 1+ [z-/c]) "-1 < 

k m  - -  1 1 

-<2~-1cz,7=1 2--T+C2m'l(l+Izl)m-lZLl~ pour zEDj (j~N); 

et on obtient h partir de  (V.13) avec 6ventuellement une autre constante C: 

(v.14) IIU(z,O)IIL~<S._~) CJ:I"-:+:(1 J 

On montre maintenant, par r6currence sur j ,  que pour tout e > 0  il existe K~ = 
=K- >I  v6rifiant pour tout zEDj 

(V.15) ][U(z, O)llL~(S._~) -< KJ + l e~(Z), 

avec 
J)(z) = ]zln-l+" + ]z-- 11"-1+"+ ... + ]z--j[ "-1+~. 

D'apr~s (V.14), (V.15) a lieu pour j = 0  pourvu que K=>C~. On suppose maintenant 
que (V.15) a lieu jusqu'~ l 'ordre j et on la v6rifie pour j + l .  

Pour zEDj+I, on a d'apr6s (V.14) et l'hypoth~se de r6currence 

IIU(z, O)llL~<s~_~) ~ C.e Izl"-~§ (1 4_ x; j+l  -~k KJ-k+ZeSJ-~+~("-k)) 
- -  ~ .,/-a k = l  �9 

Comme on a pour 1 <- k - < j +  1 

elzl'*-~+~ gj,k+2efs-t,+l(z-k) ~ gJ+lef.i+l(z), 

vient pour  zCDj+I 

llU(z, 0)llL~(s._l) -< C~(1 +KJ+l)e~J+l(z), 

et on obtient bien (V.15) pour zEDj+ 1 p0urvu que 2C~<=K. 
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Comme pour zEDj  on a 

j <-- Izl et fAz)  ~ Izl"-l+=+jlzl"-l+~ <= lzl"-l+~+lzj "§ 

on en ddduit de (V.15) que pour  tout e>O il existe C, v6rifiant 

(V.16) [lU(z, 0)[IL~(s,_l) <= C~e I~L"+~ pour  zE U D!. 
jCN 

On va maintenant montrer  que pour tout V voisinage convexe conique de/~ 
dans {Re z>0}  il existe L > 0  telle que 

(V.17) ]lU(z, 0)[[L~ <= L(1 + z ) ' - ~  pour  z({ V. 

On sait d 'abord  que (V.17) est vraie avec un L convenable pour Re z<=0. On 
salt aussi que pour Re z ~ 0 ,  z~ V e t  [z[ assez grand on a (II.14) et (II.15); on obtient 
alors de (V.12) pour  R e z ~ 0  et z ~ V :  

(V.18) ]If(z, O)][L2(S,_I) <-- LI((1 -t- zl)m-X+ZX<=k<Rez ak l lU(z -k ,  0)IIL~) 

off a est arbitrairement petit (apr6s homoth6tie) et La ind6pendant de a. 
On suppose maintenant que (V.17) est vraie pour Re z<-j ( j~N) ,  z~ Ve t  on la 

d6montre pour Re z<~j+l, z r  V. On a. pour  Re z<=j+l, z~ V, en utilisant (V.18) et 
l 'hypothbse de r6currence 

IIU(z, 0)IIL~ <= L~((1 + [zl) m-x + Z16k<Re ~akL( 1 + ,z - k]) m-~) <-- (1 + ]zl)m-lLl(1 q- 2aL), 

on obtient bien (V.17) pourvu que a <  1/2L~ et L>-La(1--2aL~) -~. 
Grace ~ (V.16) et (V.17), on peut appliquer le th6or~me de Phragm6n--Lin-  

del6f pour  la fonction U(z, O) sur l'angle V (voisinage de/~+) dont on peut supposer 
l 'ouverture <~/n grace tt l 'hypothbse (//2); on obtient pour une constante C > 0  

IIU(z,O)ll <= C( l+]z l )  m-~ pour  tout z6C,  

ce qui implique U = 0  et achbve la d6monstration du lemme (V.4). 

Lemme V.5. Sous l'hypothkse (//2), si u6 r (B) et Pu est analytique, alors la 
sdrie formelle de u & l'origine est convergente. 

Dkmonstration. La d6monstration de ce lemme suit de prbs celle du lemme (V.2) 
et utilise les raisonnements par  r6currence de la d6monstration du lemme (V.4); 
nous la donnons tr6s succintement. 

On pose Pu=v  et on r6duit cette 6quation au systbme (IV.13). 
On montre d 'abord,  comme dans la d6monstration du lemme (V.4), par recur- 

rence, que l 'on a (V.16). Pour se ramener ~t des fonctions entibres, on pose 

U(z, O) - sin (2~zz)U(z, 0), 

l~(z, O) = sin (2rcz) V(z, 0). 
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La fonction U(z, 0) v6rifie aussi (V.16) (avee 0 A la place de U). On obtient/t partir 
de (IV. 13) 

U(Z, 0) (Z -- ~ ) -  l(~Z(Z, m-1 Zj = 0)+Z~=0 C~(O) sin(2rcz)+ 
(v.19) 

+ Z L 1  e ,  D(z -  it, 0) + e~(z ,  k) D(z-/c, 0)). 

Soit V un voisinage conique convexe de F+ d'ouverture <n/n. Par un raisonne- 
ment similaire/t celui utilis6 pour d6montrer (V.18), on montre /t partir de (V.19) 
que l 'on a, pour Re z > 0  et z~ V 

(V.20) IIU(z, O)llL~(S~_O = t l ( ( lq -  z )  m-le2=~Imzl + 3 "  a k < ~l~_k<Rez IIU(z-k, 0)[IL0, 

avec 0 < a < l / 2  et L~ ind6pendants de a. Par un raisonnement similaire ~t celui 
utilis6 pour d6montrer (V.17) /t partir de (V.18), on montre que l 'on a, /t partir 
de (V.20) 

(V.21) IIU(z, 0)llL2(s,_~) <: L( l+lz l )m- le  ~=l~m~l pour z([V. 

Grfice/t (V.16) pour 0,  et (V.21), on peut utiliser le th6or6me de Phragm6n--Lin- 
del6f pour conclure que (V.6) a lieu, ee qui termine, grace/t la proposition (I.2), 
la d6monstration du lemme. 

Appendice 

On d~montre ici le r~sultat suivant: 

Proposition A.1. 1l existe Po de la forme (0.1), avec m =  1 et n = 2  (elliptique 
dans R2~{O}), et une fonction f analytique au voisinage de 0 clans R 2, tels que l'6quation 

(A.1) Pou = f 

admette une solution s6rie formelle u, unique d l'addition d'une constante prks; de 
plus cette sgrie u est divergente. 

D~monstration. On cherche Po sous la forme: 

(A.2) Po = a11x1Dxl + a12xlDx~ + a2tx2 Dx~ + a22x2Dx2, 

ce qui peut encore s'6crire en notation matricielle, 

) 
o/1 A est la matrice/t coefficients complexes 

j ail a12] 
a2~ a~) 
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L'ellipticit6 de Po en dehors de R 2 s'dcrit alors: 

{ P ~ 1 7 6  i41} x=(xl'x2)ER2\{O} e t t o u t  ~ =(~1,~2)ER2\{0},  

(A.4) (xix~)A ~2 ~ 0 

o~ encore 

Pour tout ~ER2\{0} lesvecteurs (ReA)~ et (ImA)~ sont 
(A.5) 

lin6airement ind6pendants. 

I1 est clair que (A.5) est 6quivalente ~t: 

(A,6) Pour tout (e,/~)CR~\{0}, d e t ( e R e A + / ~ I m A )  r 0. 

La condition (A.6)implique en particulier que A ne peut pas ~tre choisie 
diagonale. Comme on veut r6soudre (A.1) dans les s6ries formelles /t coefficients 
complexes, on peut faire des changements de variables lin6aires complexes. Si B 
est une matrice carr6e du type (2, 2) / t  coefficients complexes et si on pose y=Bx, 
l'op6rateur P0 devient dans les variables Yl et Y2 

= (y~, y~) ((w)-~A w) D,~ 

Si A est diagonalisable, on peut donc choisir B telle que l 'on ait 

(A.7) ~ = 21y1Dj, x + 2~y2D,~ 

off 21 et 23 sont les valeurs propres de A. On choisit maintenant A en prenant 

(A.8) A =  is - - 1 - e  

avec ~ >0  &ant it choisir ult6rieurement. 
La condition d'ellipticit6 (A.6) est v6rifi6e puisque det (~ Re A + / ~ I m A ) =  

=--(cr 2) est strictement n6gatif pour 5>0 et (~, fl)ERe\{0}. 
On d6signe par 21(~) e t  22(~) les valeurs propres de A; elles sont r6elles, et 

distinctes pour 8 assez petit. On peut supposer que l 'on a 

(A.9) r/(e) = 2~(e.___~)) - 1 pour tout ~ > 0 assez petit. '~1 (~) < 

on note que r/ est une fonction continue en e et que ~ / ( 0 ) = -  1. 
On choisit f telle que, apr~s le changement de variables Bx=y, f s'6crive darts 

les coordonn6es y 

(A.10) ~ ( y )  = - i Zu ,~N,  ~+~o YfY~. 
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On cherche une s6rie formelle 

uu, vYlY2 
satisfaisant 

(AAD 

On peut alors prendre Uo, 0 arbitraire, et on doit avoir 

(A.12) (21# + 22 v) u,, ~ = 1 pour  tout (#, v)CN~\{0}. 

on a besoin du lemme suivant: 

Lemme h.1.  II existe un nombre irrationne! Q > i aussi voisin que l'on veut de 
1, et une suite de nombres rationnels I~flvj (Its, vjEN, vs#O) diffdrents deux d deux 
et vdrifiant 

(A.13) Q # i  <= 2-o,j+~)~ pour tout jEN.  
vj 

La continuit6 de ~/(e) et (A.9) ainsi que le lemme (A.1), permet de choisir s > 0  
tel que 

'h(s) (~)=~1(~) - e  
off 0 satisfait (A.13). 

Les coefficients u,, ,  pour (/~, v)~N~\{0} sont alors d6termin6s grace /t (A.12) 
d'une maniSre unique, et on a en particulier 

1 
u, , . ,  pour tout :EN 

2a vy t vj / 

On obtient donc, grace ~t (A. 13), 

1 2(gs+vA ~ 
[u~J'~Jt -~ 1211 ~#j+v-- pour tout  jEN,  

ce qui montre bien que la s6rie formelle ~ est divergente et termine la d6monstration 
de la proposition (A.1). 

La d6monstration du lemme (A.1) est 616mentaire, n6anmoins nous la don- 
nons ici. 
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Ddmonstration du lemme A.1 

On 6erit le d6veloppement binaire de 0 sous la forme 

O : ZT=O 2-f(J)" 

On cherche done une application f de N dans N strictement croissante avee f (0 )=0 ,  
Comme on a 

0 < 0 - 1  N21-f(1), 

il suffit de prendref(1)  assez grand pour que Q soit aussi voisin de 1 que l 'on d6sire. 
On construit f ( j )  par r6currence sur j. On pose pour jEN  

~ = 0  2-f(k) = P__Z (fraction irr6ductible). 
vj 

On suppose que f(k) a 6t6 choisi pour k = 0 ,  . . . , j  pour satisfaire 

0 < Q - - # k  ~2_(~+v~)2 pour k = 0  . . . .  , j - - 1 .  
Vk 

on choisit maintenant f ( j +  1) satisfaisant 

(A.14) f ( j +  1) => ( j +  1) z 

(A.15) f ( j +  1) ~ (/~j+vj)2+ 1 

on a bien grace/~ (A. 15) 

0 "< Q ] A j  ~ 21_f(j+1 ) ~ 2_(t~j+vj)z. 
Vy 

La condition (A.14) implique que le d6veloppement binaire de O est non p6riodique 
et done que 0 est irrationnel 
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