
Un probl6me de cohomologie relative 
J. Vey 

introduction 

Je me propose d'6tablir le r6sultat suivant: 

Th~or~me L Soit G u n  groupe algObrique r~ductif sur C, connexe, operant 
lin~airement sur un espace vectoriel E fini sur C. Soit f2* le complexe des germes 
de formes diff~rentielles holomorphes sur E dz l'origine, et J *  l'id~al diff~rentiel de 
f2* engendr~ par les dJff&entielles df~, ..., df, d'un certain nombre de polyn6mes sur 
E, f~, . .- , fr ,  homog~nes et invariants par G. Le morphisme 

( a* )~ / ( J* )  ~ - -  ~ * / J *  

induit un isomorphisme des cohomologies. 

On a not6, comme ~ l'ordinaire, ( ) a l e  foncteur ~ invariants par G >>. Par  
ailleurs, la preuve fournira un 6nonc6 ~ global >): soit K un sous-groupe compact  
maximal de G, []. [[ une norme hermitienne sur E invariante par  K, et pour  r > 0 ,  
Q* l 'espace des formes diff6rentielles holomorphes dans la boule I]x][ < r ,  et dont 
les coefficients sont L 2 sur [[x[[~r; alors dans l 'assertion du th6or~me, on peut  
substituer f2* ~ f2*, et J *  c~f2, h J * .  

La motivation initiale de cette entreprise 6tait d 'obtenir  une preuve aussi peu 
conceptuelle que possible du th6or~me suivant: 

Th6or~me 2. Soit f une forme quadratique non d~g~n&Oe sur un espace veetoriel 
E de dimension finie n sur C, et f2* le complexe des germes Zt l'origine de formes 
diff~rentielles holomorphes sur E. Soit J *  l'iddal diffdrentiel de f2* engendr~ par df. 
Alors 

1 ~ Hq(f2*/J *)=0 pour l<=q<n--1. 

2 ~ Uneforme ~Eg? "-1, fermde modulo J* ,  est exacte modulo J *  si et seule- 
ment si ses restrictions (~videmment fermdes) aux hypersurfaces f - a  (t), t E C non nul 
el assez petit, sont toutes exactes. 
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3 ~ Une forme ~E f2" est exacte modulo Y* si et seulement si elle est nulle d 

l'  origine. 
Cet 6nonc6 n'est qu'un cas particulier, et particuli6rement simple, d 'un th6or6me 

capital sur les singularit6s isol6es d6montr6 par E. Brieskorn ([4]). Ici, par un 
changement de coordonn6es lin6aires, nous pouvons supposer f = ~ x ~ ;  on se 
rappellera que la quadrique complexe f - l ( t ) ,  t # 0 ,  se r6tracte par d6formation sur 
la (n-1)-sph6re r6elle 

F(t)  = {xEC": f ( x )  -~ t, et tous les  x j t  -1/' sont r6els} 

ce qui fair qu'une forme ~E f2 "-1, ferm6e modulo J* ,  est exacte modulo J *  si 
les int6grales 

f F(t) ~ 
sont nuUes pour t # 0  voisin de z6ro. Noter qu'on peut consid6rer H*(f2*/J*) 
comme un module sur l ' a l#bre  C {t } en faisant op6rer t sur une forme, ou sur sa 
classe, comme multiplication par f (x) :  alors H"-X(O*/J  *) est un C {t }-module 
libre de rang 1, comme on va le  voir. 

Pour d6duire ce th6or6me du th6or~me 1, on utilise le groupe SO (n, C). 
Recensons les les formes invariantes par ce groupe: parmi elles figurent df, une 
base o) de A"E*, et Ia forme y que les g6om~tres riemanniens noteraient , df: 

7 = ~ ( -  1)~xi dxl A . . .  ~... A dx , .  

Lemme 1. Les formes diffdrentielles de degr8 >0  invariantes par SO (n, C) for- 

ment un C {f} module libre de base df, 7, o~. 

Combin6 au th6orSme 1, ce lemme fournit aussit6t le th6or6me 2. Pour l'6tablir, 
on a besoin de quelques r6sultats classiques (cf. [3], section 5.7): 

a) En rant que SO (n, C)-module, S " E *  se d6compose 

SInE * = Hm@ fHm-2@ f2Hm-4@ ... 

off H m d6signe l'espace des polyn6mes homog~nes de degr6 m, harmoniques; 
H m est un SO (n, C)-module irr6ductible. 

b) Les puissances ext6rieures APE sont irr6ductibles. 
c) Les seuls isomorphismes entre les modules irr6ductibles pr6c6dents sont: 

AVE ~ A"-P E 

H 1 = E* ~ E = A l E  ~- A"- IE .  

D6terminons a lors .  (SmE*|176 SINE*): il r6sulte des 
rapplels pr6c6dents que cet espace est nul, sauf s i p  = 1, n -  1 ou n (et si l 'on veut, 
p=0) ,  m devant ~tre impair dans les deux premiers cas, pair dans le troisi6me; il 
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est alors de dimension 1, engendr6 par 

f~m-~/~df, f~.-1)/~r, fm/~o~ 

respectivement. Si maintenant ~EO "-~ est SO (n, C)-invariante, on la decompose 
en s6fie de Taylor: les composantes homog6nes devront 8tre invariantes, et l 'observa- 
tion ci-dessus conclut aussit6t. 

Section 1 

Soit g une alg6bre de Lie, op6rant sur un espace vectoriel M par une repr6senta- 
tion lin6aire O. J'appellerai divisibles les vecteurs de M susceptibles d'une 6criture 

Z o(x,)m~ 

mi~M,X~Eg; ils constituent un sous-g-module not6 gM. Si M estr6ductifsous g, 
il est classique que 

M = M a ~ g M  

M s d6signant les invariants; nous allons devoir le red6montrer dans la suite. Cela 
dit, le coeur de l 'argument est Ia proposition suivante: 

Proposition 1. Soit G un groupe algdbrique r~duetif sur C, K un sous-groupe 
compact maximal, g l'algkbre de Lie de G, (Ei)l~_~_a une base de g. Soit M un 
G-module, fini sur C, dquipd d'une norme hermitienne invariante par K. Tout dl~ment 
u de gM peut s~erire 

avec des veeteurs viE M vgrifiant les inggaBt~s 

IIvill ~ Cllull 

o~ la eonstante C ddpend de G, de K, du choix de la base (E~), mais reste in- 
d~pendante du module M. 

Avant d'engager la preuve, faisons une observation tr6s simple: 

Lemme 2. Hypotheses de la proposition 1. Soit T u n  tore maximal de K, Z et 
Z' deux earaet&es multiplicatifs distincts sur T. Les espaces propres M z et M z, 
correspondants sont orthogonaux. 

Par d6finition, M x est l'espace des u ~ M  tels que pour tout tCT, 

t .  u = z ( t ) u .  
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Soit uEM z , u ' E M  z,: pour tout tET, o n a  

(u, u') --- (tu, tu') = z( t )z ' ( t ) (u ,  u') = X(t)Z'( t)- l(u,  u') 

(la derni6re 6galit6 exploite le fait que T 6tant compact, les caract6res prennent des 
valeurs de module 1). Puisque Z et Z' sont distincts, Z(t )z ' ( t )  -1 est diff6rent de 1 
presque partout, et done u et u' sont orthogonaux, cqfd. 

Premier temps: On suppose G semi-simple, et M irrdductible, non trivial. 

Si l 'on se donne un tore maximal T dans K, on d6finit une sous-alg6bre de Car- 
tan 1)---t |  de 9, dans laquelle va apparaRre un syst6me de racines R; et si 
l 'on se donne un ordre sur R, M va ~tre caractdris6 par son poids dominant It, 
qui sera un  point de la chambre fondamentale C = C ( T ,  R ordonn6). Ces choix ne 
sont pas univoques; mais les th6or6mes classiques de conjugaison font que la longueur 
de It, calcul6e avec la restriction de la forme de Killing ~ b (ou plut6t h b*), est 
la m~me ind6pendamment du choix de T et de l 'ordre sur les racines. 

Lemme 3. Soit EEg. La norme de l'opdrateur O(E) est rnajorde par Cxlitl, 
of~ la constante C1 d~pend de G, de K, de E, mais est inddpendante de ~t (c'est-ft- 
dire de M) .  

Preuve du lemme. Puisque (classiquement) ~ est la complexifide de ~, l'alg6bre 
de Lie (r6elle) de K, on peut supposer EEL Nous pouvons alors inclure le groupe 
�9 ~ un param6tre exp tE, tER, dans un tore maximal T de K. Ddcomposons M 
relativement aux poids de la sous-alg6bre de Cartan t | C =-I): 

M - -  e M ~ .  

cette ddcomposition est orthogonale (lemme 2: les poids de b sont les logarithmes 
des caract6res de T), stable par 0(E);  et cet op6rateur se r6duit sur M;~ ~t la 
multiplication par (2, E). Done 

It0(E)ll -- sup 144, E)I ~ sup 11,~1[ �9 IIEll -- Ilitll" [IEII 
cqfd. 

Introduisons maintenant l 'op6rateur de Casimir Y de 9. Soit (E~)l~ad la 
base de ~ duale de (E~) par rapport  ~ Ia forme de Killing: 

B(E~,  E i) = 1, B(Ei, E J) = 0 pour  i r j 

et dans l'alg6bre enveloppante 
F = 7_~l<=~a El El 

c'est un 616ment central, qui d'ailleurs ne d6pend pas du choix de la base (Et); sur 
le module irr6ductible M, il va done op6rer par un scalaire, qui voici: 
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(cf. [2] p. 247; 26 est la somme des racines positives). Cela 6tant, soit uEM: 

1 / 1 / 
u -- (# , /*+26)  Fu = Zl<=i~=dO(Ei )  (/*, /*+26) O(E')u 

formule qui montre d 'abord  que M =  gM. Posons 

1 
vl = (p , /*+23)  O(Ei)u 

observons que /* et 6 se t rouvant  dans la chambre fondamentale, qui est un c6ne 
convexe ~ aillant, il existe une constante C2>0 telle que 

(/*,/ ,+26) > C211/*11 ~ 

et enfin soit Ca le maximum des constantes C1 du lemme 3 appliqu6 aux vecteurs 
E 1 . . . . .  E d. Nous aurons les majorations: 

tlv,]l <-- c~-~ll/*ll-2C311/*ll Ilull <-- c411/*l[-~llull 

( p e s t  non nul, puisque M est non trivial); et la derni6re majoration peut s'affaiblir en 

IIv,[I <= CsIlull 

ce qui est la conclusion de la proposition 1. (On verra au troisi6me et au quatri6me 
temps les raisons techniques qui motivent cet affaiblissement; mais il est assez 
frappant que la division se fasse d 'autant  mieux que le module est plus compliqu6). 

Deuxi~me temps: G est suppos~ semi-simple, et M isotypique, non trivial. 

Ainsi M est la somme directe de l exemplaires d 'un module N irr6ductible 
non trivial. Observons d 'abord qu 'on peut effectuer une d6composition 

M = N ~ + N 2 + . . . + N ,  

orthogonaie, chaque facteur Nj 6tant isomorphe ~ N (on choisit N~ arbitrairement: 
son orthogonal est un sous-espace complexe invariant par K, donc par G (com- 
plexifi~ de K);  on prend alors N2cN~,  etc.) Soit uEM: 

u = u ~ + . . . + u t ,  ujENj.  

D'apr~s le premier temps, chaque uj s'6crit 

uj= Y~l<_,<=dO(E3v,j, vgj~Nj, tlv,jll <= C~llujll 
donc en posant  

1) i ~-- Z l < = j ~ l  Vij 
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on aura 
U = 21~i<=d O(Ei )v  i 

livill ~ = ~ l=<j_~r  IJvull ~ -<- C~Zl~j~t ilui}l ~ = C~l lul l  2 

~oit Ilvill <-- Csi lui l ,  comme voulu.  

Troisi~me temps: on suppose G semi-simple, et M quelconque. 

Le module M se d6compose de faqon unique en somme directe de ses com- 
posantes isotypiques, et il r6sulte du lemme 4 ci-dessous que cette d~eomposition est 
orthogonale. Parmi les composantes isotypiques figure M s, le sous-espace des 
invariants; si on note M '  la somme des autres composantes isotypiques, les m~mes 
6critures qu'au temps pr6c6dent montreront que tout uEM" s'6erit 

U -:  ~al<-_i~_d O(Ei )v i ,  Ilvill -<- Callul[ 

en particulier, gM = M' ,  M = M ~ @tiM. 

Lemme 4. Soit N e t  N" deux G-modules, finis sur C, irrJductibles et non iso- 
morphes. I1 n'y a pas de forme sesquilinJaire 

h: N X N "  --, C 

invariante par K et non identiquement nulle. 

Choisissons un tore maximal T c K ,  et un ordre sur les racines de la sous- 
alg6bre de Caftan I)=f  |  effectuons la d6composition de N e t  N" suivant les 
poids de I): 

N = + N ~  N ' = @ N ' ~  

enfin soient p et # '  les poids dominants de N et N ' :  ils sont p a r  hypoth6se 
distincts; disons g>f t ' .  On voit comme au lemme 2 que si 2#2" ,  N~ est orthogonal 
~t N~,. I1 en r6sulte que N~ est orthogonal ~t N" entier. Consid6rons le sous- 
espace complexe ( N ' ) •  il ne se r6duit pas ~t 0, il est invariant par K, done 
par G: c'est done N entier, ce qtfi prouve que h=0 .  

Quatri6me temps: G rdductif, M quelconque. 

On part de la d6composition classique 

g = 3@g' 

est le centre, et g" l'id6al d6riv6; noter que 3 n f  est le centre de f, et f l ' n f  
son id6al d6riv& Soit //1 . . . . .  Hi une base de ~ telle que 

( l )  exp iH~ = exp iHz . . . . .  exp iH  l = 1. 
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On effectue Ia d6composition de M suivant les poids de 3: 

M = q ~ M z  

elle est orthogonale (lemme 2); la condition (1) implique que les valeurs propres 
(2, Hi) sont toutes enti6res. 

Soit maintenant uEfM,  et ux sa projection sur Mx. Pour 2 ~0 ,  il existe un 
vecteur Hj  tel que (2, H i ) # 0 ;  alors 

1 
u~ = o(~j) ~ u~. 

avec, puisque (2, Hi) est un entier, 

Quant ~t la composante u0, on note que M0 est un g'-module, et on v~rifie sans 
difficult~ que uEgM si et seulement si uoEg'Mo; apr6s quoi on fait jouer le r~sultat 
du troisicme temps. 

D'ailleurs on n'atteint la conc]usion de la proposition 1 qu'~ supposer la base 
(Ei) adapt6e ~t la d6composition ~ |  il reste ~t s'affranchir de cette restriction, 
ce qui est trivial. 

Section 2 

Proposition 2. Soit G un groupe algdbrique complexe rdductif, et E, F deux 
G-modules, finis sur C. Soit ~= l'espace des germes ~ l'origine de fonctions holo- 
morphes sur E ~ valeurs dam F; G e t  son algdbre de Lie g opdrent sur ~.  Con- 
venons de dire qu'un germe fE  ~J: est analytiquement (rsp. formellement) divisible par 
9 si on peut l'~crire comme une somme finie 

f = Z O(X,)g, 

avec XiEfl, g i E ~  (rsp. avec des gi fonctions formelles sur E ?l valeurs clans 17). 
Un germe formellement divisible est analytiquement divisible. 

Deux annexes pr6cisent cet 6nonc6. 

Annexe 1. Soit K un sous-groupe compact maximal de G, et ][ �9 II une norme 
hermitienne sur E, invariante par K. Pour r>0 ,  soit ~ l'espace des fonctions d 
valeurs Clans F, de Carrd sommable sur la boule I[x[[ <-r, et holomorphes d l'int~rieur. 
Si la fonction fE  ~ est formellement divisible, elle s'~crit 

f : ~ O(Xi)gi 
avec des XiEg , et des g i E ~ .  
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Annexe 2. Si les composantes hornogJnes du ddveloppement de Taylor de fE ~ 
(ou ~t un ~ , ,  r>O) vdrifient une condition lin~aire et invariante par G, on peut astreindre 
les composantes des gi gt en faire autant. 

La d6monstration va viser l 'annexe 1. On choisit un sous-groupe K compact  
maximal dans G, et des produits hilbertiens ( )E, ( )F sur E et F invariants 
par K; enfin on fixe r > 0 .  Sur ~ ,  on utilise le produit hilbertien 

( f ,  g)~ = ( f (x ) ,  g(x)) r  dm 

dm est la mesure de Lebesgue sur E. La premiere chose h observer, c'est que si f 
et g sont des polyn6mes homog~nes de degr6 diff6rent (/t valeurs dans F), ils sont 
orthogonaux (on le voit en faisant dans l'int6grale le changement de variable x ' =  ex, 
I~[=l,  qui pr6serve la mesure din). I1 en r6sulte que si f E ~ ,  et si 

f = Y ~ o f ~  f ~  smE*| 

est son d6veloppement de Taylor, alors Z [if~]]~ -( + ~o. A l'inverse, si l 'on se donne 
une suite de polyn6mes 

f ~ E S ~ E * |  
tels que la s6rie 

~ '  [tfmll 2 < +~o 

alors la s6rie z ~ f ,  converge au sens L 2 sur la boule Itxll~r, et par cons6quent, 
puisqu'il s 'agit de fonctions holomorphes,  converge uniform6ment sur tout com- 

pact dans la boule Itxtl < r  (utiliser une repr6sentation int6grale). 
Supposons/ l  pr6sent la fonction f E ~  formellement divisible. Cela signifie que 

les composantes de son d6veloppement de Taylor 

f = 2m>_ofm, free SmE*@F 

sont divisibles par g. Soit (~)1<=~<=,, une base de g. La proposition 1 permet 
d'6crire pour tout rn=~0 

fm = 21~i<_d O(Ei)gi ,  m 

avec des gI , , ,CSmE*~F v6rifiant 

][g,,mll, <= Cllfml], 

ofa la eonstante C ne d{pend pas de rn. I1 est clair d6s lors que les fonctions 

gi --~ 2m>_O gl, m (1 ~- i <- d) 

appartiennent /l ~ ,  et que 

f = .~<=,<_d O(E~)g, 
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ce qui prouve que f est analytiquement divisible. S'il se trouvait d'autre part que 
les composantes fm appartinssent ~t de certains sous-G-modules Mm~SmE * | 
il est 6vident qu'on pourrait astreindre les gi,,, ~t en faire autant: c'est l'assertion 
de l'annexe 2. 

Proposition 3. Gardons les hypotheses de la proposition 2 (rsp. de son annexe 1). 
Toute fonction fEg~ (rsp. f E E ,  r>O) s'dcrit de fa~on unique 

f = f ' + f "  

avec f"  et f "  clans ~ (rsp. clans ~ ) ,  f"  dtant invariante par g, et f "  divisible 
par g (ie. f " Eg f f ,  rsp. f " E g ~ ) .  

Partons du d6veloppement de Taylor de f :  chaque composante fm se d6com- 
pose de fa~on unique en 

fm=f~,+fm fm,f~,ESmE*QF. 

A cause de l'orthogonalit6 des composantes isotypiques (cf. le troisi6me temps dans 
la preuve de la proposition 1), 

I[f~[Ir <-- ]lfm[lr --> [lf~llr 

et par cons6quent les s6ries enti6res 

f ' :  s  Zf2 

d~finissent des 616ments de ~ , ,  d6s que f E ~ , .  Trivialement, f '  est invariante 
par g; quant A f " ,  elle est formellement divisible, et donc analytiquement divisible. 

Section 3 

Nous pouvons ~ pr6sent d6montrer commod6ment le th6or6me 1. Commen~ons 
par l'injectivit6 de la fl6che 

H* ((~*)~/(J*)~) -- H* (a*/J*).  

En d'autres termes, nous avons une forme a invariante par G, dont la diff6rentielle 
dg tombe dans J* ,  et que nous supposons pouvoir s'6crire 

(1) ~ = d T + O ,  7EO*, 6E J *  

il s'agit de trouver une 6criture analogue, mais avec 7 et 6 invariantes par G. 
Partons des d6compositions de la proposition 3 (une forme diff~rentielle est une 
fonction ~t Valeurs dans A'E*) :  

7 = ~ ' + ~ "  6 = 6 " + Y '  
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avec y', ~' invariantes, et ~", ~" divisibles par  9 (Noter que puisque G est con- 
nexe, invariance par G ou par ~ coincident). La relation (1) devient 

a - d T ' - 6 "  = d7"+6" 

d'o/l l 'on conclut par unicit6 que a = d g ' + a ' ,  comme voulu. (*) (On observera que 
les propositions 1 et 2 ne sont pas vraiment intervenues car il suffit dans l 'argument 
de savoir que ~" et 8" sont formellement divisibles.) 

Passons ~t la surjectivit6. Cette lois, on se donne une forme ~EI2*, dont  la 
diff&entielle dTEa e*, et on doit produire deux formes ~t'E(f2*) a e t  flEf2* telles que 

(2) = - ~ ' - d , S E  J * .  

Nous partons ~t nouveau de la d6composition de la proposition 3: 

avec ct" invariante, et ~" divisible: 

avec (Ei)lai~_e une base de g, et des flier2*. Soit 

M,,, c SInE * |  

le sous-G-module des formes diff6rentielles homog6nes de degr6 m dont la diff6ren. 
tielle appartient h J *  (on se rappellera que les g6n6rateurs dfi de J *  sont ho- 
mog~nes). Par hypoth~se, routes l~s composantes de Taylor de ct se trouvent dans 
les Mm. II en va donc de m~me pour les composantes de ~" et ~", obtenues 
partir de la d6composition canonique 

Mm = (Mm)g@gMm 

et donc aussi pour tes fli (annexe 2 de la proposition 2). Par ailleurs, une forme qui 
appartient formellement h l'id6al J *  y appartient analytiquement (of. [1], section 
6.3, en particulier 6.3.6): nous concluons que les formes ct', ill,/~2 . . . .  , fla ont leurs 
diff6rentielles dans l'id6al J* .  

De la formule de Cartan r6sulte: 

(3) a--or" = Z ,  O(E~)fl, = d ( Z  , ,(E~)fl,) + Z ,  t(E~)dfl,. 

~*) Comme dcommute avec les op6rateurs 0(X), XE Y, la diff6rentielle d'une forme divisible 
(analytiquement, formellement) est encore divisible (analytiquement, formellemen0. 
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En outre, l'id6al J*  est stable par les op6rateurs z(X), X6g; parce que, pour 

t (X) (d f ,  i ^ r = t ( x ) a f  j ^ ~ - a f  j ^ t ( x ) r  

-= o ( x ) f  j .  ~ - d f .  i ^ t ( X ) r  

et  que les f j  son t  invar ian tes  p a r  G:  0 ( X ) f j = 0 .  Doric  dans  le second m e m b r e  de  

(3), nous  avons  un cobo rd  et un 616ment de J * :  la  d6mons t r a t ion  est achev6e. 
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