Espaces fonctionnels de Banach-
Méthode discréte d’interpolation

Christiane Gapaillard et Claude Merucci

Nous étudions dans cet article des espaces de moyennes définis par une méthode
discréte d’interpolation. Aprés avoir démontré leur coincidence, dans le cas général,
avec les espaces (A, 41),,s €t (4q, 4,),;x de C. Bennett ([3]), nous obtenons simple-
ment les théorémes de dualité en utilisant la méthode de [2] et aussi les arguments
de [7]. Nous remercions le rapporteur dont les conseils nous ont permis en particulier
de simplifier nos démonstrations.

1. Introduction

(a) Normes invariantes par réarrangement

Soit #* (resp. #) l'ensemble des fonctions positives (tesp. complexes) et
mesurables au sens de Lebesgue sur R*. On notera f* le réarrangement décroissant
de |f] (fe) (6D

Une norme invariante par réarrangement (norme i. r.) est une fonctionnelle
¢ de #* dans [0, + =] qui, pour f, f,, g€.#* et pour t, 1>0, vérifie les propriétés
suivantes ([3], [9]):

e(f)=0ef=0 pp.; o) =2(f); e(f+g =e(g+e(®) (11

f=g pp. =0(f)=e(g (1.2)
e(f)=e(f" (1.3)

Qo0 <+; [ f()ds = c(De(f) (1.4)
LA pp. =e(f)te(N (1.5)

L’espace, invariant par réarrangement, L? est I’ensemble des (classes de)
fonctions de .# telles que ¢(f)=e(f])<+o. Cest un espace de Banach pour
la norme | f]=e(f)-
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On peut, 2 partir de g, construire une norme i. r. ¢’, appelée norme associée
a g. Elle est définie par

d@=sp{[ " e Wdre(f) =1} (g.A). (1.6)

La norme associée & o, c’est-d-dire ¢”=(p’)’, coincide avec o ([9]). I est
facile d’en déduire I'inégalité de Holder

+ oo + oo ’
ST r@e@ldr= [T 08" (@) d = ()¢ (g)- (L7)
Une norme 1i. r. est absolument continue si, pour f,€L?, elle vérifie

0 pp. =o(f)i0 (1.8)

(b) Couples compatibles d’espaces de Banach

Un couple (4, 4,) d’espaces de Banach est dit compatible si chacun d’eux
est plongé continiment dans un méme espace vectoriel topologique séparé &/ (on
note A4;S/). Dans ce cas on peut considérer 4on 4, et 4y+ A4, qui, normés de
fagon évidente, sont des espaces de Banach.

On dit qu'un espace de Banach A est intermédiaire entre 4, et 4, si la double
injection continue A,N A4, SACS A,+ 4, a lien. Par exemple, le couple (L', L™)
étant compatible, si ¢ est une norme ir., L¢ est intermédiaire entre ! et L=.

Un couple compatible (4,, 4,) est dit conjugué si A, A4, est dense dans 4,
et dans 4,. Puisque les duals 4] sont plongés continfiment dans (4, N A;), (4,5, A7)
est un couple compatible. Si (4,4, 4;) est un couple conjugué, nous avons les iso-
morphismes isométriques suivants ([1]):

(Agn A) = A+ A]; (Ay+4) = Agn A] (1.9)

{c) Indices d’une norme i.r.

Pour chaque s=0, on définit 'opérateur E, sur L'+ L™ par (E,f)(t)=f(st)
(0<t<+<). Alors E; est un opérateur continu de L? sur lui-méme. Sa norme
h(s)=h,(s) est sous-multiplicative. Boyd ([4]) définit alors les indices « et § de
¢ par:

—Logh(s)

. _ —Logh(s)
a_oirslg Logs ° B"l:}ﬁlw Logs

(1.10)

Les indices satisfont & 0=f=a=1.
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(d) Fonctionnelles J et K de Pectre et espaces d’interpolation

Si (4,4, 4;) est un couple compatible ces fonctionnelles sont définies pour
t=0 par:

Jt, ) =J( f; Ao, AD = max (I flle, 2l fl) pour feA,n A4,
K(t, f) = K(t, f; Ao, 4D = inf {[ follo+ 21 fill1; f =fo+f1, fi€ 4}
pour f€A,+A,

Si ¢ est une norme ir. on définit les espaces suivants:
- dt
(Ao, A)giy={a; acAg+ 4y, a= [ u(t)—;— dans Ay+A4,, u fortement me-

surables & valeurs dans 4,n 4,, fo “ Nl ag+ 4, % <o, o171t u(@®)) <+ oo}

(g, A)yix = {a; a€Ay+ 4y, (17K (1, @) < +}.

Ce sont des espaces normés par:
llallg,s= inf{g (t“lJ & u@)), a= g‘ “u(t) itt— , Pintégrale étant absolument con-

vergente dans Ay+4,}
lallgx = e(t71K(, a)).

On a alors les propriétés suivantes:
« (dy> Ay),;x est un espace de Banach tel que (4, Ay, xS 4o+ 4,
« Agn A, E (o> Ay s
. Soit y**(t)=min (1,77%); alors si @(}**)< oo, (dg,4y),,x est intermédiaire
entre 4, et A4;. Si @' ((**)<+o°, (4o, 45),,; est un espace de Banach inter-
médiaire entre A, et 4;.

() Espaces 1°((4,),)

Soit ¢ une norme i.r. et (4,),.z une suite d’espaces de Banach. Pour permettre
de donner une définition discréte aux espaces d’interpolation précédents, consi-
dérons:

2((An)) = {a = (@nncz; an€ An, YnEZ; 0(a) <+o}
ol a = 2-‘—‘: ”an"A,.In et In = Xt et
12((4,),) est un espace de Banach pour la norme |la|=¢(a). Lorsque 4,=4, avec
égalité des normes, VncZ, Pespace précédent sera noté [2(4). Il a été introduit
par Peetre dans [8].
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2. Espaces @’interpolation. Méthode discréte

Dans toute la suite, nous considérerons une norme ir. ¢ et un couple com-
patible (4,, A,) d’espaces de Banach. Nous allons définir deux espaces analogues
aux espaces de moyennes de [7]. Soient donc

s;(0; 4o, 4) = {a; a€ Ay+4,, a = 37 a,, la série étant absolument convergente
dans A,+4,;, a,€ 4y Ay, Yn€Z, (e~ "J(€", ay; Ao, AD)ncz€ PR)}
sk(@; Ao, A)) = {a; ac Ay +4,, (e7"K(€", a; Ao, A))nez€ B(R)}.
Ce sont des espaces normés par:
lalls, = inf {||(e="J(€", an; 4o, AD)||ewy, @ = Z 2 a,, 1a série étant absolument
convergente dans A+ 4}
lallse = ||(e~"K(e", a; Ao, A1)l ltecwy-
Nous avons alors le
Lemme 2.1. Soit ¢ une norme i.r.
) lallgx ~ lallscces o, 41
i) Si B=0, lalgs~ llalls, e 4n-

La démonstration de (i) est évidente. Pour (ii), on procéde de la fagon suivante:
soit a=>*+"q, avec a,€A4,n A,, Yn€Z, la sériec étant absolument convergente
dans Ady+A4; et (e7"J(¢", a,; Ay, 4)),€I°(R). Posons u=3*Ta,l,. 1l est clair

oo t .
que a=[; u(t)‘ti— avec convergence absolue dans Ay+4,. De plus, si

tefe”, &Y

t_IJ(t, u(t); 4y, 4)) = e "J(", a,; Ay, Ay).
Par suite o(¢ ~1J(t, u(t); Ao, 4)))=||(e7"T(€", @us Ag> AD)aliey< +=>- Réciproque-
ment, soit a= [~ u(t) ?E (4q, Ay)g,s-  Posons a,,:fj:: u(t) ? Alors

a=2*7 a, absolument dans Ay+4,. De plus, si t€[e", &"*[, J(e7", a,; 4;, Ag)=
e [F7 s (s, u(s); Ao, Al)%. Comme d’aprés [4] et [S], si f=0, on a:

+o0 ds ;o
Q (ft s_lJ(S, u(s); 4o, AI)T] =C Q(t LI, u(t); Ay, Al))
ou C’ est une constante =0, il vient:

lalls;(e; o, 4y = C”llallg;s-



Espaces fonctionnels de Banach-Méthode discréte d’interpolation 165

Proposition 2.2.

1) (4o, 4)),;x=5k(0; Ao, 4}) avec équivalence des normes.
ii) 5;(0; Ag»ANS(Ag> Ay, 5 €t, i B0, 5;(@ 340, A1) =(Ao, A1y, 5 Svec équivalence
des normes.

C’est une conséquence immédiate du lemme 2.1.
Proposition 2.3,

) Aoy 4155,(0;5 Aos 4D, sx(0; Aoy ADS Ao+ 41

i) Si o' (X*)< + oo, 5;(0; 49> Ay) est un espace de Banach intermédiaire entre
Ag et Ay. Si o(**) <+ oo, s¢(@; Ay, 4,) est un espace de Banach intermédiaire
entre Ay et A;.

Pour la démonstration, on utilise la proposition 2.2 et les résultats de [3].

Signalons le lemme suivant dont nous aurons besoin dans la suite.

Lemme 2.4. Supposons ¢’ ({**)<+oo. Alors si (e™"J(¢", a,; Ay AD)nez€I°R),
> 4, converge absolument dans Ay+A; et a=3.""_ a,65,(0; Ao, A1). Si,

n=—co n=—co

de plus, ¢ est absolument continue, la série précédente converge dans s;(0; Ay, Ay)-

3. Théorémes de dualité

Nous utiliserons d’une part la méthode de [2] par I'intermédiaire des formules
(3.7) et (3.8) ci-dessous, et d’autre part la méthode de [7] pour I'obtention des
théorémes de dualité.

Lemme 3.1. — Soient (A,),., une suite d’espaces de Banach et ¢ une norme
i.r. absolument continue. Alors le dual de 1°((4,),) est isométriquement isomorphe
a 1¢((4p),).
Pour simplifier P’écriture, nous ferons la démonstration dans le cas ot A4,=A4,
Vn€Z, avec méme norme, ce qui n’est en rien restrictif.

A tout (a}),cz€19(A") on peut associer une forme linéaire continue L sur
1°(4) par

L((@) = (e~ 1) T*Z ear, ap). 3.1
En effet, si
=3 Nalpl, et a= I Nl

on a, d’aprés Pinégalité de Holder,

+ oo
[, ey di = e(@)e' (@) <+
et comme

[T awa @ dt = e—1) 312 Clallail o
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on en déduit
1Ll gecayy = l(@aliercary- (3.2)
Montrons maintenant que par (3.1) nous obtenons toutes les formes linéaires
continues sur /¢(A).
Soient Le(I°(A)) et (a,),c€1°(4). Posons

a= Zt: “anuAIn et aN,M = ZIZM uanUAIn'

On a a—ay .} 0 partout si N, M—~-+o et puisque ¢ est absolument con-
tinue

e(a—ay p)i0 (3.3)
Notons (a>M),., la suite de points de 4 telle que
a¥"M=g, si -M=n=N

a¥"™ =0 ailleurs.
Par suite

lL((an) ~(ay’ M))l = || Lllgecayy @(a—an, 51)

L(()) = Jim_L(@™)). (3.4

Mo +oo

et d’aprés (3.3)

Considérons Papplication 6" de A dans [°(4) définie par ¢"(a)=
(...0,...0,a,0,...) ol x est le rang de a dans la suite. Il est clair que " est con-
tinue sur 4. Alors
—n

e
e—1

a"' =3 LO&"GA'

et comme

L((@)-*) = L(Z 13 8"(a)
L((ap) = (e—1) ZIZ eay, a,.

1l reste & prouver que

il vient d’aprés (3.4)

o = F17 ailla LELX
et que :
l@lewy = ¢ (@) = |LI.

Etant donné (a,),.z€1°(4), pour tout n€Z et pour tout ¢,>0 il est possible
de choisir 4,€4 tel que [|d,l=la,)4, {a,, 3)Y=0 et l|a,l ld,l=¢,+(4d, a,)-
Ainsi

[T e dr = e~1) I*2 lailela o = (e—1) 32 e, +L{(@))

=(e—1) 2"+ Lo
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Si maintenant on choisit

&

8,,8"=W

et si on fait tendre ¢ vers 0, on obtient

S, a@a v dt = |Lle(). (3.5

Considérons ’application linéaire T

—( I swan1,

e
e—1

g~

définie sur I’ensemble des fonctions localement intégrables sur 0, + oof.

Si ge€L=, alors TgeL™ et |Tgl-=lgl,-. Si g&Ll, alors Tg€lL! et
| T2l 2=llgll;». Par suite d’aprés le théoréme de Calderén ([6]), si g€Le, alors
TgeL? et ¢(Tg)=0(g)-

Prenons g€L? et g=0 et posons

—n

a=——(["" 2 ),

e—1

ol o,€A4 et o, =1.
Ainsi

T =32 ([ s a) 1, = 342 alad, = a

et

0(Tg) = o(a) = ¢(g) (3.6)
11 est facile de voir que

ST s war= [T a@a @y ar

donc d’aprés (3.5) et (3.6)
J7 s @adr = ILlo(e).

Si maintenant, g étant toujours dans L? est de signe quelconque, on a évidem
ment

ST 1g@le (9 de = [Llo(lg) = IZle(2)

ce qui prouve que a’¢€ L% et que o (a)=|L|.

Cette derniére inégalité jointe a (3.2) termine la démonstration.

Pour les théorémes de dualité, nous supposerons que (4,, 4,) est un couple
conjugué; ainsi (47, 4;) est un couple compatible et nous pouvons définir
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s;(0"; A7, Ag) et sg(e”; A7, Ay). D’aprés {2] nous avons aussi:

gt AN — Ka’, a)| g g
K(t,a’'; Ag, A) —aGi}:EA, TG, a Ay A) st a’'€Ay+A4; 3.7

J(t, a’; Ay, A7) = su Ke', &)l si a’€ Agn A3. 3.8

( 0> A7) nerfAl K@, a; 4y, A) 0 1 (3.9

Si o(x**)<+ <, on notera, compte-tenu de la proposition 2.3, sg(g; 4y, A)1

I’adhérence de A4, 4, dans sg(o; 4,, A;). On définit de méme, lorsque o’ (¥**<
+ oo, 5x(0”, A7, A3

Théoréme 3.2. Soient (Aq, Ay) un couple conjugué et @ une norme i.r. ab-
solument continue telle que o (Y**)<+oo. Alors:

sk(e’; A7, 45)° S [s;(0; Ao, ADV S sx(2'; A1, 4o)-

Soit a’€ A; "\ AgCsg(@’; Ay, Ay). Si a€s;(e; Aoy A)), a=272 a, dans 4,44,
avec (e™"J(e", a,; Ay, A41)),€I%(R). Nous avons alors, puisque A; N Ag=(4o+A4)
et grice a (3.7):

Ka,, a>l = ::,_w Ka” an>l = i K(e_"a al; A(’)’ A{) J(en’ a,; Ao’ Al)

n=—oco

=" e "K(e" a’; 41, A)J(€", a,; Ay, AY)

n=-—oco

= |[e7"K(e", a’5 AL, ADl|way [|(€7"T(€", aus Aoy AD)ullrecry
= 110 sgters arap (67T (€, an; Ao, A1)l frecry -

Et par suite:
Ka,’ a>| = ”a,”SK(Q’;A,l’A:))”a”s_r(ﬂ;Ao;A],)' (3'9)

Ainsi, Papplication identique de 4, N A, (muni de la norme de sg(¢’; 4;, 4g))
dans [s;(g; Ay, 4,)] est continue et se prolonge de fagon unique en une applica-
tion continue de méme norme de sg(o”; 47, 4,)° dans [s;(¢; 4y, 4]

Soit a’€[s;(g; Ay, A)]’. Alors a’€(dyn A)) =Ay+A;. Par suite, e=>0 étant
donné, pour chaque n€Z, (3.7) nous montre qu’on peut trouver b,€A4y,n Ay,
b,#0, tel que:

¢"K(e™", a’; 4, A)—emin (1, &") = [e7"J (", b,; 4o, 417K, by).
Donnons-nous une suite («,), .z dans /?(R) de nombres réels =0 et posons

a, =2, [e7"(", by; 4o, A)] e, b, (3.10)

n=—oo

D’aprés le lemme 2.4, la série (3.10) converge dans s5;(0; 4, 4y et laals, ces a0 40 =
[[CAN 12(R)*
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Par suite:
|<a” aa>[ = ::w—oo [e—"'](en’ bn; Ao, Al)]‘1“n<a,9 bu>

= 5,0 L ale"K(e™" a’; Ag, A)) —emin (1, €]

et
Ka’, a)| = 10" ls,0; 40 apr | Aallsyto: 40, 40

= [|a’llts,t0; Ao, 4 |(@n)nll ey -

En utilisant le fait que ¢ est arbitraire et que (min (1, e™")), €17 R) (¢’ ({**) < + =),

on aboutit a:
+ oo

= —oo oc,,K(e", a,; Aia A(')) = ”a,”[s_,(a;Ao.Al)]' ”(“n)n”l‘?(R)'
Cela prouve d’aprés le lemme 3.1 que (e™"K(¢", @’; 4;, 4y)),cz€1% (R) et par suite
a’'€sx(0’; Ay, Ay). Linjection continue est conséquence des inégalités.

Théordme 3.3. Soient (4y, A1) un couple conjugué et g une norme i.r. absolu-
ment continue telle que o(**)<-+o. Alors [sg(o; 4y, AD°Y=s,(e"; 47, 4p),
les normes étant équivalentes.

Soit a’€s;(0’; A7, Ag). Alors @'=3"" _ a) avec (e™"J(¢", aj; A7, 47),€ 1Y R),
la série convergeant absolument dans 4j+A4;=(4,n 4,). Par suite, si a€4,n 4,
et en utilisant (3.8):

Ka's )l = 2,7 . Kan, )l = 37 e7"J(€", ap; AL, 4)K(E, a; Ay, 4y).

n=-—oo

Et d’aprés le lemme 3.1:

K(l’, a)l = H(e—n.](en, a,’,; Aia A(/)))nHIG'(R)H(e_nK(e"a a; AOs Al))n“l‘?(R)
= [[(e7"J(e", ap; A7, AD)a||rwmyllallsgios 40 -
Soit
Ka's a)] = lla’lls,o's A, by 1@ skcos 4o, A1) -
Donc a’ se prolonge de fagon unique en un élément &’ de [sg(o; 4g, 4)°) et:

Ild’ll[sx@;A.,,Al)or = l|a'lls,(g';,4;,,42,)-

Pour montrer I’inclusion inverse, on introduit ’espace B, qui est Ay+ A; muni
de la norme |lallp =e™"K(e", a; 4o, 4;). La formule (3.8) montre que B, est AynA;
muni de la norme ||&’|| 5. =€"J(e™", a’; Ay, Ay).

Soit donc a’€[sx(g; 4y, 4))°F. En remarquant que, par l'intermédiaire de
Pinjection canonique a—(...q, @, a, ...), on peut identifier sx(g; Ay, A;) 2 un sous-
espace de /°((B,),), on prolonge a’, en utilisant le théoréme de Hahn-Banach,
a 1°((B,),) sans changement de norme. Par suite, d’aprés le lemme 3.1, a’€19((B;),),
Cest-a-dire qu’il existe (b)),.z€/%((B,),) telle que:

(@,ay=3}>" _ eXb,,a) Va€sg(e; Ay, A (3.11)
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Posons a,=e"b,. Puisque (b)), €19 ((B)),), (e "J(¢", ai; A7, A)),€1¢ (R). Pulsque
" () =0(**)<+ <o, le lemme 2.4 nous permet de conclure que '~ da
converge absolument dans A4;+A4;. (3.11) donne alors:

@, a) = Zn__w<a,,,a> <2’n——ooa1’l’a> Va€ Ay 4;.

+ co

Donc a'=37" _a, et appartient & 5;(¢"; A7, Ag) avec:

10 ) ss00's a1, 40> = 10 isxcos 40, a7 -

Corollaire 3.4. Soient (A,, A) un couple conjugué et @ une norme i.r. absolu-
ment continue. Si O<fB=a<l:

(Ao, Al)é;] = (AO’ Al)é;K = (A{’ A(;)e’;.l = (A{9 A(;)e’;l(
les normes étant équivalentes.

C’est une conséquence immédiate du théoréme 3.2 ou du théoréme 3.3, du
lemme 2.1, ainsi que des résultats de [3].
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