
Espaces fonctionnels de Banach- 
M&hode discrbte d'interpolation 

Christiane Gapaillard et Claude Merucci 

Nous &udions dans cet article des espaces de moyennes ddfinis par une m6thode 
discr6te d'interpolation. Apr6s avoir ddmontrd leur coincidence, dans le cas g6ndral, 
avec les espaces (A0, Ax)Q;~ et (Ao, AOo;r de C. Bennett ([3]), nous obtenons simple- 
ment les th6orSmes de dualitd en utilisant la m&hode de [2] et aussi les arguments 
de [7]. Nous remercions le rapporteur dont les conseils nous ont permis en particulier 
de simplifier nos d6monstrations. 

1. Introduction 

(a) Normes invariantes par r~arrangement 

Soit .//+ (resp. Jg) l'ensemble des fonctions positives (resp. complexes) et 
mesurables au sens de Lebesgue sur R +. On notera f*  le rdarrangement d6croissant 
de Ifl (fE~g) ([61). 

Une norme invariante par rdarrangement (norme i. r.) est une fonctionnelle 
Q de Jg+ dans [0, + oo] qui, pour f , f , ,  gEdt '+ et pour t, ;t>-O, vdritie les propri&ds 
suivantes ([3], [9]): 

e ( f ) = O ~ f = O  p.p.; e ( 2 y ) = 2 q ( f ) ;  e( f+g)~_e(g)+e(g)  (1.1) 

f--~ g P.P. =~o(f) <= e(g) (1.2) 

q(f)  = q(f*) (1.3) 

0(ZEo, t[) "< + oo; f :  f(s) ds ~= c(t)eGf) (1.4) 

f , ~ f  P.P. : :*e(f ,)~P(f)  (1.5) 

invariant par rdarrangement, L ~ est l'ensemble des (classes de) 
o( f ) - -~( I f ] )< +~,. C'est un espace de Banach pour 

L'espace, 
fonctions de ~ '  teIles que 
la norme l]f])=e(f) .  
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On peut, h partir de Q, construire une norme i. r. ~', appel6e norme associ6e 
Q. Elle est d6finie par 

~'(g) = sup f*( t )g*( t )dt ,  ~o(f) <= 1 (gE,//r (1.6) 

La norme associ6e h ~', c'est-h-dire ~"=(O') ' ,  coincide avec Q ([9]). I1 est 
facile d'en d6duire l'in~galit6 de H6Ider 

f~  If( )l f + ~  g* +~ t)g(t  dt <- f * ( t )  ( t )d t  <= ~o(f)~o'(g). (1.7) 

Une norme i. r. est absolument continue si, pour f~ E L e, elle v6rifie 

f,~O p.p. =~ o(f.),tO (1.8) 

(b) Couples compatibles d'espaces de Banach 

Un couple (.4o, At) d'espaces de Banach est dit compatible si chacun d'eux 
est plong6 continfiment dans un m~me espace vectoriel topologique s6par6 M (on 
note A ~ M ) .  Dans ce cas on peut consid6rer Ao c~ A~ et Ao+A t qui, norm6s de 
fagon 6vidente, sont des espaces de Banach. 

On dit qu'un espace de Banach A est interm6diaire entre Ao et A t si la double 
injection continue A o n A t C = A ~ A o + A t  a lieu. Par exemple, le couple (L1, L ~) 
6tant compatible, si Q est une norme i.r., L Q est interm6diaire entre L t et L ~. 

Un couple compatible (A0, At) est dit conjugu6 si A0 c~ At est dense dans A0 
et dans At. Puisque les duals A~ sont plong~s continfiment dans (-4o n At)', (A0, A~) 
est un couple compatible. Si (Ao, A1) est un couple conjugu6, nous avons les iso- 
morpkismes isom6triques suivants ([1]): 

(AoC~AO ' _~ A0 +Ax;" , (Ao+Ax)" -~ AoC~At" , (1.9) 

(c) lndices d'une norme i.r. 

Pour chaque s>0 ,  on d6finit l'op6rateur E s sur LX+L ~ par ( E s f ) ( t ) = f ( s t )  
( 0 < t < + . o ) .  Alors E~ est un op6rateur continu de L ~ sur lui-m~me. Sa norme 
h(s)=hQ(s) est sous-multiplicative. Boyd ([4]) d6finit alors les indices a et fl de 
Q par: 

= inf - Log h (s) - Log h (s) 
o.~s<l Logs  ; f l =  sup (1.10) 1<,-=+~ Log s 

Les indices satisfont ~ 0~_fl<_-~ ~ _ 1. 
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(d) Fonctionnelles J e t  K de Peetre et espaces d'interpolation 

Si (Ao, A0 est un couple compatible ees fonetionnelles sont d6finies pour 
t > 0  par: 

d(t, f )  = J(t, f ;  A o, A1) = max (llfllo, tllflh) pour fE  Ao c~ A1 

K(t , f )  = K(t , f ;  Ao, A0 = inf {llfollo+tllf~lh; f =fo+fx, f ~  A3 

pour f C Ao + A x 

S i e  est une norme i.r. on d6finit les espaces suivants: 

dt 
(Ao, At)~s={a; aEAo+At, a=f+~176 dans Ao+A x, u fortement me- 

dt < oo surables ~. valeurs dans Ao c~ Ax, fo  +'0 Ilu ( t)ho+a,-7- + ' e(t-*d(t' u(t)))< + oo} 

(Ao, AI)~;~ = {a; aEAo+A 1, Q(t-lK(t, a)) < +~o}. 

Ce sont des espaces norm6s par: 

llallo; s = inf {Q (t-~J(t, u (t))), a = f o  ~ u (t) d t  l'int6grale 6tant absolument con- 
t ' 

vergente dans Ao+A~} 
Ila[l~;~ = Q(t-l K(t, a)). 

On a alors les propri6t6s suivantes: 
�9 (Ao, A1)o;x est un espace de Banaeh tel que (Ao, A1)Q;KC=Ao+A1, 
�9 Ao n A1c=(Ao, AO~;s. 

Soit Z**(t)=min (1, t - 0 ;  alors si e(X**)< +o% (A0,A1)~;K est interm6diaire 
entre A0 et A1. Si Q ' ~ * * ) < + o o ,  (Ao, A1)o;s est un espace de Banach inter- 
m6diaire entre A0 et A~. 

(e) Espaces IQ((An)n) 
Soit p une norme i.r. et (A.)nE z une suite d'espaces de Banach. Pour permettre 

de donner une d6finition discrete aux espaces d'interpolation pr6c6dents, consi- 
d6rons: 

I~((A.).) = {a = (a.).~z; a.EA. ,  V n 6 Z ;  Q(a) < +~o} 

o?a a = ~ + Z  Ha.lla./. et I n = Zte-,e-+at. 

le((A.).) est un espace de Banach pour  la norme [[a[[ = t ( a ) .  Lorsque A.=A,  avec 
6galit6 des normes, Vn6Z,  l'espace pr6c6dent sera not6 l~ I1 a 6t6 introduit 
par Peetre darts [8]. 
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2. Espaces d'interpolation. M~thode discrete 

Dans toute la suite, nous consid6rerons une norme i.r. 0 et un couple com- 
patible (Ao, AO d'espaees de Banach. Nous allons d6finir deux espaces analogues 
aux espaces de moyennes de [7]. Soient done 

ss(Q; Ao, AO = {a; aEAo+Ax, a = Z+_Z a., la s6rie &ant absolument convergente 

dans Ao+ A1, a.E A o n A1, VnE Z, (e-"J(e", a.; Ao, A1))nEZE/q(R)} 
st(o; Ao, Aa) = {a; aE Ao+ A1, (e-"K(e", a; Ao, A1)),czE IQ(R)}. 

Ce sont des espaces norm6s par: 

Ilall,, = inf {[[(e-"J(e", a.; Ao, Ax)).II,~r ), a = ,~+~ a., la s6rie &ant absolument 

convergente dans Ao+A1} 

Ilall.~ = ll(e-"K(e", a; Ao, A1)).[[,., . , .  

Nous avons a/ors le 

Lemme 2.1. Soit Q une norme i.r. 

i) lla[1o;~: "~ Ilal]~,~(Q;A0,al) 

ii) Si /~ > O, Ila][o;s ~ Ila[l*j(Q;ao, A1). 

La d6monstration de (i) est 6vidente. Pour (ii), on proc6de de la fa9on suivante: 
soit a = ~ _  +*~ a. avec a.EAonAt ,  VnEZ, la s6rie 6tant absolument convergente 
dans Ao+A1 et (e-"J(e",a.; Ao, A1)).EleOI). Posons u = ~ + S  a.I.. I1 est clair 

dt 
que a=f~O~ i- avec convergence absolue darts Ao+A 1. De plus, si 

t E[e", e"+a[: 
t-lJ(t ,  u(t); Ao, a3 <= e-"J(e ~, a.; ao, Aa). 

Par suite Q(t -~ J(t, u(t); Ao, aO)<----I[(e-"S(e ", ~.; A0, + ~.  R6ciproque- 

ment, soit a = f + ~ u ( t )  dtE(Ao, A1)o;s. Posons a,=f~".++~u(t)~. Alors 
t 

a = ~ + ~  a. absolument dans Ao+A~. De plus, s i t E  [e n, e"+~[, J(e-", a,; A1, Ao)~_ 

e ~ f+*~ s-tJ(s,  u(s); Ao, Aa)~.-- Comme d'apr~s [4] et [5], si f l>0,  on a: 

(f+= A "as' e s-lJ(s, u(s); Ao, 1)~- ! <: C'o(t-lS(t,  u(t); Ao, Ax) ) 

ofa C'  est une constante >0,  fl vient: 

Ilall,,r <-- C"l lal l~s.  
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Proposition 2.2. 

i) (A0, A0~;K=sK(Q; Ao, .40 avee ~quivalence des normes. 
ii) ss(Q; Ao,AO~=(Ao,AOQ;s et, si f l>0,  ss(Q ;A0,Ax) =(A0,Aa)~;s svec ~quivalence 
des normes. 

C'est une cons6quence imm6diate du lemme 2.1. 

Proposition 2.3. 

i) Aoc~ A~c=s~(~; Ao, AO, sK(Q; Ao, AOc=.4o + A~. 
ii) Si #'(X**)< + ~ ,  ss(Q ; Ao, AO est un espace de Banach interm~diaire entre 

Ao et A1. Si Q(Z**)< +0% SK(Q; Ao, AO est un espace de Banach interm~diaire 
entre Ao et A~. 

Pour la d6monstration, on utilise la proposition 2.2 et les r~sultats de [3]. 
Signalons le lemme suivant dont nous aurons besoin dans la suite. 

Lemme 2.4. Supposons #'(X**)< + ~ . . 4 l o t s  si (e-"J(e", a,; Ao, A~)).~zEIQ(R), 
Z+,~_~ a, converge absolument dans Ao+A~ et a=~,+.~_~ a, Css(Q; Ao, A1). Si, 
de plus, ~ est absolument continue, la sdrie pr~c~dente converge clans ss(o; Ao, A1). 

3. Th6or~mes de dualit~ 

Nous utiliserons d'une part la m&hode de [2] par l'interm~diaire des formules 
(3.7) et (3.8) ci-dessous, et d'autre part la m6thode de [7] pour robtention des 
th6or6mes de dualit6. 

Lemme 3.1. - -  Soient (A,),c z une suite d'espaces de Banach et 0 une norme 
i.r. absolument continue. Alors le dual de IQ((A,).) est isom~triquement isomorphe 

Pour simplifier l'6criture, nous ferons la d~monstration dans le cas via A,=A,  
VnEZ, avec m~me norme, ce qui n'est en rien restrictif. 

A tout (a'),~zEIQ'(A ") on peut associer une forme lin6aire continue L sur 
le(A) par 

L((a,)) = (e-- 1) ~-+Z e"(a~, a,). (3.1) 
En effet, si 

a" = ~,_+= Ila~[la, I,  et ct = Z_+= [la.llAl. 

on a, d'apr6s l'in6galit6 de HOlder, 

f~-~ a(t)a'(t) dt <= e(a)e'(a3 < + 

et comme 

f+o ~ o(t)a'(t) at = ( e -  1) ~,-+Z enllanllalla'lla" 
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on en d6duit 

llLlI0~(,~)r ~-II(aL)[It~'(a,)- (3.2) 

Montrons maintenant que par (3.1) nous obtenons toutes les formes lin6aires 
continues sur IQ(A). 

Soient LE(le(A))" et (a,),~zEIQ(A). Posons 

ct - ~ + Z  Ila.[laI. et an.~f = ~N_ Mlla.llal.. 

On a a--aN, M+O partout si N, M ~ + ~  et puisque 0 est absolument con- 
tinue 

Q (a - an, M); 0 (3.3) 

Notons (a~n'M),~Z la suite de points de A teUe que 

a ~ ' M = a ,  si - - M ~ _ n ~ N  

a~'~t = 0 ailleurs. 
Par suite 

et d'apr~s (3.3) 
IL ( (a , ) -  (aN' M))I <= II LII (l~(a))' O (et- aN. M) 

Considdrons 
(.. .0, ...0, a, 0, . . . )  
tinue sur A. Alors 

et comme 

il vient d'apr6s (3.4) 

I1 reste ~t prouver que 

L((a.)) =- lim L((a~,'~r)). (3.4) 
N ~ + ~  
M ~ - / -  r 

l 'application 6" de A dans la(A) d6finie par 6"(a)= 
off n e s t  le rang de a dans la suite. II est clair que 6" est con- 

a'. = ~ _ I  LO6"E A' 

+n ~. 
= L (a.)) 

L((a.)) = (e-1)Z+__~ e"(a', a.). 

,. , 
= I[a,I[~,I, E L  

( e -  1) Z_+Z ~,e" q-[ILll O(a). 

f :  ct(t)a'(t) dt = ( e -  1) ~ + ~  e"lla~tlA, fla.Ila <= ( e -  1) ~ ' + :  ~.e"+L((K.)) 

et que 
ll(aL)ll,o'(a,) = ~'(Q') <-- IILII. 

Etant donnd (a.).czEH(A), pour tout nEZ et pour  tout ~ .>0  il est possible 

de choisir ~.EA tel que IlH.Ila=l]a.llA, ~a., ~.)_->0 et [la.llalla.[lx~_~.+(a.,a.). 
Ainsi 
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Si maintenant on choisit 

~n en : 21hi 

et si on fait tendre ~ vers 0, on obtient 

f~"~ ( )  ( ) d  IlZlle( ) a t a "  t t<= a.  

Consid6rons l'application lin6aire T: 

(3.5) 

g ~+ Z_+:  e-" e-+l 
e - 1  g(O dr)I. 

d6finie sur l'ensemble des fonctions localement int6grables sur ]0, + oo[. 
Si gEL% alors TgEL ~ et UTglIL| Si gEU, alors TgEL x et 

[ITglILI<=IIglIL1. Par suite d'apr6s le th6or6me de Calder6n ([6]), si gEL ~ alors 
TgEL Q et e(Tg)~_Q(g). 

Prenons gEL ~ et g_->0 et posons 

01~1 ~nEA et II~.IIA=I. 
Ainsi 

et 

e - n  en+ l  

a n -- { f ;  g(t)dt) . e--1 

e-" e-+l Z~_+ z 
T ( g ) =  ~ + ~  e--1 g( t )dOI"= ]la.llaI. =a  

Q(Tg) = Q(a) ~ Q(g) (3.6) 
I1 est facile de voir que 

f + ~  g(t)a'(t) dt = f + ~  a(t)a'(t) dt 

done d'apras (3.5) et (3.6) 

f s  g(t)a'(t) dt >- IlZlle(g). 

Si maintenant, g &ant toujours dans L Q est de signe quelconque, on a 6videm 
ment 

Ig(t)la'(t)dt >= IiLlla(Ig[) = IILlle(g) 

ce qui prouve que a'EL r et que e'(a')<-IILII. 
Cette derni6re in6galit6 jointe h (3.2) termine la d6monstration. 
Pour les th6or6mes de dualit6, nous supposerons que (A0, A1) est un couple 

conjugu6; ainsi (A~,Ao) est un couple compatible et nous pouvons d6finir 
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t �9 ss(o'; At ,  Ao) et sK(o'; At ,  Ao). D'apr& [2] nous avons aussi: 

, .  [ ( a ' , a ) I  , , , K( t ,a  ,Ao,' Ai) = sup si a EAo+Ax (3.7) 
~  J( t - l ,  a; Ao, At) 

Ka', a)[ si a'E A~ n At. (3.8) J(t, a'; A~, A~) = sup 
,~a0+a~ K(t  - t ,  a; Ao, At) 

Si Q(Z**)< + 0% on notera, compte-tenu de la proposition 2.3, sK(Q; Ao, A)x 
l'adhdrence de A0 n A1 dans sK(Q; Ao, At). On ddfinit de mSme, lorsque Q'(Z**< 
+ 0% ~K(o' ,  ,41, Ao) ~ 

Th6or6me 3.2. - -  Soient (.4 o, At) un couple conjugud et Q une norme i.r. ab- 
solument continue telle que Q'(X**)<+oo. Alors: 

sK(o' ; ,4t, A~) ~ ~ [ s , ( o ;  ,4o,  ,40]" c= sK(o'; Ai, .4o). 

Soit a'EA~ c~ Ao~s~(o"; A1, A'o). Si aEss(O; Ao, At), a = ~ + S  a. dans Ao+A~ 
avec (e-'J(e",a~; Ao, AI)),EH(R ). Nous avons alors, puisque A ; n A o = ( A o + A t ) "  
et grfice ~t (3.7): 

I(a', a)l <-- Z+Y_~ l(a', a,)l < +o. , , = ~ . . . .  K (e -L  a ;AA0, "43J(e", a,; Ao, At) 

.< ~ j , + ~  e - n  g ( e  n , , -- a ; At ,  A~)J(e", a.; Ao, At) 

<= I[(e-"X(e", a" ; ,4:, A~)),,l[v, ea)l[(e-"J(e", a,,; .4 o, A1)),,l[to,,, 

a" H(e-"J(e", Ao, A,)),.llv, m) 

Et par suite: 
I(a', a)[ <= [la'll,,:(a';ALA~)[la[l~(Q;a0,a0. (3.9) 

Ainsi, l'application identique de A 1 n A o (muni de la norme de SK(O'; A~, A0) ) 
dans [ss(o; Ao, At)]" est continue et se prolonge de fa~on unique en une applica- 
tion continue de mdme norme de s~(o'; A~, Ao) ~  [ss(o; A0, At)]'. 

Soit a'E[ss(e; Ao, At)]'. Alors a 'E( ,4onAt) '=Ao+,4  ~. Par suite, e > 0  &ant 
donnd, pour chaque nEZ,  (3.7) nous montre qu'on peut trouver b .E ,4onA t ,  
b, # 0, tel que: 

e"K(e-", a'; A~, A~)-e  min (1, e") <= [e-"J(e", b,,; A0, At)]-l(a ", b,,). 

Donnons-nous une suite (~.).r dans l~ de nombres rdels =>0 et posons 

a. = ~+~_= [e-"J(e", b,; Ao, A1)]-l~nb,. (3.10) 

D'apr6s le lemme 2.4, la sdrie (3.10) converge dans ss(o; Ao, ,4t) et ]]a,l],~(~;a0,A0 ~ _ 

II(".).ll~,ca~. 
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Par suite: 
[(a', a~)[ = ~'+~_** [e-"J(e", b,,; Ao, AO]-lo~.(a ", b.) 

"F ~ 1 7 6  11 - - n  P ,  �9 -> ~ ' = _ ~  0~.[e K(e , a , Ao, A 0 - e m i n ( 1 ,  e")] 
et 

I(a', a.)[ ~ [la'lltsjr al)rlla~llsjce;ao,.q) 

{la'[lts,(o;a0.aor II(et.).llmn) �9 

En utilisant le fair que e est arbitraire et que (min (1, e-")), EIr (Z**)< + co), 
on aboutit h: 

~+=~_= ~,K(e", a'; A~, A~) ~_ [la'lltsj(~;Ao, ax)r II(~.).lIt.0~). 

Cela prouve d'apr6s le lemme 3.1 que (e-"K(e", a'; A~, A0)).EzEIQ'(R) et par suite 
a'Es~(Q'; A'~, Ao). L'injeetion continue est eons6quenee des in6galit6s. 

Th~or~me 3.3. Soient (,40, AO un couple conjugud et Q une norme i.r. absolu- 
ment continue telle que ~(Z**)< + co. Alors [sx(Q; Ao, A1)~ ; A'I, Ao), 
les normes dtant ~quivalentes. 

�9 s " " a" ~+'* " (e-"J(e",a.;Ax,  Ao)),El (R), Soit a E s(Q ,A~,Ao). Alors = , ~ , = _ = a .  avee ' ' ' r 
la s6rie eonvergeant absolument darts A'o+A'~=(A o c~ Aa)'. Par suite, si aEA o r~ Ax 
et en utilisant (3.8): 

+- , _ Z+=~_~ e- .S(e  n, ,. , , n [(a', a)[ --~ Z . . . .  I(a,, a)l ~ a.,  Ax, ao)K(e , a; ao, Aa). 

Et d'apr~s le lemme 3.1 : 

[(a', a)[ ~_ [[(e-"J(e", a; ; A~, A;)).ll,.,Cg~l[(e-"K(e", a; Ao, Aa)).H,*m, 

<= [[(e-"J(e", a" ; A[, 
Soit 

I(a', a)l ~ Ila'll.~r abllall.x~e;,lo, aO- 

Done a' se prolonge de fagon unique en un 616ment a '  de [sx(Q; Ao, Aa)~ " et: 

Ila'llt~x(a;ao, AO.a, ~-[[a'llo(r 

Pour montrer l'inclusion inverse, on introduit l'espace B. qui est Ao+A~ muni 
de la norme [lalln=e-"K(e", a; Ao, A1). La formule (3.8) montre que B" est A 0 nA~ 
muni de la norme [[a'llK=enj(e -n, a" ; A'o, A't). 

Soit done a'E[sx(Q; A0, Aa)~ '. En remarquant que, par l'interm6diaire de 
l'injeetion eanonique a ~  (... a, a, a . . . .  ), on peut identifier sK(o; Ao, AO ~ un sous- 
espaee de l~((B.).), on prolonge a', en utilisant le tMor6me de Hahn-Banaeh, 

I~ sans ehangement de norme. Par suite, d'apr~s le lemme 3.1, a'Ele((B~).), 
e'est4t-dire qu'il existe (b'),EzEIr telle que: 

( a ' , a ) -  ~ "+~ e"/b" a) VaEsr(o;Ao,  A1). (3.11) 
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i n �9 �9 QP �9 P �9 P Posons a . = e  b.. Puisque (b.),~zEl ((B,]).), (e-"J(e" ,  a.; A x, Ao)).EIr Puisque 
0"(Z**)=0(Z**)< + ~ ,  le lemme 2.4 nous permet de conclure que +~ ' 
converge absolument dans A o +A~. (3.1 i) donne alors: 

<a', a) = X + y _ _  <a;, a) = " ~ +-~. = _ - a,", a> '7'aE Ao ~ A 1 

Done a'=Y~+y_.a~ et appartient h ss(Q'; A~, A'o) avec: 

Jla'Jl,,<r <--Ila'llt~Kc~;a0,a,)*r. 

Corollaire 3.4. Soient (Ao, Aa) un couple conjugud et 0 une norme i.r. absolu- 
ment continue. Si 0 < f l ~ _ ~ < l :  

�9 " ' A~)Q,;K = = (A1, A0)r = (A1, (aO, A1)e;s (Ao, A1)e;K t , 

les normes ~tant ~quivalentes. 

C'est une consbquence imm6diate du th6or6me 3.2 ou du th6or~me 3.3, du 
lemme 2.1, ainsi que des r6sultats de [3]. 
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