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Introduction

On se propose de donner des conditions nécessaires ou suffisantes d’hypo-
ellipticité pour des opérateurs de la forme P(x, X;, ..., X,) ol P(X,»y, ..., ¥,
désigne un polyndéme en y non-commutatif a coefficients C* pour x dans R", et
les X; sont des champs réels définis sur R”.

On sait ([9]) que, lorsque les champs X; vérifient la condition:

(Ho) L’algébre de Lie engendrée par les champs X; contient en chaque point de
R” tout 'espace tangent,

'opérateur 37, X7 est hypoelliptique.

Dans [14], les auteurs ont montré le lien entre cet opérateur et un opérateur
invariant homogéne défini sur un groupe nilpotent. Un des outils est un théor¢me
d’approximation (lifting theorem) dont on a plusieurs démonstrations ou variantes
([14], [5], [10], [11]). Par ailleurs, I’étude de ’hypoellipticité des opérateurs invariants
homogénes sur un groupe nilpotent gradué a été achevé dans [7] et [8] ou I'on résoud
une conjecture de Rockland [13]. On verra ici que cette étude n’est pas suffisante
et qu'une question plus difficile se pose qui est de caractériser les opérateurs in-
variants homogénes let hypoelliptiques sur un espace homogéne H\G ol G est
un groupe nilpotent et A est un sous-groupe fermé de G.

Cet article comprend deux parties: dans la premiére, on donne un théoréme
d’approximation d’un systéme de champs de vecteurs; dans la deuxiéme, on donne
comme application des conditions nécessaires d’hypoellipticité, qui sont suffisantes
dans un cas simple. Cet article développe certains résultats d'un manuscrit que nous
avons diffusé précédemment. Signalons enfin que L. P. Rothschild [15 Ja démontré
des conditions suffisantes dans le cas considéré par G. Métivier [11].
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I. Approximation d’un syst¢tme de champs de vecteurs
1. Le cadre général
On considére:

1) Une algebre de Lie ¢ nilpotente de rang de nilpotence r admettant une décom-
position de la forme:

,

(1.1) 4=09,
i=1

ol les %, sont des sous-espaces tels que

(1.2) [, 91 %,

(en convenant que %;, ;=0 si i+j=r).

2) Une variété C~M de dimension #n. On notera L(M) I’algébre de Lie des champs
de vecteurs réels C*~ sur M.

3) Un homomorphisme partiel 4 d’ordre r de ¢ dans L(M), c’est-a-dire une applic-
ation linéaire de ¢4 dans L(M), telle que:

(1.3) vXe9, vYc%;, AIX,YD=[AX)AX)] si i+j=r.

On suppose que 4 vérifie la condition de H6rmander, c’est-a-dire que, pour tout
x dans M, lapplication linéaire A, de ¥ dans T, M définie par:

(1.4) Ya€¥, A.(a) = A(a)/x est surjective.

On se propose de construire dans cette premiére partie, pour tout point x de M, un
difféomorphisme 6, d’un voisinage U de O dans R” sur un voisinage w de x dans
M tel que 0,.4(a), pour a dans ¥, soit « approché » par I'image de a par une repré-
sentation de % dans L2(R"). Un énoncé précis sera donné au Paragraphe 4.

2. Définition d’une sous-algébre de % en chaque point x de M

On définit, pour tout x dans M, pour tout k inférieur ou égal 4 r, un sous- espace
Vi.(x) de T, M par:

2.1 Vi) = 2,.(9:9D...0%) et V,(x)=0.
On définit ensuite un sous-espace Hy(x) de %, par:
(2.2) H(x) =% A;I(qu(x))’

et 'on pose:

2.3) H(x) = él H,(x).
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Proposition 2.1. Avec les hypothéses ci-dessus:

i) A (x) est une sous-algébre de 4 graduée par (2.3).
i) On a: dim 4,=dim H,(x)+dim V,(x)—dim V,_;(x).
iii) On a: dim X' (x)=dim G—dim M.

Démonstration.

Point i). Soient a dans H,(x) et b dans H,(x), tels que k+¢ est inférieur 4 7.
Montrons que [a, b] est dans H,_ ,(x). Il est clair que [a, b] est dans %, .. Il nous
suffit donc de montrer que:

Ao(la, BDEVis -1 (x).

Par hypothése, A, (a) est dans V,_,(x); il existe donc un élément a, de 4, @ ... DY,
tel que A (a)=A.(ay). Lélément ay,=a—a, vérifie donc:

a,£%,D... 0%,
Ae(as) = 0.
De méme, il existe deux éléments b, et b, de ¥ tels que:
b=b+b,
b€%,®..0%, -,
b9, ®...0%,

Ax(bg) = 0.
On a évidemment:
[a, b] = [a;, by]+ay, byl +[as, bi]+[as, by

Puisque u+¢ est inférieur 4 r, on a:

A([as, bo]) = [A(as), A(by)].

Le crochet de deux champs de vecteurs qui s’annulent en x s’annule également
en x. On a donc: A,([a,, b,])=0.
D’autre part:

[a1> bl] +[ala b2] + [az’ b]]egl @ voe @gk+(—l .
On en déduit immédiatement

)‘x([a: b])EVk+{—1(x)
et donc [a, b]€ H, ,(x).

Point ii). Ce point résulte de la remarque suivante d’algébre linéaire. Soit une
application linéaire f de E dans F, ou E et F sont deux espaces vectoriels de dimen-
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sion finie. Soient E; et E, deux sous-espaces supplémentaires de E. Soit E,=E,n
S (f(Ep). Alors on a,

2.4 dim E, = dim E,+dim f(E)—dim f(E,).
On applique cette remarque 3 E,=% D ...0%,_1, E;=%,, F=T .M et fzﬂx.

Point iii). On ajoute toutes les égalités ii) pour k variant de 1 a 7, et l’on tient
compte de: dim Vy(x)=0, dim V,.(x)=dim M (cf. condition 1.4).

La Proposition 2.1 est ainsi démontrée.
La Proposition 2.1 peut &tre précisée dans le cas particulier étudié par G.
Meétivier [11].

Proposition 2.2. On suppose de plus que:
(2.5) Pour tout k inférieur a r, la dimension de I'espace V,(x) est constante sur M.
Alors, pour tout x dans M, la sous-algébre A (x) est un idéal de 4.

Démonstration.

Iére étape. On va tout d’abord caractériser les éléments de H,(x), quand I’hy-
potheése de la Proposition 2 est vérifiée. Pour tout k inférieur ou égal a r, choisissons
un supplémentaire S;(x) de H,(x) dans %,, et posons

2.6) S(x) = keial S,(%).

Soit v, la dimension de V(x). D’aprés la point ii) de la Proposition 2.1, la dimen-
sion de Si(x) est égale & v,—v;_;. Soit x fixé dans M. Choisissons une base (e;)
de S(x) telle que les e; (v,_;<j=v,) forment une base de S,(x) (1=k=r). L’ap-
plication 4, de S(x) dans T, M est injective; les vecteurs A, (e;) sont donc linéaire-
ment indépendants. Il existe donc un voisinage w de x tel que, pour tout y dans
w, les vecteurs A, (e;) soient linéairement indépendants. Comme dim V,(y) est égal
a vy, les vecteurs 4,(e;) (1=j=v,) forment une base de V,(y) pour tout y dans w.

Par conséquent, pour tout a dans 4,®... 8%, il existe des fonctions ¢; ,
dans C*(w) (1=j=v,) telles que l'on ait:

iy(a) :Zjévk (Pj,a(y))‘y(ej)’ Vyem'

Un élément a de %, est dans H;(x) si et seulement si les fonctions ¢; , correspondan-
tes s’annulent quand j est strictement supérieur a vi_;.

2éme étape. Soient alors a dans H,(x) et b dans ¥,, avec (k+/¢) inférieur ou
égal 4 r, on a:

A(la, bD) = [A(a), 2(D)].
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Donc, dans w, on a:
Ma, b = 212y, [9),44(e)), A(B)]
= ngvk (pj, a {/1(8}-), }'(b)] - Zjévk (l(b) @j, a)}'(ej)'
Puisque 7 est supérieur a 1, les termes de la seconde somme, restreints en x sont
dans ¥V, ,_{(x). Ceux de la premiére somme qui correspondent & un j inférieur
ou égal 4 v,_, ont aussi leurs valeurs en x dans ¥, ,_,(x) et ceux qui correspondent

4 jsupérieur & v, s"annulent en x. On a, par conséquent, 4. ([a, b]) dans V; . ,_,(x)
et donc [a, b] dans H, ().

3. Opérateurs quasi-homogénes

On renvoie a [11], [5] ou [14] pour plus de détails. La suite v; (i=0, ..., r)
étant fixée et vérifiant: O=vy<v,<...<v,=n, on définit la fonction poids [ ]
de {1, ..., n} dans {1, ..., r} en posant:

[j1=k, pour v,_;<j=v,.
Si e; désigne une base de R”, on définit, pour tout ¢ strictement positif, §, dans
GZ (R™) en posant:
3.1) d,(e;) = tlile;.
On dira qu’une fonction f définie sur R"™\0 est homogéne de degré ¢, si, pour
tout ¢ strictement positif, on a:

fod, = t%f.

De méme, un opérateur différentiel 7 (3 coefficients C*) sera dit homogéne de
degre g, si, pour tout ¢ strictemient positif, on a:

5t*T: tQ'T

ot (O T)f)0d,Z T(fo8)).

Par exemple, la fonction: R"Su—u* est homogéne de degré [o] (oi, par définition,
[e]=2"" ;[ ], et lopérateur u* 0/0u; est homogeéne de degré [j]—[o].

Suivant [11], nous définissons 1’ordre d’un opérateur en O de la maniére sui-
vante: on munit d’abord R” de la « norme homogéne »

(3.2) ul = (32 lu PO,

Pour un voisinage U de l'origine, on définit C;; (U) comme I’espace des fonctions
C= «nulles & 'ordre m» a lorigine (mc€Z) en posant:

(3.3) CrU)={feC=U), |f(w)] = O(u™), lorsque u tend vers 0}.
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On dit alors quun opérateur 7 de C=(U) dans C~(U) est d’ordre inférieur ou
égal a p en O, si, pour tout m, on a:

(B4 TCy (U) c Gy, (U).
Avec ces définitions, un opérateur 7 défini par

T= 2|a|§k a,0;

est d’ordre inférieur ou égal & p a origine, si et seulement si, pour tout «, a, est
dans Cp;;_,(w). Ceci équivaut encore a dire que, pour tout « et tout § tels que:
[Bl<[a]—p, ona: d¢a,(0)=0.

A un tel opérateur d’ordre inférieur ou égal a p en 0, on associe sa partie homo-
géne de degré p, Tp, définie par:
G5 = Zuizk 2 ipi=ta-p Qa4 0) Wau
Il est alors clair (T'— Tp) est d’ordre inférieur ou égal 2 (p—1) en 0. Rappelons les
propriétés suivantes:

(3.6) Pour tout f dans Z(R"), tout T d’ordre inférieur ou égal a p

1200 T) f—— T,f

la convergence ayant lieu dans 2 (R").

(3.7 Si T et S sont des opérateurs respectivement d’ordre inférieur ou égal a p
et g en O, TS et [T, S] sont d’ordre inférieur ou égal & p+q et on a:

N “
TeSpeq= Tpgq

(7, 81y+q = [T, S,1.

(3.8) On dira que T est homogéne de degré p en 0 si T= TI,. On appliquera les
résultats ci-dessus 4 algébre de Lie ¢ vérifiant (1.1) et (1.2) munie de la
famille naturelle de dilatations , définie par:

é,(a) = t*a pour a dans %,,

ou a des sous-espaces vectoriels gradués de ¢ munis de la dilatation induite
par 9.

Si V est un tel espace vectoriel: V= EB, . V;, on posera Q=2;=1 jdimV;.
Q est appelée la dimension homogéne de V.
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4. Enoncé du théoréme d’approximation

Soit G le groupe de Lie connexe et simplement connexe dont I'algébre de Lie
est 4. On utilisera les notations de [7] et [8] pour les représentations induites g 4,
ot X est une sous-algébre de 4. 7, ,, est la représentation induite de exp " a
G par la représentation triviale sur exp A"

Rappelons que ces représentations unitaires peuvent &tre réalisées dans L*(S),
out S est un supplémentaire convenable gradué de # dans ¥ muni de sa mesure
de Lebesgue.

Si a est un élément de ¥, et si A" est stable par les dilatations d, de %, m, 4,(a)
est un opérateur homogéne de degré k sur S.

Le résultat principal de cette premiére partie est le

Théoréme 4.1. Sous les hypothéses (1.1) a (1.4), pour tout x dans M, il existe
un supplémentaire S(x) de A (x) dans %, stable par les dilatations 6, de 9 et un
difféomorphisme 8, d’un voisinage U de 0 dans S(x) sur un voisinage  de x dans M
tels que, pour tout a dans 4, (L =k=r), le champ de vecteurs sur U

032 (a)— o, o ) (@

soit- d’ordre inférieur ou égal a (u—1) en 0, autrement dit:

LoeN
0% A(a), = To, o) (a).

Remarque 4.2. Dans le cas considéré par G. Métivier (Hypothése (2.5)), ¥
est un idéal de ¢ d’aprés la proposition (2.2); 7 4 ,(a) peut alors étre considéré
comme un champ invariant & gauche sur le groupe ., \G. Métivier [11] a dé-
montré dans ce cadre un théoréme plus fin permettant de contrdler la dépendance
en x du difféomorphisme 6,.

Nous démontirerons le théoréme au paragraphe suivant en choisissant S(x)
et 0, de la maniére suivante:

Choix du supplémentaire S(x).

Comme dans la démonstration de la proposition (2.2), on choisit:

“4.D S(x) = k@l S (x),
ol S,(x) est pour tout k (k=1, ..., ) un supplémentaire de H,(x) dans %,.
Définition du difféeomorphisme 0.

I existe un voisinage Q de O dans ¢ et un voisinage w, de x dans M, tels que
Papplication:
(u, y) - e*®y
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soit C~ de 2Xw; dans M. Cette application est caractérisée par la propriété sui-
vante: VfeCy (M), V(u, y)EQXw,;, Yt€[0, 1]

(@10 x) = - f (030 ),

Pour tout u dans S(x), on notera u, sa projection sur S (x) (1=k=r), Il existe une
application y de S(x) dans ¢ telle que:

4.2) ereir-1...e"1 = '™ pour tout u dans S(x).

Soit U, un voisinage de 0 dans S(x) tel que: y(U,)C 2. On définit une application
8, de U, dans M en posant:

4.3) 0.(u) = X0 .x  pour tout u dans U,
On a d6.(0) = Aody(0) = A/S(x),

car la différentielle de y A 'origine est I'injection de S(x) dans 4. L’application
d,.(0) est donc un isomorphisme de S(x) sur T, M (d’aprés le point iii) de la Pro-
position (2.1) et I'injectivité de 1,/S(x)). 11 existe donc un voisinage U de 0 dans U,
tel que 0, soit un difffomorphisme de U sur un voisinage @ de x dans M.

5. Démonstration du Théoréme 4.1.

x est désormais un point fixé de M. On désigne par (e;) une base de ¥ telle que,
pour tout j, e; soit-dans I'un des G;. L’indice k correspondant sera noté [j]. On
choisit cette base de telle maniére qu’une partie des (e;) forme une base de 4 (x)
(les vecteurs e; qui sont dans 2 (x) seront aussi notés 4 ;) et que l'autre partie forme
une base de S(x).

Pour toute fonction f dans C*= (%), on notera 7 la fonction sur G définie par:

G f(e) = f(u) pour tout u dans ¥.

Une étape essentielle de la démonstration du Théoréme 4.1 est celle de la pro-
position suivante:

Proposition 5.1. Pour tout a dans %; (1=j=r), il existe des fonctions ¢, dans
C=(U) telles que:

(5.2) 0%4(a) = To, xfx)(a) +2k Dr efc/l(ek)'
(3.3) P CRy—ja1-

Démonstration de la Proposition 5.1.

a) Passage du formel aqu C*.
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On suppose qu'on a démontré (5.2) comme une égalité entre séries formelles
en u. Utilisant le théoréme de Borel, on en déduit qu’il existe des fonctions
%€Cpy—j4+1 €t des fonctions ,€C™ plates en O telles que:

G4 024(a) = 7o, (@) + 2 105 A (e + 2, %aiw.

On utilise maintenant le fait que si les f; désignent les éléments de la base de ¥
qui sont dans S(x) les champs de vecteurs 8% A(f;), restreints en tout point u de U,
forment une base de T, U.

11 existe donc des fonctions dans C~(U) wy;(19) telles que:

0 *
(5.5) _3‘1}; = 2; ;05 A(f))-

On déduit alors (5.2) de (5.4) et (5.5).

b) Démonstration pour les séries formelles.
Dans tout ce qui suit, toutes les égalités sont 4 considérer comme des égalités
entre séries formelles.

Suivant les notations de R. Goodman [5], on définit une application:
W. C=(M) - C=(Q) par:
(5.6) Wf(u) = f(e*® - x)
pour tout u# dans Q et tout f dans C*=(M).
On définit une application y*: C~(Q2)-~C>=(U) par:
(5.7 Y @) = f(y(w)

pour tout u dans U, tout f dans C*=(Q).

On a évidemment
(5.3) Bi = '))* W.

Le lemme suivant est démontré dans [5] (page 45, formule d):

Lemme 5.2. Pour tout a dans 9;, il existe des fonctions . dans .C;’°_ j+1(8)
telles que 'on ait:

5.9 Wa(a) = np,0(@W+ 2, W Wi(e) (formellement).

Remarque 5.3. Le Lemme (5.2) n’est autre que la Proposition (5.1) dans le cas
particulier ou J# (x)=0.

Remarque 5.4. mg, o désigne la représentation réguliere a droite de G, notée
dR dans [5].
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Remarque 5.5. L’égalité (5.9) peut aussi s’écrire, pour f dans C* (M)

(G10) LSOOy = T e ot T U],

On peut montrer de maniére analogue I’égalité suivante

GI) @O0y = L e ot 3, S,
o1 les fonctions 1, sont dans C;> -

La méme propriété est valable en considérant a dans %,®...9¥;.

Si on compose & gauche I’égalité (5.9) par y*, et tenant compte de (5.8), on
obtient:

(5.12) 0%4(a) = ')’*75(0,0)(‘1)W+2k (7 ) 0% Aley).
Puisque
(5.13) P*: C231(Q) ~ Crbij+1(U) < G- j+1(U).

Le deuxiéme terme de (5.12) est de la forme voulue dans (5.3). Il nous reste 2 cal-
culer y*7y (@)W, ce qui est I'objet des lemmes qui suivent.

Lemme 5.6. Pour tout a dans ¥;, il existe des fonctions , dans C=(U)
(I=k=dim %) telles que, pour tout g dans C=(Q), on ait:

(5.14) Y 70,0)(@) g = o, 4,5 (@ * g)+2'[k]gj Vi 8
ou lon a posé:

d .
(5.15) 8 () = - &(" ), o.

De plus, les fonctions V. sont dans Cg,_;(U).

Rappelons quelques notations de [7] et [8]. Il existe des applications #(u, a)
de S, X% dans A, et o(u,d) de S, X% dans S, telles que

(5.16) e’ g8 — (1, 8) p¥(o(1,a))

pour tout (u, a) dans S, X9%.
La représentation m, ,  est définie, pour tout f dans L2(S,), tout a dans
9, par:

(5-17) Too, #x) @ fw)=f (0' (u, a)).
On a d’autre part:
(5.18) T0,0) (@ g) = g(e*- e

VgeL(9), Y (u,a)cIXY.
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme:
Démonstration du Lemme 5.6. On déduit de (5.18):

(5.19) (V70,0 () 8) (1) = §(e?®e®) pour u dans S,

et compte-tenu de (5.16):

(5.20) V¥ 70,00 (€9) g (1) = §(MWD 7o),

En dérivant (5.20), on obtient, pour g dans Cy’ (2):

d
s o, 0) (@) g(u) = ar g(ewr eY(a(“’m)))’mo-

Puisque: A(u, 0)=0 et a(u, 0)=u, on en déduit:

d . d .
52D A 0, 0) (@ gu) = Eg(eﬂa(u’m»)lmo‘i“Eg(eh("’m) eV(“))|t=0'

Le premier terme du second membre de (5.21) est égal, d’aprés (5.17) & m,, (@ r*g.
Pour calculer le second terme, on écrit, en utilisant la base (&) de A :

h(u, ta) = 2, D, (u, ta)h,,

ol les fonctions @, sont des fonctions C* de S, X% dans R, et on utilise ’égalité
suivante; pour a dans %;

d d d . .
(5.22) 'a*t‘g(ezq}"(“’m)h" Nieo = Sge; ar D (u, ta);=o d—tg(e”"‘ey( M=o
Iy, étant dans %, et a dans %;, la fonction:

d
U — D, (u, ta)|,=0

est dans Cp;_;(U). Le lemme est ainsi démontré.
Pour démontrer la Proposition 5.1, il nous reste a transformer I’égalité (5.15)
en montrant que, pour tout f dans C* (M), tout k, dans Hp,(x), on a:

(5.23) %Wj(e'hk -e¥)

t=0= 2z (P{(u)(W/l(eé’)f)(u)

ou les fonctions ¢, sont dans Cp;_p,1.,(Q). En composant & gauche par y* et en
reportant dans (5.14) (ou Von remplace g par Wf), puis en tenant compte de (5.8)
et (5.13), on aura démontré la proposition.
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D’aprés la définition de A (x), on peut écrire:
h = hi+hy
ou h;EgIQ...EBg[k], }'x(hlz) =0, hl/clég1®"'®g[k]—l'
On a:
(5.24) L 5 e izo= 4 WF (¢ )| +-L et &)
dt 7 =0T dt =0

Pour démontrer (5.23), on examine séparément les deux termes du second membre
de (5.24). Ceci fait 'objet des deux lemmes suivants:

Lemme 5.7. Si & est un élément de 4,® ... ® Gy, tel que A (h) est nul, alors il

existe des fonctions ¢, dans C” ;. ,(Q) telles que, pour tout f dans C= (M), on ait:

(525) LT o= S 0 @WR) @)

Lemme 5.8. Si h est dans 9 ,, il existe des fonctions ¢, dans Cg)_ (Q) telles
que, pour tout [ dans C=(M), on ait I'égalité (5.25).

On appliquera le Lemme 5.7 & /; et le Lemme (5.8) & /; qui s’écrit comme
somme de termes dans les 4, (1=p=[k]-1).

Démonstration du Lemme 5.7. On utilise Pidentité (5.11).

(526 () =0 [0 Ot 5, 0 WA S,

avec ¢, dans C;” 1. 1(9).
Montrons que le premier terme du second membre est nul. Si on pose pour
tout u dans Q, F(y)=f("™.y), Vycw. On a:

L J@ OO Ly = < (@ -2y = (1) F) () = O

puisque le champ de vecteurs A(%) s’annule en x.

Démonstration du Lemme 5.8. On sait que:

eth ¥ = ¥ of &XP (ad—u) h.
11 existe des fonctions ¢, dans Cp;_ (%) telles que:

exp(ad—w)h = 3. ,0,(u)e, pour tout u dans .
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On a donc:

d ~ y d ~
WWf(e‘h-e )lt=0 = EW(eu'etzq"(“)e‘)ltzo =

= 3, 0@ S e ) = 3, 00 0,0p(e) W) (Eapris 5.18).

On utilise de nouveau de Lemme (5.2). 11 existe des fonctions y,, dans C;7,_ ()
telles que:

T(0,0) (e)W = Wi(e)+ Z m VWi (en),
ce qui démontre le lemme et la Proposition 5.1.

Fin de la démonstration du Théoréme 4.1. Elle est identique a celle du Théoréme
(3.1) de Métivier [11]. D’aprés la Proposition (4.1), pour tout j inférieur ou égal

°0

a r, il existe des fonctions ¢ dans Cp;_;,,(U) telles que:

(5.27) 0:/1(3,') = T(0, ) (ej) +Zk Dk eil(ek)
(5.28) ?u€Ci-1n+1(U) si [k =]

Soit @ la matrice (¢ ). La matrice (/— ®) est la somme d’une matrice iriangulaire
n’ayant que des 1 sur la diagonale, et d’une matrice dont la norme tend vers 0 avec
ju]. Par conséquent, dans un voisinage de 0, la matrice (I— &) est inversible. Posons

(I-P) =3 oM =]1-¥
avec ¥=(y ).
On vZrifie facilement que v, vérifie (5.28). On peut alors écrire:

TC(0, 5 x) (e j) —0%A(e j) = 2 k v FETTO, ) (ep)-

On sait que =« e,) est un opérateur homogéne de degré [k]: par conséquent,
q ©, 2,0 \Ck g q
YiTo,x,(€) est un orérateur d’ordre inférieur ou égal a [j]—1. ce qui démontre

le Théoréme 1.

II. Application a Phypoellipticité
1. Le cadre général

On considére des champs de vecteurs X, ..., X, réels, C=, sur une variété M,
vérifiant la condition de Hérmander:

(H6) 1l existe un entier r tel que les crochets des champs X; de longueur inférieure
ou égale A r engendrent, en chaque point x de M, T .M tout entier.
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Soit P(x, y1, ..., y,) un polyndme de degré m a p variables, non commutatif,
a coefficients C™ sur M, et soit & 'opérateur différentiel:

(1.1) P=PX, X1, ..., X)) = Dicigmm W) X,y . X, -
On pose la définition suivante:

Définition 1.1. On dit que 2 est hypoelliptique maximal en un point x de M,
8’il existe un voisinage @ de x, et une constante C strictement positive telle que
I’on ait:
(12 [ull3mey = ClIPulliva+ luliawl,  Yu€Cs (@).

Par || « |l ymay> On désigne la norme:

(1.3) U= [ulymoy = 2 m 1 Xy -+ X Wl L000)-

Un certain nombre de remarques s’imposent pour que cette définition ait
un sens.

Remarque 1.2. L’inégalité (1.2) ne dépend pas du choix des coordonnées, de
sorte que la définition a un sens intrinséque.

Remarque 1.3. L’inégalité (1.2) implique ’hypoellipticité de £ dans un voisinage
de x. La démonstration est essentiellement la méme que dans [7] § 6 (cf. [16], [17]),
si on observe que I’on a la propriété suivante, sous I’hypotheése (HGS) (cf. Th. 17
de [14]):
(1.4) 1 existe une constante C telle que, pour tout u dans C; (w),

Z!u\ém—l “Xau o Xaku”%ﬂ/"(m} = C |[u“§€'m(g))a
ot H'"(w) désigne I’espace de Sobolev usuel.

Soit ¢ I'algébre de Lie nilpotente libre 4 p générateurs a,, ..., a,, de rang de
nilpotence 7. Cette algébre est graduée (cf. I, paragraphe 1) et admet une famille
de dilatations compatible avec cette graduation. Soit G le groupe de Lie connexe
et simplement connexe correspondant. On sait dans ces conditions (cf. [5]) qu’il
existe un homomorphisme partiel d’ordre r unique A: ¥-~L(M) tel que:

(1.5) Map)=X; j=1,..,p.

On note X la sous-algébre définie au point x par (I, 2.3), par S, le sous-espace
défini par (I, 4.1) et par 7, 4  la représentation unitaire de G dans L2(S,) définie
en (I, 5.17).

Enfin, en chaque point x de M, on associe & # un élément P, homogene de
degré m de lalgébre enveloppante universelle % (%), défini- par:

(1.6) Pr= 2 om (), ... aq, .
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2. Conditions nécessaires d’hypoellipticité
On ale:

Théoréme 2.1. Si 2 est hypoelliptique maximal en x, alors il existe une constante
C strictement positive telle que, pour tout u dans Cy (S,), on ait:

2.1 ngm Hﬂ(o,wx)(aa)”“ia(sx) = Clfin, (P x)u”iz(sx)'?‘ nu”iﬂ(sx)]
oi on a posé d*=a,...a, .

Corollaire 2.2. Si 2 est hypoelliptique maximal en x, alors n, 4 (P,) est hypo-
elliptiqgue maximal.

Corollaire 2.3. Dans le cas de Métivier [11] (cf. Proposition 1, 2.2), si P est hypo-
elliptique maximal en x, alors pour foute représentation irréductible © non triviale,
triviale sur exp A, n(P,) est injectif dans &, (o &, désigne I'espace des vecteurs
C* de la représentation).

Remarque 2.4. 1l tésultera de la démonstration du Théoréme 2.1 que si (1.2)
est satisfaite dans w, alors (2.1) est vérifiée, pour tout x dans w, avec C indépen-
dant de x.

Démonstration du Théoréme 2.1. On transporte I’inégalité (1.2) sur S, par le
difféomorphisme ,.. On obtient qu’il existe un voisinage U de O dans S,, une densité
C~g(u) différente de zéro dans U, telle que, pour tout f dans Cy(U), on ait:

2.2) Zm[gm Hgi(Xn e X“k)f"i,’;(sx)
= [C“Z]algm aa(ex(u)) Hi (Xal Xak)f”iﬁ(sx) + ”u“ii(sx)]

ot u est la mesure g(u) du et C est la constante apparaissant dans (1.2).
Soit v dans C;°(S,), on applique I'inégalité (2.2) & f=wvod, (pour ¢ assez grand,
f aura son support dans U). En faisant tendre ¢ vers +o, on obtient I’inégalité:

@3 Zhat=m 170,20 @) 0] 135 ) = Cllmeo, 0 (P vl 15 5

ot L2(S,) est I’espace L? pour la mesure de Lebesgue et C est la constante apparais-
sant dans (1.2).
En effet, si |o| est égal & m, Popérateur différentiel:

9:(Xa1 e Xak)_‘n(o’x/‘x)(aal e a“k

est de degré inféricur ou égal & (m—1) en O d’aprés le Théoréme 1, 4.1. Il en est de
méme pour I'opérateur

Zia]§m aa(gx(u)) oﬁ(Xdl Lo X“k) - TC(O, Hx) (Px)
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De plus, si A est un opérateur différentiel homogeéne de degré m sur S,, on a
im =m0 4 (@od)l| 2,y = V@) 40] 13655

ou Q désigne la dimension homogeéne de S,.

(2.3) résulte alors aisément de (2.2) en utilisant les remarques précédentes et
les propriétés rappelées en I, paragraphe 3.

Par ailleurs, on montre aisément linégalité (cf. la démonstration dans [7]
du Lemme 6.2.2):

Cd Sz 1m0,x0@) 1l sy = C( S o 170,000 (@)l Fas y Hl Zags,)-
(2.1) résulte alors de (2.3) et (2.4).

Démonstration du Corollaire 2.2. Les champs de vecteurs 7, Jfx,(a]), s T (@)
vérifient la condition (HG6) en un voisinage de ’origine. Le corollaire résulte alors
de la Remarque 1.3.

Démonstration du Corollaire 2.3. 1l suffit d’appliquer la partie condition né-
cessaire de la conjecture de Rockland ([13], [1]) en remarquant que 7 4 ,(P,)
peut &tre considéré comme opérateur invariant sur le groupe ., \G.

Remarque 2.5. L’étude de I’hypoellipticité des opérateurs 7,  (P,) fera I'objet
d’un travail ultérieur, en liaison avec un récent article de Folland [4].

3. Conditions suffisantes d’hypoellipticité

On garde dans ce paragraphe les notations des paragraphes précédents.

Théoréme 3.1. On suppose que H#,=0, ie. que les champs X; sont libres au
sens de [14], [10]. Alors, si en un point x, P, est hypoelliptique maximal dans 4, P
est hypoelliptique maximal en x.

Remarque 3.2. Le Théoréme (3.1) est la réciproque de Corollaire 2.2.

Remarque 3.3. L. P. Rothschild vient de démontrer la réciproque du Corollaire
2.3 dans le cas de Métivier ([11], [15]).

Démonstration du Théoréme 3.1. Nous ne mettons en évidence que les points
nouveaux de cette démonstration qui est presque enti¢rement tirée de [14].

Dans le cas ol & est formellement auto-adjoint et ou I’ordre de ’opérateur
2 m est inférieur strictement a la dimension homogéne du groupe libre G, le Théo-
réme 3.1 résulte directement des considérations de [14] qui permettent de con-
struire une paramétrixe pour 2.
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Dans le cas général, on considére a la place de 2, I'opérateur:
o =P*P+ 31 Dim
défini sur MXR? ol ¢ est choisi de telle sorte que:
2m < Q+yq,

ou Q est la dimension homogéne du groupe libre. On a &/ =P;P +>1 D2'"
et on utilise le lemme suivant, utilisé dans [7], § 6.3 {en admettant les résultats de [8])

Lemme 3.4. Soit P un opérateur homogéne de degré m invariant @ gauche sur
un groupe de Lie nilpotent, gradué, simplement connexe G, alors I’opérateur P* P+
> Dfim est hypoelliptique si et seulement si P est hypoelliptique.

=1

Remarque 3.5. Dans le cas o les champs X; vérifient (H6) avec r égal 2, on
peut rentrer dans le cadre de [3]. Si o(X) désigne le symbole du champ de vecteur
X, on désigne par X I'ensemble caractéristique défini par: {e€ZcCT*M\ 0<
6(X)(@)=0,i=1, ...,p}. Si on suppose que les do(X;) sont linéairement in-
dépendantes en tout point de Z, une réciproque du Corollaire, 2.2 résultera de
[3] et [6]. Dans le cadre du rang 2, le cas de Métivier correspond au cas particulier
ou les d;o(X;) sont indépendants (ou & désigne la variable duale de x dans une
carte de M).

Un exemple d’application.

Dans Je cas ol %, n’est pas réduit & {0}, on peut obtenir en utilisant le lifting-
theorem de [14], des conditions suffisantes d’hypoellipticité. On obtient par exemple
aisément le théoréme suivant, qui généralise le résultat classique de L. Hérmander
[9] sur I’hypoellipticité de 1’opérateur: P= 2;’ 1 X 2 et qui permet de retrouver
certains résultats de [2] et [12].

Théoréme 3.6. On suppose que les champs X; (i=1, ..., p) vérifient (H6), alors
Popérateur
= >r  xpm
i=1 i
est hypoelliptique.

Démonstration. Par le lifting-theorem [14], on se raméne au cas ol les champs
X; sont libres. Il suffit alors de vérifier que si les {Y;} (i=1, ..., p) sont les géné-
rateurs de 1’algeébre de Lie du groupe libre G, I'opérateur:

P= 2'1{1:1 Yi2m
est hypoelliptique (cf. §6.2 de [7]).
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