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Introduction 

On se propose de donner des conditions ndcessaires ou suffisantes d'hypo- 
ellipticit6 pour des op6rateurs de la forme P(x,  J(1, . . . ,  Xp) o~ P(x,  Yl, . . . ,  Yp) 
d6signe un polyn6me en y non-commutat i f / t  coefficients C = pour x dans R", et 
les X~ sont des champs r~els d6finis sur R". 

On sait ([9]) que, lorsque les champs Xi v6rifient la condition: 

(H6) L'alg6bre de Lie engendr6e par les champs X~ contient en chaque point de 
R" tout l'espace tangent, 

l 'opdrateur Z]'=I X~ est hypoelliptique. 
Dans [14], les auteurs ont montr6 le lien entre cet op6rateur et un op6rateur 

invariant homog6ne d6fini sur un groupe nilpotent. Un des outils est un th6orame 
d'approximation (lifting theorem) dont on a plusieurs d6monstrations ou variantes 
([14], [5], [10], [11]). Par ailleurs, l'6tude de l'hypoellipticit6 des op6rateurs invariants 
homog6nes sur un groupe nilpotent gradu6 a 6t6 achev6 dans [7] et [8] off l 'on r~soud 
line conjecture de Rockland [13]. On verra ici que cette 6tude n'est pas suffisante 
et qu'une question plus difficile se pose qui est de caract6riser les op6rateurs in- 
variants homog6nes let hypoelliptiques sur un espace homogSne H \ G  off G est 
un groupe nilpotent et H est un sous-groupe ferm6 de G. 

Cet article comprend deux parties: darts la premi6re, on donne un th6or6me 
d'approximation d'un syst6me de champs de vecteurs; dans la deuxi6me, on donne 
comme application des conditions ndcessaires d'hypoellipticit6, qui sont suffisantes 
dans un cas simple. Cet article d~veloppe certains r6sultats d 'un manuscrit que nous 
avons diffus6 pr6c6demment. Signalons enfin que L. P. Rothschild [15 ]a ddmontr6 
des conditions suffisantes dans le cas consid6r6 par G. M6tivier [11]. 
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I. Approximation d'un syst6me de champs de vecteurs 

1. Le cadre g6n6ral 
On consid6re: 

1) Une alg6bre de Lie f# nilpotente de rang de nilpotence r admettant une d6com- 
position de la forme: 

r 

(1.1) fr = | ~, 
i = 1  

ol) les f#i sont des sous-espaces tels que 

(1.2) If#i, ffj] : ffi+j 

(en convenant que cgi+~=O si i+ j>r) .  

2) Une vari6t6 C=M de dimension n. On notera L ( M )  l'algSbre de Lie des champs 
de vecteurs r6els C = sur M. 

3) Un homomorphisme partiel 2 d'ordre r de fr dans L(M) ,  c'est-~t-dire une applic- 
ation lin6aire de ff dans L(M) ,  telle que: 

(1.3) VXEf#i, VYEfffj, X([X,Y] ) : [~ (X) , ) , ( ] ( ) ]  si i+j<=r. 

On suppose que 2 v6rifie la condition de H6rmander,  c'est-~t-dire que, pour tout 
x dans M, l'apptication lin6aire 2~ de ff darts TxM d6finie par: 

(1.4) VaEfr 2x (a )=2(a ) / x  est surjective. 

On se propose de construire dans cette premi6re partie, pour  tout point x de M, un 
diff6omorphisme 0x d'un voisinage U de 0 dans R" sur un voisinage oJ de x dans 
M tel que 0~2(a), pour a darts f#, soit << approch6 >> par l'image de a par une repr6- 
sentation de ff dans L2(R"). Un 6nonc6 pr6cis sera donn6 au Paragraphe 4. 

2. D~finition d'une sous-alg~bre de fr en chaque point x de M 

On d6finit, pour tout x dans M, pour tout k inf6rieur ou 6gal h r, un sous- espace 
V k (x) de T x M par: 

(2.1) Vk(X) = 2~((9~@ ... Ofgk) et Vo(x) = O. 

On d6finit ensuite un sous-espace Hk (x) de f#k par: 

(2.2) Hk (X ) = f9 k n 2;l(Vk_~(x)), 
et l 'on pose: 

(2.3) 3if(x) = + Hk(x). 
k = l  
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Proposition 2.1. Avec les hypothkses ci-dessus: 
i) cOt(x) est une sous-algkbre de (9 gradude par (2.3). 

ii) On a: dim fgk=dim Hk(x)+dim Vk(X)--dim Vk-I(X). 
iii) On a:  dim ~(x)- - -d im G - d i m  M. 

Ddmonstration. 

Point i). Soient a dans Hk (x) et b dans He(x), tels que k + g est inf6rieur/t r. 
Montrons que [a, b]es t  dans Hk+e(x). I1 est clair que [a, b] est dans f~k+e. I1 nous 
suffit donc de montrer que: 

2~([a, b])E Vk+t_~(x). 

Par hypoth~se, 2~ (a) est dans V k_ 1 (x); il existe donc un 616ment al de fr @... @ f~k- 
tel que 2~(a)=2:,(aO. L'~16ment a2=a--al v6rifie donc: 

a~fr174 | 

2x(a2) = 0. 

De m~me, il existe deux 616ments bl et b2 de f# tels que: 

b = bl+b2 

bl~ ffl | O ~e-1 

b2E~l(~ .. �9 Of~e 

;~,(b~) = O. 
On a 6videmment: 

[a, b] = [al, bl] q- [al, b21 + [a2, b~] + [a2, b21. 

Puisque # + E est inf6rieur/~ r, on a: 

2([a2, b2]) = [2(az), 2(b2)]. 

Le crochet de deux champs de vecteurs qui s'annulent en x s'annule 6galement 
en x. On  a donc: 2~([a2, b2])=0. 

D'autre part: 

[al, bl] + [a l ,  b2] + [a2, bl]Ef~l O.. .  @fr 

On en d6duit imm6diatement 

&([a, b])E V~+~_dx) 
et donc [a, blCH~+e(x). 

Point ii). Ce point r6sulte de la remarque suivante d'a/g6bre lindaire. Soit une 
application lin6aire f de E dans F, o5 E et F sont deux espaces vectoriels de dimen- 
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sion finie. Soient E 1 et E~ deux sous-espaces suppl6mentaires de E. Soit / ~=E2  ca 
f - l ( f ( E O ) ,  a lors  on a, 

(2.4) dim E2 = dim/~2 + d imf (E) - -  dimf(Ea). 

On applique cette remarque h E~=f f x |  a, E2=f f  k, F = T x M  et f = 2 x .  

Point iii). On ajoute toutes les 6galit6s ii) pour k variant de 1 ~t r, et l 'on tient 
compte de: dim Vo(x)=0, dim V~(x)=dim M (cf. condition 1.4). 

La Proposition 2.1 est ainsi d6montr6e. 
La Proposition 2.1 peut ~tre pr6cis6e dans le cas partieulier 6tudi6 par G. 

M6tivier [11]. 

Proposition 2.2. On suppose de plus que : 

(2.5) Pour tout k infOrieur d r, la dimension de l'espaee Vk(X) est constante sur M. 

Alors, pour tout x dans M, la sous-algObre At(x) est un ideal de ~. 

DOmonstration. 

lore Otape. On va tout d 'abord caract6riser les 616ments de Hk(X), quand l'hy- 
poth6se de la Proposition 2 est v&ifi6e. Pour tout k inf6rieur ou 6gal ~ r, choisissons 
un suppl6mentaire Sk(X) de Hk(X)darts fog, et posons 

(2.6) S(x)  = + Sk(X). 
k = l  

Soit Vk la dimension de Vk(X). D'apr6s la point ii) de la Proposition 2.1, la dimen- 
sion de Sk(X) est 6gale ~t Vk--Vk_l. Soit x fix6 dans M. Cboisissons une base (ei) 
de S(x)  telle que les ej (Vk_l<j<=Vk) forment une base de SO(X) (l<=k<=r). L'ap- 
plication 2x de S(x)  dans T~M est injective; les vecteurs 2~ (e j) sont done lin6aire- 
ment ind6pendants. I1 existe done un voisinage co de x tel que, pour tout y dans 
co, les vecteurs 2y (ei) soient lin6airement ind6pendants. Comme dim Vk(y ) est 6gal 

Vk, les vecteurs 2y(ei) (I<:j<=Vk) forment une base de Vk(y) pour tout y darts co. 
Par cons6quent, pour tout a darts ff~| ... �9 fCk, il existe des fonctions ~oj, a 

dans C = (co) (1 <=j<~ Vk) telles que l 'on ait: 

2y(a) : Zj<=vkcPJ,,(Y)2r(eJ), VyEco. 

Un 616ment a de ffk est dans Hk(x) si et seulement si les fonetions cpj,~ eorrespondan- 
tes s'annulent quand j e s t  strictement sup6rieur ~t Vk_ 1. 

2Ome dtape. Soient alors a dans Hk(X ) et b dans ~e, avec (k+d)  inf6rieur ou 
6gal ~t r, on a: 

2 ([a, b]) = D,(a), 2 (b)]. 
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Donc, dans o9, on a: 

2([a, b]) = Zj_~vk [qgj,,2(ej), 2(b)] 

= Z j~v t r  (P j, a [,~, (e j ) ,  2(b)]-- Zj<=~ (~(b) q~j,a))~(ej)" 
Puisque f e s t  sup6rieur ~t 1, les termes de la seconde somme, restreints en x sont 
dans Vk+e_l(X). Ceux de la premiere somme qui correspondent /~ un j inf6rieur 
ou 6gal h Vk_ 1 ont aussi leurs valeurs en x darts Vk+t_ l (X) et ceux qui correspondent 
/~ j sup6rieur h Vk-: s'annulent en x. On a, par cons6quent, 2~([a, b]) dans Vk+e_ 1 (X) 
et donc [a, b] dans Hk+e(x). 

3. Op~rateurs quasi-homog~nes 

On renvoie ~t [11], [5] ou [14] pour  plus de d&ails. La suite v, ( i=0,  . . . ,  r) 
&ant fix6e et v6rifiant: O=vo<v:< . . .<vr=n ,  on d6finit la fonctioa poids [ ] 
de {1, . . . ,  n} daus {1, . . . ,  r} en posant: 

[ j ] = k ,  pour Vk_:<j<=v , ,  

Si ei d6signe une base de R", on d6finit, pour  tout t strictement positif, 6t darts 
Gf (R n) ert posant: 

(3.1) (~t(ej) = t[Jlej. 

On dira qu'une fonction f ddfinie sur R " \ 0  est homog6ne de degr6 Q, si, pour 
tout  t strictement positif, on a: 

fo6t  = t%f.  

De mSme, un op6rateur diff6rentiel T (h coefficients C =) sera dit homog6ne de 
degr6 6, si, pour tout t strictemertt positif, on a: 

J r . T =  t~ . T 

def 
off ((6,, T)  f )o6 t = T ( f  o6,). 

Par exemple, la fonction: R")u--,-u" est homog&te de degr6 [cr (off, par d6finition, 
[~]=~'~"=: ~j[j], et l 'op6rateur u'O/Ouj est homogSne de degr6 [ j ] - [~] .  

Suivant [11], rtous d6finissons l 'ordre d'urt op6rateur en 0 de la mani6re sui- 
vante: on munit d 'abord R" de la << rtorme homog~ne >> 

(3.2) [u ] = ( 2 3 =  1 luj ]2/[jl) 1/2. 

Pour un voisinage U de l'origine, on d6finit C m (U) comme l'espace des fonctions 
C = <<nulles ~t l 'ordre m>> ~t l'origine (mCZ) en posant: 

(3.3) Cff(U) = { fEC~(U),  [f(u)l = O([U[m), lorsque u tend vers 0}. 
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On dit alors qu'un op6rateur T de C~(U) dans C~(U) est d 'ordre inf6rieur ou 
6gal ~tp en 0, si, pour tout m, on a: 

(3.4) TC2 (U) c C2_p(U). 

Avec ces d6finitions, un op6rateur T d6fini par 

a e 
T = ZI~I~_ k ~0 u 

est d 'ordre inf6rieur ou 6gal ~t p ~t l'origine, si et settlement si, pour tout ~, a~ est 
darts C~l_p(u ). Ceci 6quivaut encore ~ dire que, pour tout ~ et tout fl tels que: 
Jill < [c~]-p, on a: 0~ a~ (0) = 0. 

A un tel op6rateur d'ordre inf6rieur ou 6gal h p  en 0, on associe sa partie homo- 
g6ne de degr6p, Tp, d6finie par: 

u # 

(3.5) ?p = Zj~f~k Zl~l =t~l-, (Oa"a~,)(O) -fit a~. 

I1 est alors clair ( T - - ~ )  est d 'ordre inf6ricur ou 6gal/t ( p - 1 )  en 0. Rappelons les 
propri&6s suivantes: 

(3.6) Pour tout f dans ~(Rn), tout T d'ordre inf4rieur ou 6gal ~t p 

t-P(ft*T)f ' TrY 
t ~  

la convergence ayant lieu dans N (R"). 

(3.7) Si T et S sont des op6rateurs respectivement d'ordre inf6rieur ou 6gal ~t p 
et q en 0, TS et [T, S] sont d'ordre inf6rieur ou 6gal ~p+q et on a: 

IT, S],+~ = [~V, ~q~]. 

(3.8) On dira que T e s t  homog6ne de degr6 p e n  0 si T =  Tp. On appliquera les 
r6sultats ci-dessus ~t l'alg6bre de Lie (r v6rifiant (1.1) et (1.2) munie de la 
famille naturelle de dilatations fit d6finie par: 

6t(a) = tka pour a darts (Ok, 

ou h des sous-espaces vectoriels gradu6s de (r munis de la dilatation induite 
par N. 

Si Vest  un tel espace vectoriel: V=O~. ~Vj, on posera Q = ~ = x j d i m V j .  
Q est appel6e la dimension homog6ne de V. 
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4. Enonc~ du th~or~me d'approximafion 

Soit G le groupe de Lie connexe et simplement cortnexe dont l'alg~bre de Lie 
est fg. On utilisera les notations de [7] et [8] pour les repr6sentatiorts induites z%,x), 
off ~ est une sous-alg6bre de (9. 7r(0,~ o est la repr6sentation induite de exp Jg 
G par la repr6sentation triviale sttr exp ~ .  

Rappelons que ces repr6sentations unitaires peuvent ~tre r~alis6es dans L2(S), 
off S est un suppl6mentaire convenable gradu6 de sU dans f# murti de sa mesure 
de Lebesgue. 

Si a est un 616merit de fgk, et si JY" est stable par les dilatations fit de ~9, zr(0 ' :~)(a) 
est un op6rateur homog6ne de degr6 k sur S. 

Le r~suttat principal de cette premiere partie est le 

Th~or~me 4.1. Sous les hypothkses (1.1) & (1.4), pour tout x clans M, il existe 
un suppldmentaire S(x) de d ( x )  clans if, stable par les dilatations fit de ff et un 
diffdomorphisme 0,` d'un voisinage U de 0 clans S(x) sur un voisinage a~ de x clans M 
tels que, pour tout a dans ~k ( l<=kNr) ,  le champ de vecteurs sur U 

0"~ ~ (a)  - ~r(o, ~ )  (a)  

soit d'ordre inf~rieur ou ~gal gt (#--1) en O, autrement dit: 

O*2(a)k = 7~(0,~x)(a). 

Remarque 4.2. Darts le cas consid6r~ par G. M6tivier (Hypoth6se (2.5)), ~#~ 
est un id6al de fq d'apr6s la proposition (2.2); ~(0,~)(a) peut alors ~tre consid6r6 
comme urt champ invariant ~ gauche sur le groupe ~xp~x\G. M6tivier [11] a d6- 
montr6 dans ce cadre un th6or6me plus fin permettant de corttr61er la d6pendance 
en x du diff6omorphisme 0~. 

Nous d6montrerons Ie th6or6me au paragraphe suivant en choisissant S(x) 
et 0,, de la mani6re suivante: 

Choix du supplOmentaire S(x). 

Comme dans la d6monstration de l a  proposition (2.2), on choisit: 

(4.1) S(x) = @ Sk(x), 
k = l  

oCa SK(X) est pour  tout k ( k = l  . . . .  , r) urt suppldmerttaire de Hk(x) dans fgk- 

Ddfinition du diffkomorphisme 0~. 

II existe un voisinage I2 de 0 dans f9 et urt voisinage co~ de x darts M, tels que 
l'applicatiort: 

(u, y) -- e~(")y 



244 B. Helffer et J. F. Nourrigat 

soit C = de f2Xo~ darts M. Cette application est caract6ris6e par la propri6t6 sui- 

vante: V f E C o ( M  ), V(u,y)EOXo91, VtE[O, 1] 

[it (u) f ]  (e t~(u) x) -- -~-[f(e t~(u), x). 

Pour  tout u dans S(x), on notera Uk sa projection sur Sk(X ) (1 <=k<=r), I1 existe une 
application 7 de S(x) dans f# telle que: 

(4.2) e",e,r-1...e"l = e ~(") pour tout u dans S(x). 

Soit U1 un voisinage de 0 dans S(x) tel que: 7(U1)c f2. On d6finit une application 
Ox de U1 dans M e n  posant:  

(4.3) O~(u) = e ~(~(")) . x  pour tout u dans U1 

On a dO:,(O) = it~ody(O) = itx/S(x), 

car la diff&entielle de ~, /~ l'origine est l'injection de S(x) darts fg. L'application 
dO~,(O) est done un isomorphisme de S(x) sur T:,M (d'aprSs le point iii) de la Pro- 
position (2.1) et l'injectivit6 de 2x/S(x)). I1 existe done un voisinage U de 0 dans U~ 
tel que 0:, soit un diff6omorphisme de U sur un voisinage ~o de x dans M. 

5. D~monstration du Th~or~me 4.1. 

x est d6sormais un point fix6 de M. On d6signe par  (e j) une base de f# telle que, 
pour tout j ,  ej soit dans l 'un des Gk. L'indice k correspondant sera not6 [j]. On 
choisit cette base de telle mani~re qu'une partie des (ej) forme une base de aq'(x) 
(les vecteurs ej qui sont dans Jg'(x) seront aussi not6s hi) et que l 'autre partie forme 
une base de S(x). 

Pour  toute fonction f dans C ~ (f#), on notera f la fonction sur G d6finie par:  

(5.1) f(e") = f ( u )  pour tout u dans f#. 

Une 6tape essentielle de la d6monstration du Th6or~me 4.1 est celle de la pro- 
position suivante: 

Proposition 5.1. Pour tout a clans f#j (l<-j<=r), il existe des fonctions ~o k dans 
C ~ (U) telles que: 

(5.2) 0* it (a) = ~(0, ~c~) (a) + Z k  ~Pk 0* it (ek). 

(5.3) qgkEC~l_j+ 1 . 

Ddmonstration de la Proposition 5.1. 

a) Passage du formel au C ~. 
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On suppose qu'on a d6montr6 (5.2) comme une 6gatit6 entre s6ries formelles 
en u. Utilisant le th6or6me de Borel, on en d6duit qu'il existe des fonctions 
Zk~C~I_j+I et des foncfions ~keEC ~ plates en 0 telles que: 

0 
(5.4) 0~* 2 (a) = ~r(o, ar~) (a) + Z k  Zk 0* 2 (ek) + Z e  0e Ou 6 �9 

On utilise maintenant le fait que si les fs d6signent les 616ments de la base de fq 
qui sont dans S(x) les champs de vecteurs 0*2(fj) ,  restreints en tout point u de U, 
forment une base de T, U. 

II existe donc des fonctions dans C=(U) ookj(u ) telles que: 

0 
(5.5) Ou k = Z j rOkj O* 2 ( f  s)" 

On d6duit alors (5.2) de (5.4) et (5.5). 

h) DOmonstration pour les sdries formelles. 
Dans tout ce qui suit, toutes les ~galit~s sont ~ considdrer comme des dgaBt~s 

entre sdries formelles. 

Suivant les notations de R. Goodman [5], on d6finit une application: 

W: C ~ (M) -~ C ~ (Q) par: 

(5.6) Wf (u) = f (e ~(u) . x) 

pour tout u darts f2 et tout f dans C = (M). 
On d6finit une application 7*: COO ( f2 )~C = (U) par: 

(5.7) 7*f(u) = f ( r  (u)) 

pour  tout u dans U, tout f dans C = (O). 
On a 6videmment 

(5.8) 0"~ = 7*" W. 

Le lermne suivant est d6montr6 dans [5] (page 45, formule el): 

Lemme 5.2. Pour tout a clans f9 a, il existe des fonctions ~I, dans C~'_j+I(f2 ) 
telles que l'on nit: 

(5.9) W2(a) -- rCto, o)(a)W+ ~ k  OkW2(ek) (formelIement). 

Remarque 5.3. Le Lemme (5.2) n'est autre que la Proposition (5.1) dans le cas 
particulier off ~ (x) = 0. 

Remarque 5.4. ~r(0,o ) d6signe la repr6sentation r6guli6re h droite de G, not6e 
dR darts [51. 
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Remarque 5,5. L'6galit6 (5,9) peut aussi s'6crire, pour f dans C ~ (M) 

~f(eta(~)ea(.)x)[t=o d ~ u ta (5.10) = -dFWf(e 

On peut montrer de mani6re analogue l'6galit6 suivante 

(5.11) f(e~(") etX(") x)[t =0 = --d-/- Wf (eta eU)lt = o + ~ k  ~)k W), (ek) f , 

Off les fonctions ~k sont dans Cr-j+I" 
La m~me propri6t6 est valable en consid6rant a darts fr174 ... (9 fgj. 
Si on compose ~t gauche l'@alit6 (5.9) par ~*, et tenant compte de (5.8), on 

obtient: 

(5.12) 0* 2 (a) = ?* n(o, o) (a) W+ Z k  (7* Ok) 0* 2 (ek). 

Puisque 
(5.13) ~)*: Cre~ ) ~ C ~ _ j + x ( U  ) c C[~]_j+I(U). 

Le deuxi6me terme de (5.12) est de la forme voulue dans (5.3). I1 nous reste ~t cal- 
culer ~* g(o, o) (a) W, ce qui est l'objet des lemmes qui suivent. 

Lemme 5.6. Pour tout a dans fgj, il existe des fonctions ~k k dans C ~ ( U )  
( l<=k<=dim~)  telles que, pour tout g dans C~(f2), on ait: 

(5.14) 7* re(o, o) (a) g = 7r(o ' :e~) (a) (?* g) + Ztka~j ~kk g~' 
of~ t" on a pos~ : 

(5.15) gk (U) = -~t ff (ethk e")lt=~ 

De plus, les fonctions ~k sont dans C~I_j(U ). 

Rappelons quelques notations de [7] et [8]. I1 existe des applications h(u, a) 
de SxXf# dans ~x  et a(u, a) de SxXf# dans S x telles que 

(5.16) er(,,) e a = eh(u, a) e~(a(u, a)) 

pour tout (u, a) dans Sx•  
La repr6sentation n(o,:cx) est d6finie, pour tout f dans L~(S~), tout a dans 

fg, par: 

(5.17) rC(o,~cx)(ea)f(u) = f (a (u ,  a)). 
On a d'autre part: 

(5.18) ~(o,0)(e a) g(u) = ~(e ~ �9 e") 
VgEL~(f#), V(u, a)CfgXfg. 
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Nous sommes mairttertartt en mesure de d6montrer le lemme: 

D~monstration du Lemme 5.6. On d4duit de (5.18): 

(5.19) (~*~r(0, o) (e a) g)(u) -~ ~(er(")e ") pour u dans Sx 

et compte-tenu de (5.16): 

(5.20) y*~r(o,0)(e?) g(u) = g(e h('a) e ~(~ ~))). 

En d6rivant (5.20), on obtiertt, pour g dans C o (f2): 

V* re(o, o) (a) g (u) = d g (eh(., t.) e~(.(u,t.)))lt = o. 

Puisque: h(u, 0)=0  et a(u, 0)=u,  on err d6duit: 

d ~,fe~(~r(u, ta))~ I + d r.reh(.,t. ) (5.21) V*Tr(~176 at " "it=~ -d-7 s~ er("))l'=~ 

Le premier terme du second membre de (5.21) est 6gal, d'apr~s (5.17) h rcr ) 7*g. 
Pour calculer le secortd terme, on 6crit, err utilisartt la base (hk) de ~x:  

h (u, ta) = ~ k  ~k (U, ta) hk, 

Off les fonctiorts ~k sont des fonctions C = de S~• darts R, et on utilise l'6galit6 
suivante; pour a darts fgj 

(5.22) = Ztka~ _d_~_d ~k(U, ta)lt=o~g(ethker'')l,=o, 

hk 6tartt dans fr e t a  dans fr la fortctiort: 

d ta)l,= ~ u -~ ~ ~K(U, 

est dans C~j_j(U). Le lemme est ainsi d6morttr6. 
Pour d6montrer la Proposition 5.1, il nous reste ~t transformer l'6galit6 (5.15) 

en naontrant que, pour tout f darts C=(M), tout hk clans Htkl(X), on a: 

(5.23) ff---[ ~ ( e  'h~ " eU) tt =o = ~,~ tpr (U) (W,~. (ee) f ) (u) 

off les fonctions q~e sont dans C~]_tkl+X(f2 ). Err composant h gauche par ~,* et en 
reportartt darts (5.14) (05 1'oi1 remplace g par Wf), puis err tenant compte de (5.8) 
et (5.13), on aura d6montr6 la proposition. 
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D'apr6s Ia d6finition de JY((x), on peut 6crire: 

h k = h~ + h~; 

o5 h~Efql@... @fqEk], 2x(h~,) = O, h~'EffzE3... E3fftk]-Z. 

On a: 

d ~(e thk"  d ~ , d ~ ,, 
(5.24) dt e")],=o -- --~ Wf(ethke")]t=o+--~Wf(e 'h~ . e")]t=o. 

Pour  ddmontrer (5.23), o n  examine s6par6ment les deux termes du second membre 
de (5.24). Ceci fait l 'objet des deux lemmes suivants: 

Lemme 5.7. Si h est un ~l~ment de C#1| ... @fgtk] tel que 2x(h ) est nul, alors il 
existe des.fonctions q)e dans C~~ telles que, pour tout f dans C ~ ( M ) ,  on ait: 

(5.25) ~ W'f ( eth " eU) lt =0 = ~ e  ~o, (u) W,~ (ee)f(u). 
dt 

Lemme 5.8. Si h est dans Np, il existe des fonctions cp e dans C~el_p(f2 ) telles 
que, pour tout f dans C ~ (M) ,  on air l'dgalitd (5.25). 

On appliquera le Lemme 5.7 ~t h E et le Lemme (5.8) /t h~' qui s'6crit comme 
somme de termes dans les Cgp (1 <=p-~5[k]-1). 

Ddmonstration du Lemme 5.7. On utilise t'identit6 (5.11). 

d 
= ~ f (  ea(=)" e'Z(")x)lt=o+ Z e  q)e(u)W2(ee)f, W'f(e'he u) (5.26) d--}- 

avec  go e darts C~'_[kl+X(f2 ). 
Montrons  que le premier terme du second membre est nul. Si on pose pour 

tout  u dans f2, F(y)=f (e~(" ) . y ) ,  VyEw.  On a: 

d F(et,~(,,) " d f(e~(")et~O)x)[t=~ = -dT x)[t=o = (2(h)F)(x)  = 0 

puisque le champ de vecteurs 2(h) s 'annule en x. 

Ddmonstration du Lemme 5.8. On sait que: 

dh e . = eU e t e x p ( a d - u ) h .  

Il existe des fonctions q~e dans C~e~_p((# ) telles que: 

e x p ( a d - u ) h =  ~m~=pq)e(u)ee pour tout  u dans (#. 
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On a donc: 

d ~ u 
= ~ e  q~e(u) "-d-{ Wf(e  �9 e'er)It= o = Z e  ~~162 Wf(u)  (d'apr6s 5.18). 

Ort utilise de nouveau de Lemme (5.2). I1 existe des fonctions r dans C~~ 
telles que: 

n(o, o) (e,) W = W2 (ee) + ~m •m W2 (era), 

ce qui d6montre le lemme et la Proposition 5.1. 

Fin de la ddmonstration du ThdorOme 4.1. Elle est identique ~t celle du Th6or~me 
(3.1) de M6tivier [11]. D'apr~s la Proposition (4.1), pour tout j inf6rieur ou 6gal 
~t r, il existe des fonctions ~Pjk darts C~]_j+ 1 (U) telles que: 

(5.27) O* ~, (e j) = lr(o" arx) (e j) +.~ak (fl jk O*x 2 (ek) 

(5.28) ~Ojk~C~]_[j].l.l(U ) si [k] ~ j. 

Soit q~ la matrice (CPjk). La matrice (I--q~) est la somme d'une matrice triangulaire 
n 'ayant que des 1 sur la diagonale, et d'une matrice dont la norme tend vers 0 avec 
lu[. Par cons6quent, dans un voisinage de O, la matrice ( I -  eb) est inversible. Posons 

(1- - r  -1 = ~ ,  4~(") = I - - 7  t 

a v e c  = 

On v~rifie facilement que Ojk v6rifie (5.28). On peut alors 6crire: 

7C(o, ar,~) (ej) -- 0",~ (e j) = ~ k  ~r 7C(O, X'~) (ek). 

On salt que ~(o,~)(ek) est un op6rateur homog~ne de degr6 [k]: par cons6quent, 
$jkn(0,arx)(ek) est un opSrateur d'ordre inf6rieur ou 6gal ~t [ j ] - 1 ,  ce qui d6montre 
le Th6or~me 1. 

II. Application ~t l'hypoellipticit6 

1. Le cadre g6n6ral 

On consid~re des champs de vecteurs X1, . . . ,  Xp r6els, C =, sur une vari6t6 M, 
v6rifiant la condition de H6rmander:  

(H6) I1 existe un entier r tel que les crochets des champs Xj de longueur inf6rieure 
ou 6gale ~ r engendrent, en chaque point x de M, TxM tout entier. 
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Soit P ( x ,  Yl, " - ,  Yp) un polyn6me de degr6 m ~t p variables, non commutatif, 
coefficients C ~ sur M, et soit ~ l 'op6rateur diff6rentiel: 

(1.1) ~ = P(x ,  X1 . . . .  , Xv) = Y--~k=t~l~-,, a~(x)X, l  X ~ .  

On pose la d6finition suivante: 

Ddfinition 1.1. On dit que ~ est hypoelliptique maximal en un point x de M, 
s'il existe un voisinage r de x, et une constartte C strictement positive teUe que 
l 'on ait: 

( 1 . 2 )  Iiull~-,~)m <= C[II~ulIL'~)+ 2 VuECo  (~). 

Par II" Ilxm~), on d6signe la norme: 

(1.3) u -~ 2 - X ~ U l I L ~ ) -  

Un certain nombre de remarques s'imposent pour que cette d6finition ait 
un sens. 

Remarque 1.2. L'in6galit6 (1.2) ne d6pend pas du choix des coordonn6es, de 
sorte que la d6finition a u n  sens intrins~que. 

Remarque 1.3. L'in6galit6 (1.2) implique l'hypoellipticit6 de ~ dans un voisinage 
de x. La d6monstration est essentiellement la m~me que dans [7] w 6 (cf. [16], [17]), 
si on observe que l 'on a la propri6t6 suivante, sous l'hypoth6se (H6) (cf. Th. 17 
de [14]): 
(1.4) I1 existe une constante C telle que, pour tout u dans C o (co), 

oll H11~(o9) d6signe l'espace de Sobolev usuel. 

Soit fr l'alg~bre de Lie nilpotente libre ~t p g6n6rateurs al, . . . ,  a v, de rang de 
nilpotence r. Cette alg~bre est gradu6e (cf. I, paragraphe 1) et admet une famille 
de dilatations compatible avec cette graduation. Soit G le groupe de Lie connexe 
et simplement connexe correspondant. On sait dans ces conditions (cf. [5]) qu'il 
existe un homomorphisme partiel d 'ordre r unique 2: f ~ L ( M )  tel que: 

(1.5) 2 ( a s ) = X  s j =  l . . . .  ,p .  

On note fff'~ la sous-alg6bre d6finie au point x par (I, 2.3), par S~ le sous-espace 
d6fini par (I, 4.1) et par rt(0.zr ) la repr6sentation unitaire de G darts L2(S~) d6finie 
en (I, 5.17). 

Enfin, en chaque point x de M, on associe /t ~ un 616ment P~ homog6ne de 
degr6 m de l'alg~bre enveloppante universelle q/(ff), d6fini par: 

(1.6) P~ = ZI~I=m %(x)a~t  ... a,~. 



Approximation d'un syst6me de champs de vecteurs et applications h l'hypoellipticit6 251 

2. Conditions n~cessaires d'hypoellipticit~ 

On a l e :  

Th~or~me 2.1. Si ~ est hypoelliptique maximal en x, alors il existe une constante 
C strictement positive telle que, pour tout u clans C O (Sx) , on ait: 

(2.1) ~ 2 2 Z]ct[~m l[~(0,3~x)( a )H[[La(Sx) ~ C[liT~(0, ~f'x)(Px) ull2L2(Sx)31- IlUllLZ(Sx)] 
olt on a posb f = a ~ . . ,  a~k. 

Corollaire 2.2. Si ~ est hypoelliptique maximal en x, alors 7c(0,~rx)(Px) est hypo- 
elliptique maximal. 

Corollaire 2.3. Dans le cas de M~tivier [11] (c f  Proposition I, 2.2), si ~ est hypo- 
elliptique maximal en x, alors pour toute repr&entation irr~ductible rc non triviale, 
trivia& sur exp ~Y'x, z (P~) est injectif dans 6e (03 Se~ d&igne l'espace des vecteurs 
C ~~ de la reprdsentation). 

Remarque 2.4. I1 r6sultera de la d6monstra t ion du Th6orSme 2.1 que si (1.2) 
est satisfaite dans ~ ,  alors (2.1) est v6rifi6e, pour  tou t  x dans ~,  avec C ind6pen- 
dant  de x. 

D~monstration du Thkordme 2.1. On transporte  l'in6galit6 (1.2) sur S~ par  le 
diff6omorphisme 0~. On obtient  qu'il existe un voisinage U de 0 dans S~, une densit6 
C~g(u) diff6rertte de z6ro dans U, telle que, pour  tou t  f darts Co(U) ,  on ait: 

=< ['C]]Z,=,~m a~(O,,(u))O*(Z~, ... x ~ )  f I l ~ ( s ,  , + [lulled(s=)] 

oh # est la mesure g(u) du et C est la constante apparaissant  dans (1.2). 
Soit v dans Co(S~), on applique l'in~galit6 (2.2) h f = v o a  t (pour  t assez grand, 

f aura  son support  dans U). En faisant tendre t vers + oo, on obtient  l'in6galit6: 

~V 2 < C  2 (2.3) ZI=[= m [ln(o,~c~)(a ) IlL=(s=) = II~(o,:e,)(e~)vllL=(s~), 

oh L=(S~) est l 'espace L z pour  la mesure de Lebesgue et C est la constante apparais- 
sant dans (1.2). 

En effet, si [~[ est 6gal h m, l 'op6rateur  diffdrentiel: 

0~* (X~I ... X~k ) - 7C(o ,.~r (a~ ... a~k ) 

est de degr6 irtf6rieur ou  6gal ~t ( m -  1) en 0 d'apr6s le Th6or6me I, 4.1. I1 en est de 
mSme pour  l 'op6rateur  
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De plus, si A est un op6rateur diff6rentiel homog6ne de degr6 m sur Sx, on a 

lim t -re+Q~2 IIA (vo 6t)][L~<S~) = ~ []AVllL,~Sx), 

o6 Q d6signe la dimension homog~ne de Sx. 
(2.3) r6sulte alors ais6ment de (2.2) en utilisant les remarque s pr6c6dentes et 

les propri6t6s rappel6es en I, paragraphe 3. 
Par ailleurs, on montre ais6ment l'in6galit6 (el. la d6monstration dans [7] 

du Lemme 6.2.2): 

(2.4) ~l~t~-m [l~<o,~x)(a=)ull~=<sx) <= C (2lal=m II~<o:r~>(a~)ull~'~Sx) + Ilull~<s~))- 

(2.1) r6sulte alors de (2.3) et (2.4). 

Ddmonstration du Corollaire 2.2. Les champs de vecteurs 7Z<o ' ~c ~(al) . . . .  , n<o, ar~)(ap) 
v6rifient la condition (H6) en un voisinage de l'origine. Le corollaire r6su/te alors 
de la Remarque 1.3. 

Ddmonstration du Corollaire 2.3. I1 suffit d'appliquer la partie condition n6- 
cessaire de la conjecture de Rockland ([13], [1]) en remarquant que 7z~0,~c~)(P~) 
peut ~tre consid6r6 comme op6rateur invariant sur le groupe e x p ~ G .  

Remarque 2.5. L'dtude de l'hypoellipticit6 des op6rateurs ~r(o ' :r fera l'objet 
d 'un travail ult6rieur, en liaison avec un r6cent article de Folland [4]. 

3. Conditions suflisantes d'hypoellipticit6 

On garde dans ce paragraphe les notations des paragraphes prdc6dents. 

Th6or~me 3.1. On suppose que oY'~=0, i.e. que les champs Xi sont libres au 

sens de [14], [10]. Alors, si en un point x, P~ est hypoelliptique maximal dans (q, 
est hypoelliptique maximal en x. 

Remarque 3.2. Le Th6or6me (3.1) est la rdciproque de Corollaire 2.2. 

Remarque 3.3. L. P. Rothschild vient de d6montrer la r6ciproque du Corollaire 
2.3 dans le cas de M6tivier ([11], [15]). 

Ddmonstration du Thdorkme 3.1. Nous ne mettons en 6vidence que les points 
nouveaux de cette d6monstration qui est presque enti6rement tir6e de [14]. 

Dans le cas off ~ est formellement auto-adjoint et off l'ordre de l'op6rateur 
r m est inf6rieur strictement ~t la dimension homog6ne du groupe libre G, le Th6o- 
r4me 3.1 r6sulte directement des consid6rations de [14] qui permettent de con- 
struire une param6trixe pour ~.  
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Dans le cas g6n6ral, on consid6re ~t la place de ~ ,  l 'op6rateur: 

d6fini sur M •  q, oh q est choisi de telle sorte que: 

2m < Q +  q, 

_ �9 q o 2 m  off Q est la dimension homog6ne du groupe libre. On a d x - P  x P~+~ ' i= ,  t, 
et on utilise le lemme suivant, utilis6 dans [7], w 6.3 (en admettant les r6sultats de [8]): 

Lemme 3.4. Soit P un op&ateur homogkne de degr~ m invariant d gauche sur 
un groupe de Lie nilpotent, gradu~, simplement connexe G, alors l'op&ateur P ' P +  

D 2m est hypoelliptique si et seulement si P e s t  hypoelliptique. 2 L 1  ,, 

Remarque 3.5. Darts le cas off les champs X~ v6rifient (H6) avec r 6gal 2, on 
peut rentrer dans le cadre de [3]. Si a(X) d6signe le symbole du champ de vecteur 
X, on d6signe par Z l'ensemble caract6ristique d6fini par: {~E2 ;cT*M\0r  
a(Xi)(o)=O,i=l ,  .. . ,p}. Si  on suppose que les da(Xi) sont lin6airement in- 
d4pendantes en tout point de 27, une r4ciproque du Corollaire, 2.2 r6sultera de 
[3] et [6]. Dans le cadre du rang 2, le cas de M6tivier correspond au cas particulier 
o f  les dea(Xi) sont ind6pendants (off ~ d6signe la variable duale de x dans ur/e 
carte de M).  

Un exemple d' application. 

Dans le cas off JY'~ n'est pas r4duit ~t {0}, on peut obtenir en utilisant le lifting- 
theorem de [14], des conditions suffisantes d'hypoellipticit6. On obtient par exemple 
ais6ment le th6orame suivant, qui g6n6ralise le rdsultat classique de L. H6rmander 
[9] sur l'hypoellipticit6 de l 'op6rateur: P=~,J '=,X~,  et qui permet de retrouver 
certains r4sultats de [2] et [12]. 

Th~or~me 3.6. On suppose que les champs X~ ( i=  1 . . . . .  p) vdrifient (H6), alors 
l'op&ateur 

= Z f : l x y  
est hypoelliptique. 

DOmonstration. Par le lifting-theorem [14], on se ram6ne au cas off les champs 
Xi sont libres. I1 suffit alors de v6rifier que si les {Yi} ( i= 1, . . . ,  p) sont les g6n4- 
rateurs de l'alg6bre de Lie du groupe libre G, l 'op6rateur: 

e = Z f = l  r ?  m 

est hypoelliptique (cf. w 6.2 de [7]). 
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