
Une g6n6ralisation d'une formule d'Erdelyi 
Francois Batola 

Tricomi 

Rdsumd. On 6tablit une relation int6grale g6n6ralisant un r6sultat d'Erdelyi-- 
Tricomi. Pour cela on consid~re une solution de l'6quation biconfluente de l'6qua- 
tion de Heun, dont on d6termine l'int6grale de Fourier par le m6thode des 6quations 
diff6rentielles ordinaires [7], [9], [10]. 

La formule d'Erdelyi--Tricomi aparalt comme un cas particulier de notre 
rdsultat et s'obtient de fagon naturelle en particularisant certains param~tres. 

O. Introduction 

On se propose d'6tablir dans ce travail une relation int6grale g6n6ralisant une 
formule d'Erdelyi--Tricomi [5], ([10], page 32 formule (4)). Ce problame a d6j/t 
6t6 envisag6 dans [1]; mais le point de vue adopt6 iciest  diffdrent. 

Pour cela, on va utiliser l'6quation diff6rentielle ordinaire suivante: 

(0.1) xy"+{1 + c ~ - [ l x - 2 x Z } y ' + { ( y - Z - ~ ) x - ~  [6 +/~(1 +~)]} y = 0. 

Cette 6quation diff6rentielle est connue comme 6tant l'6quation biconfluente de 
l'6quation de Heun [7] dont les propri6t6s ont 6t6 6tudies d'abord dans [8] puis dans 
[2], [4], [3] et en d6tails dans [1]. 

Avant d'entrer dans le vif du sujet, rappelons bri6vement quelques propri6t6s 
de l'dquation biconfluente de l'6quation de Heun dont nous aurons besoin dans 
ce travail. 

1. Quelques rappels ct compl~ments 

1.1 Equation canonique. G6n6ralement consid6r6e comme r6quation canonique 
de la classe (0, 1, 14), [7], [8], l'6quation (0.1) admet dans le voisinage de l'origine 
deux solutions lin~airement ind6pendantes, lorsque c~ n'est pas un entier relatif: 

(1.1) yl(x) = U(~, fl, ?, 6; x) 

y2(x) = x-~ N(-c~, [1, 7, 6; x). 
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La fonction N(~, [3, 7, 6; x) est une fonction enti6re qu'il est commode de 
mettre sous la forme classique [1], [4], [2]: 

U(c~, [3, Y, 5; x) = Z 7 : 0  A~(~, [3, 7, 6) x ~ 
(1 +~)v v! 

(1.2) 
avec: 

(1.3) 

et avec: 

(1.4) 

A0(~, ]7, 7, 6) = 1; Aa(~, [3, 7, 5) = ~ [6+//(1 +~)] 

<+~(~,  [3, 7, 6) = {~[3+116+[3(1 + ~)])A~(~, [3, 7, ~) 

-v(v+a)(?-2--o~--2(v--1))A~-a(c~, [3, 7, 6) v >= 1 

(~)v-- F(ot+V)F(~) = _ { l ( ~ + l ) ' " ( ~ + v - 1 )  V=v=0.1,2,3,... 

Lorsque c~ n'est pas un entier n6gatif, la fonction N(oq [3, 7, 6;x)  v~rifie les 
identit6s survantes [8], [1], [4]: 

(1.5) N(oq [3, 7, 5; x) = N(oe, -i[3, - 7 ,  i6; _ix)ePX+x~ 

N(ot, [3, 7, 6; x) = N(ot, -[3, 7, - 5 ;  - x ) .  

1.2 Comportement asymptotique. La fonction N(~, [3, 7, 6; x) admet au voisi- 
nage de l'infini le comportement asymptotique suivant [8], [1]: 

(1.6) N(~, [3, 7, 5; x) ~ k2(~, [3, Y, 5) epx+x'x-t(r+2+~) x ~ 

off k~(~, [3, 7, 6) repr6sente une constante non 616mentaire d6pendant seulement 
des param~tres 0~, [3, 7, 6. La d6termination pr6cise de cette constante est un probl6me 
difficile qui n'a pas 6t6 abord6 dans [8], [1], [4]. On peut cependant donner le r6sultat 
suivant: 

Proposition 1. La constante ks(a, [3, 7, 6) qui intervient dans (1.6) est dgfinie 
par la relation suivante: 

(1.7) k2(a, [3, 7, 5) = r' ("~--~} I~ (1 +"~'~J~+7'~ 'J Xq_ ~+2~ t - - '2"- '  [3' ----"2 "-- '  6+[3 

oh F(c 0 dgsigne la fonction eul&ienne Gamma et oh 

(1.8) J~(~, [3, 7, 6) = f ~  x'~-le-#x-x~N(o~, [3, 7, 6", X) dx 

7 +o~ 
int~grale absolument convergentepour R e 2 > 0  et Re - 2 > - 1 .  

2 

La constante Jz(ce, [3, V, 6) peut ~tre commod6ment exprim6e ~ l'aide de 
l'int6grale de Faxen [6] souvent not6e Fi(0~, 2; x) mais que nous noterons F~'Z(x) 
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pour bien rappeler la fonction eul&ienne Gamma qu'elle g6n6ralise, et qui est 
d6finie par la relation: 

(1.9) F~'Z(x) = f o  e-Zt ' - t tx- ldt  avec R e x  > 0. 

A l'aide de cette int6grale et des coefficients Ak(a, fl, 7, fi) apparaissant dans (1.2) 
et d6finis par la relation de r6currence (1.3) la constante Jz(e, fl, 7, 5) prend la 
forme: 

(1.10) J~(~,fl, y, 6).--=Z ~ '~ Ak(~ 7'?) F�89 -) 
2 ~k=0 ( l+~)kk!  

On pose : 

r',*(a+o~k) 
(1.11 ) (~)Q~,,~ -- F ~'~ (~) 

et on introduit la fonction non 616mentaire: 

(1.12) Fg'~( ~, fl, 7, 6", 2; c; x) = Z L o  Ak(a,(c)k fl' 7, 5) (2)~'{ --~..Xk 

Cette fonction apparait comme une g6n6ralisation de la fonction hyperg6om6trique 
de Gauss; de ce fait elle est li6e/~ lafonction de Helm, solution de l'dquation de Heun 
[7]. L'6tude d6taill6e de la fonction (1.12) fera l'objet d'un travail ult6rieur. 

A l'aide de (1.12) l'expression de la constante Jz(~, fl, 7, 6) prend la forme 
simple: 

(1.13) Jz(~,fl, y, 5)----1 ~ , ~ ( 2 ) ~ , # (  2 ) ~ - F  F~ ~, /L 7, 6; 5 - ; 1 + ~ ; 1  . 

On peut donc 6noncer le r6sultat suivant qui permet de pr6ciser l'expression de la 
constante k2(e, fl, 7, 6): 

Corollaire 1. La constante k2(ct, fl, 7, 3) qui intervient dans (1.6) est aussi d~finie 
par la relation suivante: 

(1 ~ + 7 ]  
1 IT+--T-)  

(1 .14)  7, 6) = 2 

X F ~  'p , fl ,-----f--,fi+fl ; - ~ - + ~ ,  1 +----T- ; 1 

o~t F(~) est la fonction euldrienne Gamma et oft la fonction Fff "vest donnde par (1.12) 
et oft la fonction F',V(x) est la fonction de Faxen ddfinie par (1.9). 

Le cas particulier de ces rdsultats sera examin6 ~ la section 1.4 de ce para- 
graphe 1. 
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L'6quation (0.1) admet aussi dans le voisinage de l'infini, entre autres, deux 
solutions lin6airement ind6pendantes not6es B+(~,/3, 7, 6; x) et H+(~,/3, 7, 6; x) 
dans le demi-plan de droite et deux autres solutions lin6airement ind6pendantes 
not6es B-(~,/3, 7, 6; x) et H-(~,/3,  7, 6; x) dans le demi-Plan de gauche. Ces 
solutions poss6dent le comportement asymptotique suivant [8], [1], [4]: 

Au voisinage de l'infini 

(1.15) B+( ~,/3, 7, 6; x) --- x~ (~-2-~) x 400 

H+( ~,/3, 7, 6; x) ~ x-~ (~+2+~) e px+x' x -,~o 

avec -~-+e<_-arg x ~ - - e  

(1.16) B-(~,/3, 7, 6; x) ,-~ ( -x)~ (r-z-~) X -.oo 

H - ( ~ , / 3 ,  7, 6; x)  ~ ( - x ) - ~ ( r + z + ' ) e P  x+x '  x -~oo 

avec -~+e<_-arg x-<3 ~ - - e .  

Au voisinage de l' origine [1] 

(1.17) B+(~, fl, y, 6; x) 

lq ~--? 

2 2 r (~ )2 -"  k2 '/3' 2 

et avec non entier n~gatif o/l la constante k2(e,/3, 7, ~) est celle d~finie en 

(1.6), (1.7) ou (1.14) 

(1.18) H+(~, fl, ?, 6; x) = O(x -~) x ~ O. 

Nous n'explicitons pas plus ce dernier comportement car nous n'en aurons pas 
besoin. 

Entre les fonctions B+(~,/3, 7, 6; x) et B-(c~,/3, 7, 6; x) on a la relation de 
passage: 

(1.19) B-(~,/3, 7, 6; x) = B+(c~, - f l ,  7, --6; - x )  Rex  < 0. 

1.3 Equation transform~e. Par la transformation 616mentaire suivante: 

(1.20) y (x )  = ePx + x'u (x) 

l'6quation canonique (0.1) se transforme en l'6quation suivante: 

(1.21) xu'+u'{1 +=+/3x+Zx~}+u { ( ? + 2 + e ) x - ~  [6-/3(1 + e)l} = 0 
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avec la solution 

(1.22) u(x) = e-PX-x2y(~, fl, 7, 5; x) 

off y(a, fl, 7, 5; x) d6signe une solution de l '6quation canonique (0.1). 
De m~me, par la transformation: 

(1.23) y(x) = x-'ePX+X~u (x) 

l '6quation canonique (0.1) se transforme en l '6quation: 

(1.24) x u " + u ' { 1 - ~ + f l x + 2 x 2 } + u  { ( 7 + 2 - ~ ) x - ~  [6-f l(1 -~)]} = 0 

avec la solution suivante: 

(1.25) u(x) = x~e-PX-~2 y(~, fl, 7, 6; x) 

oh y(a, fl, 7, 5; x) d6signe une solution de l '6quation canonique (0.1). 

1.4 Casparticuliers. Darts le cas particulier off f l = 6 = 0 ,  on a [8], [1], [2], [4]: 

(1.26) N(~, 0, 7,0;  x ) =  (b( a+2-74  ' I + 2 ;  x~} 

off ~(a,  c; x) est la fonction confluente de Kurnmer souvent not6e aussi aFa(a, c; x). 
L'6quation bien connue de Kummer  [9], [10] est un cas particulier de (0.1). 
On a aussi le r6sultat suivant: 

(1.27) B+(cr 0, 7, 0 ; x ) =  7t[  - ~ + 2 - 7  , 1 + 2 ;  x2) R e x  > 0  

off T(a,  c; x) est la fonction de Tricomi ([10], page 17). 
L ' impor tance  de la fonction F~ ," introduite en (1.12) peut ~tre bien comprise 

si on examine un cas particulier donn6 par la proposition suivante: 

Proposition 2. 

(1.28) F~ '~ (~, 0, 7, 0; 2; 1+~;  x ) =  2F~ (~+42- -~ '  2 ;1  + 2 ;  x2} 

oit ~Fl(a, b, c; x) est la Jbnction hypergdomdtrique de Gauss. 

Preuve. Consid6rons (1.12) et prenons f i = 5 = 0 .  On a: 

Or 

Ak(~, 0, 7, 0) x k 
F~'V(e, 0, 7, 0; 2; l + a ;  x) = ~'~=o ( l + a ) ,  (2)Qo,'{'-~-.v" 

A2k+l(~, O, ~,, O) = 0 

A2k(e, 0, 7, 0) = (-- 1) k 1 . 3 . 5 . . .  (2k-- 1)(1 +~)(3 + e ) ( 5 +  ~)... ( 2 k -  1 +c 0. 

0 ( 0 - 4 ) ( 0 - 8 ) . . . ( 0 - 4 ( k - 1 ) )  avec 0 = 7 - 2 - ~ .  
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On a donc 
A2k(~, 0, y, 0) 

r~'v(~, 0, y, 0; 2; 1 +u;  x) = ~~ (1 +002 k 
X 2k 

(;~ ~, 
Jo, 2k (2k) !" 

Et comme (l+~)2k=22k[1~--~ ~] [1+2) o n a  donc 
'~ / k  k 

= Z L o  

Ol.l C I 1 c o r c  

(1.29) 

I1 en r&ulte: 

Fg,'(~, O, ~, O; 2; l + a ;  x) 

(-- 1) k 1.3.5... (2k- 1) 0 ( 0 - 4 ) ( 0 -  8)... (O-4(k- 1)) (2)~,'2'~, x 2k 

~(~+-~), , ~  

F~, ' ( . ,  0, y, 0; 2; 1 +~;  x) 

__- ~ ,~=o. (O)  ( O +  11 ( 0 + 2 ) . . . ( _ _ 0 +  k-11  (2):'~k x2 k 

~ 0  F.~' (. ,  O, ~,, O; ;~; 1 + . ;  x) = ~';'=o 

Et le r6sultat cherch6 en d6coule puisque O = y - 2 - - a .  Q.E.D. 

Corollaire 2. 

1 
(1.30) J~(~, O, y, O) -- 2 

r (~)~ (1 +~/~/2 § +' ~) 
2 

(1.31) k~(a, O, y, O) = 
~(1+_~) 

~(~+~-__~) 
Preuve. D'apr~s une propri6t6 bien connue de la fonction hyperg6om&fique 

de Gauss on a: 
r(c)  r ( c - b - a )  

~F~(a, b, c; 1) = F ( c - a ) F ( c - b )  " 
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I1 en rdsulte: 

r  . (. F;'  (~ ,0 ,7 ,0 ;2"  1+o~ 1)=2F~ ~+2--~, 
' ' 4 

En reportant ce rdsultat dans (1.13) on a: 

d'ofi 

1 
Ja (e, 0, 7, 0) = 2 

F (2 )  F (1 + 2 )  F ( ~+2+74 2 2--) 

( 

- -  ' 2 , 0  = 2] /~-  

Enreportant d'abordcer6sultatdans(1.7),puisen transformant F( l+c0,  F (~-7-) ,  

~ + y l  
F 1 + T J  /t l'aide de la formule de duplication et en simplifiant enfin le r6sultat 

obtenu, on obtient le r6sultat annonc6. Q.E.D. 

2. Une  relation int~grale pr~liminaire 

Consid~rons l'int~grale de Fourier donn6e par: 

(2.1) S(z) = f ] =  e'zXu(x) ax z~R 

avec  

(2.2) u (x) = e-~X-x~N(~, fl, y, 6; x) 

dont le comportement asymptotique au voisinage de I'infini est donn8 par: 

(2.3) u(x) = O(x-~+2+~) Ixl -~oo. 

Donc l'int6grale de Fourier (2.1) converge absolument si 

Re(7+c0 > 0 et si zCR. 
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L'6quation diff6rentielle ordinaire v6rifi6e par u(x) est celle donn6e en (1.21) 
et que l 'on r6-6crit: 

(2.4) xu"+u'{1 +ct+flx+2x2}+u {(? + 2 + a ) x - - ~  [6-f l (1  + a)l} = 0. 

Observons que les int6grales de Fourier des fonctions suivantes: 

(2.5) u(x); xu(x); u'(x); xu'(x); xZu'(x); xu"(x) 

qui entrent dans l'expression de l'6quation (2.4) convergent absolument si 
Re (?+c~)>2 et si z~R. En prenant la transform6e de Fourier de (2.4) selon la 
formule (2.1) on a l'6quation suivante: 

(2.6) 2zS"+S'{z '+i f lz-(?-2+a)}+S{z(1 -a)+-~[ib+ifl(1-~)l} = 0. 

En posant z=2w on a: 

(2.7) wS"-J- S" {2w'-J-iflw 9-I-~}-J-{2w(l-ct) + 1 [i6 + ifl(l- ct)]} S = O. 

C'est une 6quation du type: 

(2.8) wu"+u'{1-~+[~w+2w2}+u { ( , 7 + 2 - g ) w - f f  [ 6 - f l (1 -~ ) ]}  = 0 

d6j~ rencontr6e en (1.24) avec: 

? + a  
(2.9) ~ -  2 -- --, fl=ifl; ~= ??~ ' = --i [6-J-fl {~-l]. 

Donc l'6quation diffSrentielle ordinaire (2.7) admet la solution suivante: 

(2.10) 
z a -:•163 

off y(~, fl, ~, ~; z) est une solution de l'6quation canonique (0.1) avec des para- 
m6tres appropri6s. Grace ~t (2.1) et (2.10) on a donc obtenu le r6sultat pr61iminaire 
suivant: 

(2.11) [~-] e . ay = _.ei"e-eX-:"N(~' f l '? '6;x)  dx zER. 

Cette relation nous sera d'une tr6s grande utilit6 clans la suite de ce travail. 
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3. Notre r~sultat principal 

On va distinguer 2 cas: 

3.1 Premier cas: z rdelpositif Les fonct ions B +(~, ~, 7, fi; z) et H+(~ ,  fl, 7, 6; z) 
const i tuent  un  syst6me fondamen ta l  de l '6quat ion canonique (0.1) dans le demiplan  
de droite. On peut  doric 6crire la fonct ion y(~,/~, 9, a; z) de (2.11) sous la fo rme:  

(3.1) y(8,/~,  :, 3; z) = r :B+( : , /~ ,  :, 3; z)+r2H+(~, ~, :, 3; z) 

off : a e t  "r 2 sont  deux constantes  d6pendant  seulement  des param~tres  8, /~, : ,  (~. 

Dans  ces condit ions la relat ion (2.11) s'6crit: 

(3.2) {-~): e-'j--~ {z:B+{ :,/~, 9, ';-~) +z,H+{ 8,/~, 9, •; 211 

= f~_ooelz'e-#'-"N(a,[3, y, 6; x)dx.  

Pour  ddterminer les constantes  z: et z2 on va consid6rer s6par6ment le compor te -  
men t  asympto t ique  des deux membres  de (3.2): au  voisinage de l'infini de ler  m e m b r e  
de (3.2) se compor te  c o m m e  suit: 

z z ~ ~--i 

(3.3) ~: e +~2 z ~ .  

I1 y a deux cas b~ distinguer;  le cas Re e > l  et le cas Re e<_-l. 
Dans  ce travail  on va consid6rer seulement  le cas Re e >  1 l 'autre  cas 6tant 

r6serv6 pour  une 6tude ult6rieure. 
Ainsi, dans le cas o0  Re e > 1, le terme pr6ponddrant  dans (3.3) lorsque z ~  ~o 

est % Et  comme  le deuxi~me membre  de (3.2) est o(1) lorsque I z I ~  

(d 'apr6s le th6or~me de R i e m a n n - - L e b e s g u e )  on en d6duit que:  

(3.4) % = 0. 

Et  donc  (3.2) devient:  

:, = ::. ,. ,, ,; .>,x. 

Consid6rons main tenan t  cette expression au  voisinage de z6ro. On se repor tera  
(1.17) pou r  le c o m p o r t e m e n t  de la fonct ion B+(e , /~ , ? ,  6; x) au voisinage de 
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l'origine. En comparant le comportement asymptotique des deux membres de (3.5) 
O1"1 a :  

ou encore 

(3.7) va(5, fi, ~, 3) = 

On a ainsi obtenu le r6sultat fondamental suivant: 

Th~or6me 1. Entre la fonction B+(~, fl, 7, 6; z) et la fonction 
on a la relation intdgrale suivante." 

f ~  ei~N(~, - i f l ,  - 7 ,  i5; - i x )  dx 

N(a, [3, 7, 6 ; z) 

z ~ 0 ;  Re ~>1; R e , Z - > l ;  z1(5,/~,~,3) donnde par (3.6) ou (3.7) et 5, fi, ~, 3 

dtant d6finis par (2.9). 

Ceci est notre r6sultat principal qui g6n6ralise le r6sultat d'Erdelyi--Tricomi 
[5], [10]. Un cas particulier en sera donna au 4. 

3.2 Deuxikme cas: z rdel ndgatif Comme dans le cas prfc6dent on aura le 
r6sultat suivant: 

Corollaire 3. Entre la fonetion B+(a, fl, 7, 6; z) et la fonction N(a, [3, 7, 6; z) 
on a aussi la relation intdgrale suivante: 

(3.9) 
~ g Z 2 

= f ~  elZXN(a, - i f l ,  - 7 ,  i6; - i x ) d x  

7-k-~ t z < 0 ;  R e a > l ;  R e - T - > l  ; ~1(5, fl,~7, 3) donnde par (3.6) ou (3.7) et 5, fl, ~, 3 

dtant d~finis par (2.9). 
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Preuve. Dans la relation (3.8) du th6or6me 1, changer d'abord z en - z  puis 
dans l'int6grale changer x et - x .  Ensuite changer darts les deux membres fi en 
- f l e t  6 en - 6 .  On applique ensuite les relations (1.5) au second membre. Et le 
r6sultat cherch6 en d~coule imm6diatement. Q.E.D. 

4. Les cas particuliers importants 

On a d'abord besoin du lemme suivant: 

Lemme 1. 

(4.1) 
F[1 + 2 )  

z1(8, O, '7, O)=  l/~ F (~+~+_____Z~) 

avec 8, ~ donn~s par (2.9). 

Preuve. Consid4rons l'expression (3.7) et prenons f l = 6 = 0 ;  on a: 

�9 1(~, 0, ?, 0 ) =  

2 2 j ~+~ - ,0, ,0  
1- -  

2 

On utilise ensuite (1.30) du corollaire 2 ainsi que la formule bien connue de duplica- 
tion. On utilise aussi (2.9). Apr6s simplification le r6sultat cherch6 en d6coule imm6- 
diatement. Q.E.D. 

On peut 6noncer maintenant le r6sultat important suivant: 

Th~or~me 2. Entre Ia fonction T(a, c; x) de Tricomi et la fonction confluente 
de Kummer ~(a, c; x) on a la relation intdgrale." 

(4.2) 
2 r(a) 

(z/2~-~ ~ ( 1 1 _~) 
- - t ~ l  e d i t  c--2 'a+2; = f o  c~162 -x~)dx 

avec 

3 1 
z > 0 ; R e c > ~ - ; R e a >  1; ( b * ( a , c ; x ) = ~ q ~ ( a , c ; x ) .  

1q c) 
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Preuve. Consid6rons la relation (3.8) de notre th6or6me 1. 
et done f l = 3 = 0 .  Alors en utilisant (1.26) et (1.27) on a: 

I1 en r6sulte: 

(4.3) 

zl(~' 0' Y' 0) [2)= e - ~  ku ( =+2-~4 ,1 +~- , s  

- f ~ - e i = x + (  "~+2+74 ' 1 + 2 ; - x 2 )  dx 

z > 0 ;  R e ~ >  1; Re-7-~-~- > 1. 

Prenons f l = 5 = 0  

Z 2 

1 
~- zt(~, 0, y ,0) ~- ku 4 ' +2- ;  

= f o C ~  ct+2+y4 ' 1 + 2 ; - x ~ )  dx 

7 + e  z > 0 ;  R e e >  1; R e - - z - - >  1. z 
On pose: 

(4.4) ~ + 2 + y  _ a; 1+ ct 
4 -~- = c. 

On a donc: 
o~ ---- a+-~-. ~+7  ~+2--~7 _ c  l ;  1+-~- (4.5) ~ -- - - T  -- 2a - 1 ; 

En reportant (4.4), (4.5) et (4.1) dans (4.3) et en se rappelant que ~*(a, c; x)=- 
1 

F(ci ~(a, c; x) on obtient le r6sultat cherch6. Q.E.D. 

On a ainsi retrouv6 un rdsultat d'Erdelyi--Tricomi [5], ([113] page 32 formule (4)). 
A partir de notre Corollaire 3 on aura le r6sultat suivant: 

Corollaire 4. Entre la fonction ~(a, c; x) et la Jonction ~(a, c; x) on a aussi 
la relation intdgrale suivante: 

(4.6, ~ 1 ( 2 )  2"-1 z2 ( _~) 

= fo cos zx~*(a, c; - x  2) dx 

3 1 
z < 0; Rec  > ~-; R e a  > 1; ~*(a, c; x) = F(c-----~(a, c; x). 

Ce r6sultat ne figure pas dans [10], mais peut atre facilement retrouv6 & partir 
de (4.2). 
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