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w O. Introduction et notations 

On d6montre dans cet article deux th6or6mes de bidualit6 locale pour les Nx- 
modules/~ gauche holonomes 6nonc6s sans preuve dans ([12]; Th6orSmes 4.1 et 6.1). 
I_e premier th6or6me affirme que le complexe de De Rham d'un systdme holonome 
est dual au sens des cat6gories d6riv6es/~ son complexe des solutions holomorphes. 
La ddmonstration combine la dualit6 de Serre et la dualit6 de Poincard--Verdier 
[20]. Le deuxiSme th6or6me affirme que le syst6me de De Rham ~x est dualisant 
dans la cat6gorie ddriv6e des complexes born6s de ~x-modules /t gauche ~ coho- 
mologie holonome. La d6monstration utilise, d'une part, le premier th6orbme de 
dualit6 et, d'autre part, la d6finition cohomologique du faisceau 9 x  des op6rateurs 
diff6rentiels d'ordre infini de M. Sato [16]. On a globalis6 le th6orbme de dualit6 
dans ([13]* et ([14] chap. IV)). Reprenant les d6monstrations de ([11] et [12]) ces 
th6or~mes nous permettent de formulier trois conditions a), b) et c) qui caract6risent 
un syst~me holonome r6gulier (cf. proposition 3.3). Nous avons utilis6 (([14], chap. 
V) et [15]) ces conditions pour d6montrer une version ~ x  du probl6me de Riemann-- 
ttilbert 6tablissant une 6quivalence de catdgories entre la cat6gorie d6riv6e des com- 
plexes born6s C-analytiquement constructibles sur une vari6t6 analytique com- 
p?exe lisse X et la catdgorie d6rivde des complexes born6s de @x-modules ~t gauche 

cohomologie holonome. Nous avons obtenu r6cemment une version d'ordre fini 
(cf. [15]). Des conditions similaires aux conditions a), b) et c) sont formul6es dans 
Ramis [17]. De leur c6t6, en partant de la d~finition micro-locale des syst6mes r6gu- 
liers de Kashiwara--Oshima [6], Kashiwara et Kawai ont d6velopp~ dans un long 
article [8] une th6orie des systSmes rdguliers du point de vue micro-local. En par- 
ticulier, ils ont d6montr~ le th6or6me de comparaison pour les syst6mes r6guliers 
g6n6ralisant le th6or6me de B. Malgrange ([10]) qui affirme que toute solution formelle 
d'une 6quation diff6rentielle r6guli6re est, en fait, convergente. Le th6or6me de 

* Les demonstrations des resultats dans [13] sont ~t paraitre dans "Th6or6mes de dualit6 globale 
pour les ..@x-modules coher6nts" en Mathematica Scandinavica (1981). 
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comparaison est 6quivalent aux conditions a), b) et c) qui ne sont pas effectives. 
J. E. Bjdrk [1] et A. Van Den Essen [18] ont 6tudi6 les syst6mes r6guliers d'un point 
de vue purement alg6brique. Le livre de J. E. Bj6rk contient une 6tude des fonctions 
de classe de Nilsson ([1]; chap. VI). 

Cet article, ~t part l'introduction et un compl6ment ~t la bibliographic, reproduit 
le chapitre III de notre th6se [14]. 

On utilise les notations suivantes: 

(X, (gx): Vari6t6 analytique complexe lisse de dimension n. 
~ x :  Faisceau des op6rateurs diff6rentiels d'ordre infini. 
~x: Faisceau des op6rateurs diff6rentiels d'ordre fini. 
f2x: Faisceau des n formes holomorphes. 
D(~r La cat6gorie d6riv6e de la cat6gorie des d-modules si d e s t  un faisceau 

d'anneaux unitaires sur X. 
R: Foncteur d6riv6 droit dans la categoric d6riv6e. 
Rhom~: Foncteur d6riv6 droit du foncteur hom~. 
@~: Foncteur d~riv6 gauche du foncteur produit tensoriel sur ~ .  
Y: Sous-espace analytique complexe de X ddfini pour un Id6al J r .  
RFm(Jr Complexe de cohomologie locale alg6brique d'un complexe ~/' de 

D(Nx) d6fini par R lim~ hom~x (0xlJ(,  ~ ) .  C'est encore un complexe 
de D(Nx) [11]. 

RFr(dt'=): Cohomologie locale ordinaire d'un complexe ~,oo de D(N~~ C'est 
encore un complexe de D(Nx). 

p , :  Fonctenr image directe par un morphisme p d'espaces topologiques. 
p!" Foncteur /t support propre par p. C'est le prolongement par z6ro si 

pes t  une immersion ouverte. 
p-~: Foncteur image r6ciproque par p. 
p*: Foncteur image r6ciproque d'espaces annel6s s i p  est un morphisme 

d'espaces annel6s. 
Cx: Faisceau constant sur X associ~ au corps des nombres complexes. 

Pour la notion de cat6gorie d6riv6e et de foncteur d6riv6 nous renvoyons le 
lecteur ~ [19]. Pour la notion de faisceau constructible qui g6n6ralise la notion de 
syst6me local ou de monodromie nous renvoyons le lecteur b~ ([21]; [5]). Rappelons 
qu'un faisceau f sur X d'espaces vectoriels complexes de dimension finie est dit 
constructible s'il existe une stratification de Whitney Uiei X~ de Xtelle que la restric- 
tion ~'.x, de ~- ~ chaque strate X~ soit un syst6me local. Pour les notions sur les 
syst6mes diff6rentiels et la propri6t6s de ~ x  et ~x nous renvoyons le lecteur ~t [16] 
et ~ [1]. Disons simplement que le faisceau ~x est un faisceau coh6rent d'anneaux 
unitaires non conunutatifs et que le faisceau ~ x  est un faisceau d'alg6bres unitaires sur 
~x fid61ement plat. Darts tout ce qui suit, complexe sera synonyme de complexe born6. 
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w 1. Dualit~ locale pour les ~x-modules holonomes 

On rappelle qu'&ant donn6 un syst~me diff6rentiel ~ '  non nul c'est-~-dire un 
~x-module coh6rent g gauche sa varidt6 caract6ristique S'S(Jr est urt sous espace 
analytique involutif du fibr6 cotangent T*X ([16] et [1]). Un sous-espace analy- 
tique involutif non vide du fibr6 cotangent T*X est de dimension au moins 6gale 
h n = d i m  X. Un syst6me holonome est par ddfinition un syst~me diff6rentiel d /  
dont la vari6t6 caractdristique S'S(J/r est de dimension n = d i m  X [6]. Nous 
noterons D (@x)~ la sous-cat6gorie de D (Nx) form6e des complexes born6s ~t coho- 
mologie @x-coh6rente et D (NX)h la sous-cat6gorie de D (Nx)c form6e des complexes 
b. cohomologie ~x-holonome. On rappelle [5] que si ~ '  appartient ~t D(Nx) h alors 
le complexe Rhomex (~[(gx) des solutions holomorphes est C-analytiquement 
constructible (voir aussi [7]). Nous noterons D(Cx)~ la sous-cat6gorie de D(Cx) 
form6e des complexes born6s ~, cohomologie constructible. Le premier th6or6me 
concerne les complexes de D(Nx)h et affirme que le complexe de De Rham d'un 
syst6me holonome est dual dans D(Cx)r de son complexe de ses solutions holo- 
morphes. 

Soit ~/' un complexe de D(~x) h on rappelle que son complexe de De Rham 
not6 DR(d/I), est 6gal par d6finition ~, Rhom~x(d) x, JIL) (voir [11] par exemple page 
103). 

Th6or~me 1.1. On a isomorphisme canonique dana D(Cx) xi d /es t  un coraplexe 
de D (~x)h: 

DR(~)  ~ Rhomcx(Rhorn~x(J[, Ox), Cx). 

On d6montre les deux lemmes suivants: 

Lemme 1.2. Le faisceau 8xt~x (Ox, Cx) est nul si / # d i m  X. 

Lemme 1.3. I1 existe un morphisme canonique de f2x[-n]--,Rhomcx (Ox,Cx). 

La d6monstration des lemmes 1.2 et 1.3 repose sur la dualit6 de Poincar~-- 
Verdier pour une vari&6 diff6rentiable. Soit M une vari6t6 diff6rentiable, orient6e 
pour simplifier, de dimension m, et f f  un faisceau d'espaces vectoriels complexes; 
alors le dual alg6brique de l'espace vectoriel 

n*--i H~ (M, ~ )  est 6gal ~t l'espace Ext~M(M; if, Cu) 

en vertu de la dualit6 de Poincard--Verdier [20] off l'indice c dfsigne la famille des 
compacts de M. On rappelle que le faisceau associ6 au pr6faisceau: 

"--~E i ~Xtc,, (w-, c~). U Xtc~(U, if, CM) est 6gal h ~ i 
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Si on applique cette situation /l M = X  et ~ - = r  on trouve que d'Xtic,, (r Cx) 
est nul si i r  En effet pour tout ouvert de Stein U de X l'espace 
EXt~x (U; Cx, Cx)=[H~"-i(u; r est nul si i ~ n = d i m  X en vertu de la dualit6 
de Serre et du th6or~me B de Cartan. Comme tout point admet un syst6me de voisi- 
nages de Stein la d6monstration du lemme 1.2 est termin6e. 

Pour 6tablir le lemme 1.3 il suffit de voir que l'espace F(U; Ox) est 6gal au 
dual topologique de l'espace HI(U; Cx) pour tout ouvert de Stein U toujours en 
vertu de la dualit6 de Serre. 

D'ofl une application: 

F(U; ~2x) = [H2(U; (Px)] = dual topologique 

Ext~x(U; Cx, Cx) = [H2(U; Cx]* = dual alg6brique. 

En passant aux faisceaux associ6s on trouve un morphisme: 

f2x -~ 8xt~x((gx, Cx) = Rhomc~(r Cx)[n] d'ofl le lemme 1.3. 

Ddmonstration du thdorkme 1.1. 

Soit ~g un complexe de D(Nx)h, du morphisme du lemme 1.3 on d6duit un 
morphisme: 

L L 

~ x  | ~g [ -  nl -* Rhomcx (r Cx) @ sg. 
~x ~x 

i a  structure de @x-module ~ droite de Rhomcx (r Cx) qui prolonge celle de 
Qx provient de la structure de Nx-module h gauche de Cx. D'autre part on dispose 
d'un isomorphisme de foncteurs en ~ '  en vertu du lemme du "way out"  (on dit 
aussi Lemme du ~-foncteur voir [11] par exemple): 

L 

Rhomc, (r Cx) @ de ~ Rhomc~, (Rhome,, (~ ,  r Cx). 
Nx 

Mais on sait que ([11] page 104) DR(JI)=Y2x @L ~ [ - - n ] .  
Nx 

On obtient donc le morphisme canonique du thdor6me 1.1. : 

DR(v#) -* Rhomcx (Rhomex (JCl, Cx), Cx). 

Pour &ablir que c'est un isomorphisme darts D (Cx) la question est locale. On peut 
supposer, en vertu du lemme du "way out",  que ./~est r6duit/t un syst6me holonome 
admettant une r6solution libre finie de type fini: 

On a doric un repr6sentant local de Rhom~,, (Jl, Cx): 

o -~ o7  . . . . .  r -~ o. 
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Mais, en vertu du lemme 1.2, on a un repr6sentant local de 

Rhomc x (Rhom~x J/l, Ox), Cx) 

[ -  n] 0 *- gXt~x (0~, Cx) . . . .  gxt~ x (0k'% Cx) -,-- O. 

D'autre part  on a un repr6sentant local de DR(J///): 

[ - n ]  0 *-  O 2  . . . . .  ~ k "  *-  0. 

En vertu du lemme 1.3 on a un morphisme de complexe qui repr6sente localement le 
morphisme du th6or6me 1.1: 

o ~- o 2  . . . . .  o k -  ~- o 

0 ~- ~ x t ~  x ( r  c x )  . . . .  6 x %  (ok-,  Cx) ~- o. 

11 nous faut montrer  que c'est un quasi-isomorphisme pour  achever la d6monstra- 
tion du th~orSme 1.1. 

][1 suffit de montrer  que pour  un ouvert U de Stein suffisamment petit le mor-  
phisme de complexes d'espaces vectoriels: 

0 ~- F (U;  ~2)  . . . . .  F(U; O29 ~- 0 

0 ~ EXt~x (U; 07, Cx) . . . . .  EXt}x(U; Ok' % Cx) *- 0 

est un quasi-isomorphisme. 
Mais ce diagramme est 6gal au diagramme suivant, en vertu de la dualit6 de 

Poincard-- Serre-- Verdier : 

0 ~- [H~(U; 0~?)]' ~ . . . .  [Hf (U;  0k'~)] ' --- 0 
( , )  ~ 

0 ~- [ n ~ ( u ;  02)]* . . . . .  [H2(U; Ok-)]* ~- 0. 

Les espaces de cohomologie du complexe: 

0 --, Hg(U; 07) . . . . .  H2(U; or g) -~ 0 

sont de dimension finie si U est suffisamment petit en vertu de la constructibilit6 
de Rhome~ (d/l, Ox). I1 r6sulte que leur duaux alg6briques et topologiques coincident 
et le morphisme ( , )  de complexes d'espaces vectoriels est un quasi-isomorphisme. 
D'ofi  le th6orSme 1.1 en passant ~t la limite inductive. 

Remarque 1.5. Par dualit6 [21] on a bien stir que 

Rhom~x(d/,  Ox) = Rhomc,: (DR(.//r Cx). 

I1 est int6ressant de savoir si cette formule caract6rise les syst6mes de D (NX)h. 
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w 2. Bidualit~ locale poor les ~-modules  holonomes 

Le th6or6me suivant concerne les syst6mes d'ordre infini admissibles et affirme 
que le ~ - m o d u l e  0 x est "dualisant" pour les syst6mes holonomes d'ordre infini. 
On rappelle qu'on appelle ainsi un ~ - m o d u l e  jg~o ~t gauche tel que, localement 
sur X, il existe un @x-module coh6rent ~t gauche ~g et un isomorphisme 

~ | ~ '  ~ d f  ~ . 
9x 

On dira qu'un ~x-module ./g~ est holonome si, dans l'isomorphisme pr6c6dent, 
le syst~me J / e s t  ~x-holonome. Nous noterons D (~x)h la sous-cat6gorie de D (~x) 
form6e des complexes born6s & cohomologie ~%holonome. La propri6t6, pour 
un faisceau d'espace vectoriel, d'etre constructible est locale; il en r6sulte que 
Rhom~7 ~ (~[~, d~x) appartient ~t D(Cx) r si d[~ est @x holonome, puisque, locale- 

merit Rhom~,~ (~l ~176 ; (9x) ~ Rhomex (J/l, ~x) en vertu de la platitude de ~ x  sur 
Nx. Soit ~/~ un complexe de D(Nx), on dispose d'un homomorphisme cano- 
nique: 

(*)  d/[ ~ ~ Rhomcx(Rhom~ ~ (Jg~, Ox), Ox) 

qu'on peut expliciter en prenant une r6solution ~x-injective de 0 x qui soit aussi 
Cx-injective. Une telle r6solution existe, par exemple la r6solution canonique injec- 
tive de Godement. 

Th4or6me 2.1. Si J/r appartient d D(~x)h  alors l'homomorphisme ( . ) est un 
isomorphisme dans D (@~)h. 

Ce th6or6me est de nature locale il est done 6quivalent au corollaire suivant en 
vertu de la platitude de @~o sur ~x: 

Coroilaire 2.2. Si d / ~  est de la forme ~ Q~x  d[ o~t ~[ appart[ent ?l D(~x)  h 
on a un isomorphisme canonique dans D (~X)h: 

~ | ~g -~ Rhomcx (Rhom~ (~g, ex), ex). 
~gx 

La d6monstration du th6or6me 2.1 repose sur le th6or6me 1.1 et occupera la majeure 
partie de ce paragraphe. 

Soit f :  X-~ Z un morphisme de vari~t6s analytiques complexes lisses et A I 
son graphe. Consid6rons le diagramme 

A~ ~ X •  

1 
X Z 

o~ p e t  q sont !es projections naturelles. 
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Proposition 2.3. Soit ~=un complexe de D(Cz)c alora il existe un isomorphisme 
canonique: 

q-1 (Rhomc z (~, Cz)) @ p-10x -~ Rhomcx• (q-l, aOv" ' p-l~x). 
c 

Remarque 2.4. I1 n'est pas vrai en g6n6ral que l'homomorphisme canonique 

Rhomc x (~, Cx) @ ~x ~ Rhomcx (~, ~9x) 
c 

soit un isomorphisme, mOme si ~appartient/~ D(Cx)c. 
Pour obtenir un contre exemple il suffit de prendre pour ~ - = C r  le faisceau 

caract6ristique d'une sous-vari6t6 lisse de codimension d dans X. On trouve que 

Rhomcx (Cr, Cx) @ O x = Cr @ ~gx [ -  2d] 
c c 

Rhomcx (Cr, 6x) = H~(6x) [-  d]. 

Ces deux faisceaux ne sont pas bien stir isomorphes. 

Ddmonstration de la proposition 2.3. (Voir [3], expos6 III.) Explicitons d'abord 
l'homomorphisme. On dispose d'un homomorphisme canonique qui est d'ailleurs 
un isomorphisme si ~-appartient~t D(Cz) c: 

q-1 (Rhomcz (o-~, Cz)) ~ Rhomcx • z (q - l~ ,  q-1 Cx) = Rhomc x • z (q-1 ~,  Cx • z). 

D'ofi en composant avec l'homomorphisme du produit tensor/el on d6duit l'homo- 
morphisme cherch6: 

q-l(Rhomcz (~', Cz)) (~ p-16x ~ Rhomcx• (q-l~-, p-XOx). 
c 

Pour montrer que c'est un isomorphisme dans D(Cx• la question est locale. 
Par devissage et localisation on peut supposer ~ de la forme ~ - "  ,~.=j: j - l C z  o~ j 
est l'inclusion d'un ouvert U de Z de compl6mentaire d'un ferm6 analytique (voir 
[21]). Consid6rons le diagramme 

U •  j' ~ Z X X  

U J ,  Z 

Par dualit6 on a Rj, Rhomc~ (Cv, j- lCz)=Rhomcz (Rj!Cv, Cz) donc, 

q-1 Rhom (j ! Cv, Cz) = q-1 Rj, Cv 
et 

= Rj . ( j  p ex). Rhomcz•215 . . . . .  1 -1 
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D'autre part on dispose d'une fl6che de Kiinneth 

q-lRj ,  Cv @ p-l(gx ~ Rj', [q-1Ct~ @ p-ld?x] = Rj; [j'-a p-ld)xl. 
C C 

L'application j n'6tant pas propre cette fl6che de Kiinneth n'est pas un isomorphisme 
en g6n6ral, contrairement ~t ce qui se passe en g6om6trie alg6brique. Mais nous 
allons voir que dans ce cas particulier c'est un isomorphisme ce qui termine la d6mon- 
stration de la proposition 2.3. I1 suffit de montrer  que les homomorphismes indui- 
tsen cohomologie sont des isomorphismes 

i "P q-X Rij, C u @ p-10  x ~ R ],(Cvx x ~ P-~Ox). 
C C 

Soit un point (x, z) de X X Z  et VX W un voisinage de (x, z). Si U' ddsigne la 
trace de W sur U on a un homomorphisme d'espaces vectoriels pour tout i 

m(~ : ' ;  C) | r(v;  ex) -~ m ( U ' •  Cwx | p-~ex). 
C C 

I1 suffit de montrer  que c'est un isomorphisme pour un syst6me fondamental de 
voisinage de (x, z) et l'assertion r6sulte par passage h la limite inductive. 

Pour cela on prendra un syst6me fondamental de voisinage W de z tel que 
l 'espace H i (U'; C) soit de dimension finie. Cela est possible parce que les images 
sup6rieures par j d 'un faisceau eonstructible sont des faisceaux constructibles. 

Pour  syst6me fondamental de voisinage de x on prendra des compacts de Stein 
V. Consid6rons la projection q: U ' •  V-~ U" et calculons 

Rq,[Cv• @ P-~Ox]. 
C 

L'application q 6rant propre il en r6sulte que la fibre en point z de U' des faisceaux 

R i  q ,  [ C u •  (~) p - l d ? x ]  
c 

est 6gal ~t ia cohomologie de la fibre q - l ( z ) =  V. Mais V6tant de Stein il en r6sulte 
que les faisceaux sont nuls si i # 0  et 

Rq,[Cv• @ P-ad)x] = q, Cv• @ p-10x = Cv Q F(V, (9x). 
C C C 

La suite spectrale de Leray nous donne 

m( r'xv; c • | v-'ex) = Hi(U'; | r(v; ex)). 
C C 

Mais la formule des coefficients universels valable ici puisque la dimension de 
Hi(U'; C) est finie donne 

Hi(U'; | r(v; ex)) -- HI(V'; C) | r(v; ex) 
C C 

et la fl~che de Kiinneth est un isomorphisme dans cette situation. 
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Remarque 2.5. On peut remplacer •x par n'importe quel faisceau analytique 
coh&ent. 

Supposons maintenant que le morphisme f est 6gal ~ l'identit6 de X. Nous 
allons utiliser la proposition 2.3 pour en d~duire la proposition 2.6 suivante. Nous 
notons A la diagonale de X X X .  

Proposition 2.6. Pour un complexe ~ de D(Cx)c il existe un isomorphisme cano- 
nique : 

Rp, RF~ (XX X; q-1Rhomc,: (o~, Cx) @ p-1C)x) _~ Rhomcx (o ~, 0x) [ -  n]. 
c 

Rappelons d 'abord la formule de dualit6 de Verdier pour le cas simple d'une projec- 
tion du produit de 2 vari6t6s analytiques complexes lisses sur le premier facteur [20]. 

Avec les notations utilis6es on a un isomorphisme fonctoriel pour un complexe 
born6 d'espace vectoriel ~- sur X X Z  et un complexe born6 d'espace vectoriel 
G sur X: 

Rp, Rhomcx• p-IG) -~ Rhomcx (Rp,. ~,  G) [--2n]. 

Revenons ~ la proposition 2.6. Nous avons grfice ~ 2.3 l'isomorphisme: 

RF a (XXX; q-l Rhomcx(O~, Cx) @ p-l(gx)) 
C 

-~ Rhomcx• x (Ca, Rhomcx• x (q-l~-, p-W)x)). 

La formule d'adjonction du produit tensoriel et du foncteur homcx• nous donne 

Rhomcx• (CA, Rhomcx• x (q-l ~-, p-W)x) ) = Rhomc (Ca @ q-lo~, p-l~x). 
C 

La dualit6 relative [20] pour la projection p nous donne 

Rp, Rhomcx • x (Ca | q - l~ ,  p-1 (gx) = Rhomcx • x (Rp~ Ca @ q-1 ~,  Ox) [--2n]. 
C 

Pour en d6duire la proposition 2.6 il suffit de voir que 

Rp:(Ca @ q-a~)  = p,(Ca @ q - l ~ )  = 
C C 

parce que p e s t  isomorphisme de A sur X. 
En appliquant cette proposition ~ ~=Rhom~ x (Jg, Ox) qui appartient 

D (Cx)c si Jg appartient h D (~x)h [5] on trouve 

Rp, Rra (xxx; p-l(Rhomc(Rhom~x (~l, ~x), Cx)) @ P-l~x)[2n] 
C 

_~ Rhomcx (Rhom~x (rig, ex), Ox). 

Mais en vertu du th6or6me 1.I on a 

Rhomcx (Rhom~ x (~[, e)x), Cx) ~- DR(./g). 
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Pour achever la d6monstration du th6or6me 2.1 il suffit de montre que l 'homo- 
morphisme compos6 est un isomorphisme: 

(*) ~ | ~g ~ Rp, RF a(XXX; q-I(DR(Jg)) • p-~ Ox). 
~ x  C 

Proposition 2.7. L'homomorphisme ( , )  est un isomorphisme si Jg appartient d 
D (gx)h. 

Rappelons la d6finition du faisceau 9 x selon M. Sato (voir [11] par exemple). 
On a par d6finition 

~ = Rp, RFa (XXX; q*~2x[-n]) = p,H~ (XXX; q*~x) 
o3 

q*s = (gx• Q q-lQx. 
q - l O  x 

I1 en r6sulte puisque t2 x est un •x-module inversible que 

( ~ ) ' ,  = p,H~(X• q*s 

Nous allons interpr6ter le faisceau q* s grace /t la nucl~arit~ comme le faisceau 
associ6 au prdfaisceau [9]: 

t : x v - ,  r ( u ;  Ox) ~ r(v; ~). 
C 

Les deux membres ayant des topologies de Fr~chet-Nucleair le produit tensoriel 

compl&6 est d6fini sans ambigui't& Nous noterons par Ox ~cO"=q * s le faisceau 
ainsi obtenu. Cela permet de consid6rer le foncteur 

C 

comme un foncteur exact de D (Cx) dans D(Cx• x)pourvu que les fl6ches clue l 'on 
consid6re sont Cx-lin6aires continues et non pas seulement Ox-lin~aires. 

D~monstration de la proposition 2.7. 
La question est locale, on peut supposer que ~ est un syst~me simple admettant 

une r~solution libre: 
0 *- J g  *- 9 2  . . . . .  9 ~  *- o .  

D'ofi un repr6sentant local de DR(Jg) 
~__ ro  , , ,  rm 0 s ".-Ox~O[-n].  

Les fl6ches 6tant des op6rateurs diff6rentiels donc continues et l 'on peut consid6rer 
le complexe 

Ox 6 DR(~g): 0 ~- ~x O O2 . . . . .  ~x 6 0~- ~- 0 [ -  hi. 
C C C 

Applicant le foncteur Rp, RFa on trouve Rp, RFa(XXX; 0 x @cDR(Jg)) :  

0 *- ( 9 ~ ) , 0  . . . . .  ( ~ ) ' -  ~- 0 
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puisque les objets de Ox @ c DR ( J l )  sont cohomologiquement triviaux pour le foncteur 

Rp, RF d en vertu des d6finitions m6me. 
I1 nous reste ~ montrer que l 'homomorphisme 

q-~(DR(,/g)) @ P - ~ x  ~ DR(,/g) @ ex 
C C 

est un quasi isomorphisme pour achever la d6monstration de la proposition 2.7. 
I1 suffit de prendre un syst6me de voisinages fondamental U •  V d'un point de 
R ' •  tel que les espaces de cohomologie du complexe Suivant soient des espaces 
vectoriels de dimension finie, ce qui est possible grace ~ la constructibilit6 [5]: 

0 ~- r ( u ;  c~r~) . . . . .  F(U;  ~ )  ~- O. 

Au-dessus de U•  V les cohomologies de 

q-~DR(JI) @ p-~tV x et de DR(J/l) @ Ox 
c c 

coincident et la conclusion r6sulte par passage ~ la limite inductive. D'ofl la proposi- 

tion 2.7 et donc le th6or6me 2.1. 

w 3. Une 4quivalence de cat4gories 

Nous allons montrer que le foncteur Rhom~ ( . , 6 x )  de D(@x) h dans 
D (Cx)c est une 6quivalence de cat6gorie en explicitant un inverse. Soit ~- un com- 
plexe D(Cx)c de la structure de ~x-module  de •x on d6duit que le 

Rhomcx (~, Ox) appartient /~ D(~7) .  

Th4or6me 3.1. Si ~ appartient ?l D(Cx)c le complexe Rhomcx (~, (gx) appartient 
d (~x)h et l'on a un isomorphisme dans D(Cx): 

~ -~  Rhom~ (Rhomc,: (~, Ox), $x). 

La question est locale par devissage on peut supposer que ~ est de la forme Cr 
oil Y est un sous espace analytique ferm6 de X. C'est le cas crucial qui a fait l 'objet 
de {[11] et [12]} et des deux premiers paragraphes. On dispose de deux foncteurs 
inverses l 'un de l'autre (pour une d6monstration compl6te, voir le chapitre V de [14]). 
En venue des th6or6mes 2.1 et 3.1 on dispose de 2 foncteurs inverses l'un de l'autre: 

F: D ( ~ ) ~  -~ D( Cx)c: ~//! ~ -~ Rhom~7~ ( dg ~~ Ox) 

G: D(Cx)~ ~ D (~;)h : ~ Rhomcx (~, ~?x). 

Remarque 3.2. Les d6monstrations de [12] pour le syst6me Jl--C~x reposent 

sur deux fait: 
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D'une part que le complexe RFtr](Ox) appartient ~ D(~x)h et d'autre part 
que l 'homomorphisme canonique suivant est un isomorphisme darts D (Cx): 

DR (Rrm (~)) -~ Rr~ (DR (~x)). 

C'est le th6or6me 3.1 de [12] qui r6sulte essentiellement du th6or6me de comparaison 
de Grothendieck [3]. On va voir que les th6or6mes de [12] restent vrais si l 'on remplace 
Ox par n'importe quel syst6me holonome ~ qui satisfait au th6or6me de comparaison 
pr6c6dent. De faqon pr6cise on a la proposition suivante: 

Proposition 3.3. Soit J/{ un complexe de D (~X)h et Y un sous-espace analytique 
fermd de X alors les conditions suivantes sont dquivalentes. 

a) L'homomorphisme canonique est un isomorphisme dans D (Cx) c 

DR(Rrm(Jg9 -~ RFr(DR(~/)). 

b) Il existe un isomorphisme canonique dans D (Cx) ~ 

Rhom~x ( ~ ,  Ox) @ Cr -~ Rhome~ (RFtr~(d4), 0x). 
C 

c) L'homomorphisme canonique darts D(~x )  est un isomorphisme 

~ | Rrt~j(~g) ~ Rr~ ( ~  | ~g). 
~ x  Nx  

D dmonstration : 
1) a)=~b): On sait que RFt r j (~ '  ) appartient ~t D(~x)h (voir [1] si Yest  une hyper- 

surface et [12] pour la codimension sup6rieure) si ~ /appar t i en t  ~ D(~l)h. Du 
th6or6me 1.1 on d6duit que l'on a: 

Rhomcx (RFr(DR(~g), Cx)) = Rhomcx(DR(RFtr](dg), Cx)) 

Rhome x (Rrm (~'), (0x). 
I1 suffit de voir que 

Rhomcx (RFr(DR(J[)), Cx) ~ Rhomcx(DR(Jg), Cx) @ Cr 
C 

ce qui r6sulte par dualit6 [21] de la constructibilit6 des complexes en questions: 
I1 suffit d'invoquer le th6or6me 1.1 de nouveau pour terminer l'implication 

2) Montrons que 

Explicitons l 'homomorphisme 

a) =~ b). 

b) =. c). 

~ "  | Rr m(~') -~ Rry (~" | ~g). 
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De l'injection J / - * ~ x  @~,~,r on d6duit un homomorphisme:  

R r t r l ( J / )  + R r r ( ~  @ Jr 
~x 

Mais RFr(@ x @~J/l) appartient h D(@~). D'ofi l 'homomorphisme cherch6 par 
composit ion: 

~ @ RFt r j (d / )  -~ 9 ~  @ RFr(@ ~ @ sg) -~ RFr(~ ~ @ sg). 

Par ]e th6or~me 2.1 on a 

~" | Rrm(~') ~ Rhomcx(Rhomex (Rrm(~'), Cx), cx)) 
Nx 

Rf r(~7 | Jr -~ RFr(Rhomcx (Rhomm~ (Jg, Cx), r 
Nx 

Rhomc~ (Rhorn~x (~g, ex), RFy((Px)) 

-~ Rhomc~ (Rhornex (de, t~x) @ Cr, d)x). 
C 

I1 en r6sulte que b)=,c).  

c ) ~ a ) .  Prenons le complexe de De Rham de chaque membre de l ' isomorphisme 
de c): 

DR(N~ @ Rrm(sZ) ) = DR(RFtr](J/r 
Nx 

DR (Rrr ( ~  | ~ ) =  Rrr (DR ( ~  @ Jr RFy(DR(~D), 

d'ofl l ' implication c)=~a). 

I1 reste /t trouver des conditions suffisamment simples pour qu 'un syst~me Jg  
v6rifie les conditions a), b), c). Les conditions a), b), c) sont difficiles ~t v6rifier 
directement sur des exemples concrets. Le r6sultat principal de [12] affirme 
que le syst~me de De Rham d~ x est r6gulier le long de tout sous-espace analy- 
tique Y de X, c'est/~ dire qu'il satisfait aux trois conditions a), b), et c). 
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