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w 1. Extension isom~triquc d'une contraction de classe C1 

Soit E un espace de Hilbert complexe, et soit T u n e  contraction de classe Ca. 
sur E, c'est-g-dire un op6rateur v~rifiant: 

I/T[I =1  et Vx ~ 0 T"x--I---* 0 

(la terminologie "de classe Ca." est due'~t Sz.-Nagy--Foia~ [7]). 
On peut d6finir un op6rateur A, de E dans lui-m~me, par la formule: 

( l )  (Ax, y) = mlim+~ (Tmx, Tmy)'~ 

il est imm6diat de v6rifier que la limite au second membre existe bien. 
Cet op6rateur est de norn~e 1 (puisque, pour tout e >0,  on peut trouver x de 

norme 1 tel que limm_.+~ ][TmxlI2__->l-~), et est auto-adjoint. 
La formule 

(Ax, x) = lim IlZmxll 2 m~-}-  ~ 

montre que A est injectif, positif, et d'image dense (mais remarquons que A et T n e  
commutent pas en g6n6ral). 

On peut aussi consid6rer la formule (1) comme l'introduction sur E d'un nouveau 
produit scalaire, d6fini par: 

(2) [x, y] = (Ax, y). 

Soit ~.~ la norme d6duite de ce produit scalaire, c'est-~t-dire: 

[[x~ 2= (Ax, x ) =  lim []Tmx[I 2. 

I1 est facile de voir dans quel cas E est complet pour cette norme, ou, ce qui 
revient au m~me, ~ quelle condition A est inversible: 
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Proposition 1. A est un isomorphisme si et seulement s i i l  existe sur E une norme, 

gquivalente ~ la norme d'origine, pour laquelle T est une isomgtrie. 

Dgmonstration. - -  Soit B la racine earr6e de A. Si A est un isomorphisme, on 
peut trouver une constante C > 0  telle que, pour  tout x de E, 

ou encore 
Ilgxl? = <Ax, x> _-> Cl[xl? 

lim }lT"xll ~ >= C}/x}] 2. 

La norme ~x~=limm-.+~ ]lT=xl[ est doric 6quivalente fi la norme d'origine, 
et, pour cette norme, T e s t  une isom6trie. 

Inversement, si Tes t  une isom6trie pour  une norme [~ ~, 6quivalente/l la norme 
d'origine, on peut trouver C et C ' > 0  tels que, pour  tout x de E: 

lim IlZmx]l ~ _-> C lim ~Tmx~ 2 = C~x~ 2 >= C'[Ixll 2 

et donc (Ax ,  x)>=C'IIx[[ ~, 
d'ofi il r6sulte que A est tin isomorphisme. 

Dans le cas g6n6ral, nous notons H l e  compl6t6 de E pour la norme W. ~. L'op6ra- 
teur Tes t  une isom6trie de E muni de ~. }dans  lui-m~me; il se prolonge donc en une 
isomdtrie de H dans lui-m~me, que nous noterons U. 

L'introduction de l'espace H et de l 'op6rateur U est d'usage tr6s courant, e t a  
dtd faite en particulier par  Sz.-Nagy--Foia~ [7]. 

Si l'image de Tes t  dense dans E, et done, en particulier, si T -~ existe, U est une 
isom&rie surjective de H dans lui-m~me, e'est-h-dire un op&ateur unitaire. 

Pour  tout couple x, y de points de E, posons, pour jC Z: 

(3) 

Si j=>0, 

(4) 
et, si j<=0: 

(5) 

2j(x, y) = lim (Tm+Yx, T'y). 
m ~ q - ~  

ceci peut encore s'6crire: 

2j(x, y) ----- [TJx, y] = [Uix ,  y] 

2j(x, y) = Ix, T - J  y] = Ix, U- ' i y ]  = [U*--ix,  y] 

et les formules (4) et (5) ont encore un sens lorsque x, yEH.  
Nous posons aussi 2 j ( x ) = 2 j ( x , x ) ,  j E Z ,  xEH.  

On v6rifie imm6diatement que pour  route suite fmie de complexes (aj), on a: 

Zj ,~aj~ ,~_j+~(x)  >- 0, 

et done la s6rie de Fourier ~ j C z  2 - j ( x )  eli~ d6finit une mesure positive, not6e p~, 
sur le tore T. 
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S i f e t  g sont deux fonctions dans l'alg~bre du disque (not6e A(D)), on a, pour 
tout xCH: 

(6) [ f ( g )  x, g (V) x] = f f (e  i~ g (e '~ dpx (0). 
On a la formule: 

1 [~j(x+y)_~.i(x_y)+i.a.j(x+iy)_ij~j(x_iy)] pour x, yCH, (7) 2j(x, y) = -~ 

et donc la sdrie de Fourier ~ j e z  s y)e ij~ est celle d'une mesure, que nous no- 
tons Px, y, qui v6rifie: 

1 
(s) ~ , ,  = u @x + , - ~ x - ,  + im+~,-  ira-i,) 

et si f et g sont deux fonctions de A (D), on a: 

(9) [f(U)x, g (U)y] = f f ( e  ~~ g (e i~ d#x,, (0). 

Nous allons maintenant donner une interprdtation des coefficients 21(x,y) 
(x, yCE) utilisant la dilatation unitaire minimale de T, introduite par Sz.-Nagy-- 
Foia~ [7]. 

Proposition 2. Pour x, yCE, la suite @_j(x, Y))~z est la suite des coefficients 
de Fourier de la mesure spectrale scalaire (aux points x, y) de l'opJrateur R * ,  partie 
.-rdsiduelle de la dilatation unitaire minimale de T. 

D6monstrat ion.-  Nous utilisons les techniques introduites par le second 
auteur dans [8]. Rappelons bri6vement la construction faite dans [8]. 

Soit l l (Z;  E) l'espace des suites absolument sommables dans E. Soit N le sous- 
espace vectoriel ferm6 de l l (Z;  E) engendr6 par les suites de la forme (..., 0, --Ty, y, 
0...), yEE. On note ZE le quotient de P(Z ;  E) par N. 

Si ~l=(Yk)k~z~l~(Z; E), on note ~/ sa classe dans ZE. On v6rifie que 

II0ilz = lim IIXk>_mTm+kykl i. 
m ~ - ~  

Muni de cette norme ZE est un espace de Hilbert, dont le produit scalaire est 
d~fini par: 

(0, 0')z~ = lim (~ 'k>-~  Tm+kyk, .~k>-m Tm+kyk> �9 

Par ailleurs, d6finissons un prolongement isom6trique de E dans I~(Z; E) par 
la formule: 

u ( y ) =  ( .... o , ~ , o  . . . .  ); y<r~, 

o5, comme Sz.-Nagy--Foia~, nous entourons le terme d'indice 0. Nous notons ~7 
l'op6rateur de E dans ZE obtenu par passage au quotient (on peut remarquer que 
l'op6rateur A de la formule (1) est a*zT). 
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Soit encore S le shift ~t droite dans /I(Z; E); il d6termine un op6rateur ~ de 
zE. et l'on a, VyEE: 

 (ry) - 

Notons D = ( I - T * T )  1/2 et ~---ImD. D6fmissons les espaces de Hilbert: 
KI=/2(Z;  ~) ,  et K=K~| somme hilbertienne. 

L'application ~, de E dans K, d6finie par: 

cp(y) = ( .... O, [Dy [, DTy . . . . .  DTny . . . .  )Off(y) 

est une isom&rie, ce qui permet de consid6rer K comme un sur-espace de E (mais 
nous ne ferons pas l'identification, et conserverons la notation ~). 

Sur K, on d6finit un op6rateur V, eomme produit direct du shift ~ gauche sur KI 
et de l'op6rateur ~ sur ZE. Comme tous deux sont unitaires, Ves t  une isom6trie 
surjective. 
Par ailleurs, pour tous Yl, Y~EE, pour tout nqN, on a: 

(V"~o (Y0, ~ (Y2))~ - ( r"y~,  y~), 

ce qui signifie que Vest  une dilatation unitaire de T. 
Enfin, on v~rifie que: 

span {V"~o(E); nEZ} = K, 

et cette dilatation est done minimale. 
Pour identifier la partie .-r6siduelle de la dilatation, au sens de Sz. Nagy~Foia~ 

[7], on pose: 

L = 
et 

M = {V"L; 

Par d~finition, ~ .  est le suppldmentaire de M darts K. Dans le cas pr6sent, 
M=K1 et N ,  =zE.  La restriction de V ~ N , ,  not6e R*  par Sz.-Nagy--Foia~ [7], 
est done ici l'op~rateur ~ sur ZE. 

Si (ek)kr z d6signe la base eanonique de/x(z) ,  SJ~(x) repr6sente la classe dans 
ZE, de e j |  et if(y), celle de eo| La formule de d6finition (8) du produit scalaire 
donne doric: 

(SJa(x), a(Y))zE = lim (T"+Jx, Troy) = 2j(x, y). 

I1 en r~sulte que: 

2j (x, y) = (Ri, a (x), a (y)) = f e 'J~ (E(dO) ~ (x), fi (y)) 

off (E(dO)a(x), ~(y)) repr6sente la mesure spectrale scalaire de l'op6rateur R . ,  
aux points ~(x), ~(y). La proposition est done 6tablie. 

Nous allons maintenant comparer les deux extensions de E et T r6alis6es: celle 
en H, U et celle en ZE, ~. Nous aurons besoin d'un lemme: 
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Lemme 3. Si  T est d'image dense, a(E) est dense clans ZE. 

Ddmonstration. Soit e>0 .  Soit (Yk)-N<k<U une suite finie de points de E. 
La classe de (Y~)-N<k<U dans ZE est la marne que celle de e_u|  avec 

z = y _ N +  T y - N +  1 - t- . . .  Ji- Tky-N+k +... -4- T2NyIV, 
Si Im T est dense dans E, il existe z 'EIm T, avec 

p p f 
I1 existe zlEIm T, avec IIza-z~ll<e/N. Soit z l=Tzz ,  
<_-N-1 : 

zi, CImT,  ]lZk-Z~,H<e/N, et z~ 

La classe de e0 | z dans ZE est la m~me que celle de 

Ilz-z ' l l<~/N. Soit z '=  Tz~. 
et ainsi de suite pour 1 <_-k_<- 

= TZk+ 1 . 

( z -  z ' ) |  N +.. .  +(Zk-- Z~)@e-N +k +.. .  + (ZN-1 -- z 'u-O|  + zN@eo 

or zN| et 
' " e I 1 ( .  7 -  Z ) |  N Jr-... ~-(ZN_ 1 -  Z N _ I ) |  -lllZ~ 

= lira ][Tm-N(Z--Z')+.. .+T"-N+k(Zk--Z~)+.. .+Tm-I(ZN-I--Z'N-1)IIz,  < ~. 

Nous en d6duisons: 

Proposition 4. Si  Tes t  d'image dense, l'injecffon ~, de E clans ZE, est une isomdtrie 
de E muni de la norme ~. ~ sur ~(E) muni de la norme de ZE. Elle se prolonge donc en 
une isomdtrie de H sur ZE. Les opdrateurs U et S sont identiques, en ce sens que 

tToU= ~otT. 

D~monstration. Pour 6tablir la premiere partie de la proposition, il suffit de se 
reporter ~t la d6finition des normes [[ ~, et II II. La seconde r6sulte alors du lemme. 
La troisi6me est 6vidente, puisque si xEE, ~oU(x) est la classe de Tx| et 
~o~7(x) celle de x |  1. 

Si T n'est pas d'image dense, l'identification ci-dessus ne subsiste pas n6cessaire- 
ment, car U n'est pas toujours surjectif, alors que g l'est. 

Nous allons poursuivre l'6tude de la mesure #~, d6finie par la s6rie de Fourier 
~ j ~ z  2j(x) eu~ Rappelons qu'une contraction T e s t  compl~tement non-unitaire (en 
abr6g6 c.n.u.) s'il n'existe pas de sous-espace ferm6 F c E  tel que T F = F  et tel que 
la restriction de T ~ F soit un op6rateur unitaire. 

Proposition 5. Si  T e s t  complktement non unitaire, pour tout xE E, la mesure l~ 
est absolument continue par rapport d la mesure de Lebesgue sur le Tore. 

Ddmonstration. Cela r6sulte imm6diatement de la Proposition 2 et du fait &abli 
par Sz.-Nagy--Foia~ [7] que, si T e s t  complStement non unitaire, la mesure spec- 
trale de sa dilatation unitaire minimale est 6quivalente ~ la mesure de Lebesgue. En 
particulier, pour  la partie .-r6siduelle de cette dilatation, les mesures salaires sont 
absolument continues par rapport ~ la mesure de Lebesgue. 
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On peut aussi donner de la proposition 5 une d~monslration directe, qui n'utilise 
pas le r~sultat de [7]. Cette d~monstration, que nous allons maintenant indiquer, 
nous a ~t6 communiqu~e par  A. Atzmon. 

Soit xEE, x ~ O, et supposons que p~ ne soit pas absolument conlinue par  rapport  
~t la mesure de Lebesgue. I1 existe alors un ferm6 K c T ,  de mesure de Lebesgue 
nulle, avec p~(K)>0 .  On peut trouver une fonction h dans l'alg6bre du disque A (D) 
avec h =  1 sur K, {hl<:l sur D \ K .  Consid6rons la suite (h"(T)x),cN: elle admet 
une sous-suite (h"k(T)x)k~N qui converge faiblement dans E vers un point zEE. 
Comme l'injeclion canonique de E dans H est continue, elle est aussi faiblement 
continue, et cette suite converge aussi fa ibkment  dans H, vers le point z. 

Pour  toute fonction gEA(D), on a, d'apr6s (6): 

[z, g(T)x] = klim~ ~ [h"~(T)x, g(T)x]  = k~+~lim fh"k(ei~176 
= fKg (eiO) dp~. 

En particulier, [z, x ] = p x ( K ) > 0 ,  et done z r  Choisissons maintenant une 
fonction cpEA(D), avec ]lq~l[==l et q~(ei~ -i~ OEK. Nous allons mont re rque  

(10) T~o(T)z = z 

En effet, pour  tout gEA(D) 7 on a: 

[(Trp(T)--I)z, g(T)x] = lim f (e'~176176 ~ 
iO iO = f,,(e (rp(e))-l)g(e'~ = O, 

d'apr6s la d~finition de rp. 
I1 en r6sulte que pour  tout kEN: 

[(T9 (T) -- 1) z, (Tqo (T)-- I) h'k (T) x] = O. 

Faisant tendre k vers + ~ ,  nous obtenons 

~(Tgo(T)-I)z]~-=-O, et donc Tgo(T)z=z, comme annonc& 

Posons S=~o(T).  Alors S est une contraction sur /~, qui commute avec T. 

Pour  toute suite finie de complexes (ak)k_~0, on a ST(~,k~oakTkz)=~k~oakTkz, 
et donc []T(.~k_> 0 a kTkz)ll=jl~_,k~=oakTgzlj ,et T e s t  une isom6trie sur F = s p a n  {Tkz, 
k=>0} T e s t  surjectif sur cet espace, c a r  (p(T)zEF, et z=Tgo(T)z. Ceci contredit 
le f a i t  que T est compl6tement non unitaire. 

Puisque la mesure p~, xEE, est absolument continue par  r appor t / t  la mesurede 

Lebesgue, la s~rie ~ j  ~z Zj(x)eq~ est la s6rie de Fourier d'une fonction de L~ (T, ~ )  , 

~ " "0  d O  v 

que nous notons A~(O). On a donc 2j(x)=f e u A~(O)~-~, et, si l 'on pose As(0)=  
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v 

= A = ( - 0 ) ,  A~ est la densitd de la mesure/G par rapport ~t la mesure de Lebesgue: 

dO 
(11) p== Ax-f-~. 

De la formule (7) r6sulte que les coefficients )~j(x, y) sont aussi les coefficients de 

que nous notons A~.,. on a: 
d~ 

Fourier d'une fonction de L 1 T, 2~) Or 

(12) 1 ( A  x + y _ A x -  y + iA~, + ix - -  i A = _  i;)  A=,y= --~ 

Les fonctions A~ sont ~t valeurs positive s, mais les fonctions A~,y ne sont pas 
valeurs rdelles en g6n6ral. 

Des formules (9) et (11) rdsulte que, pour tous x,y~E,  et toutes fonclions 
f ,  g~A(D), on a: 

~o io ~ dO 
[ f (r )x ,  g ( r ) y l  = f f (e  )#(e )A=,,(O)3- Z (13) 

et si x, yEH: 
(14) iO - iO [ f (r )x ,  g(r)y] = f f(e )g(e ) dl~=,~,(O), 

off #~,y est, rappelons-le, la mesure dont les coefficients de Fourier Sont 0,_ j (x, Y))jez. 
Dans la suite de cet article, nous supposerons T compl6tement non-unitaire. La 

fonction A x s'appellera fonction de reprdsentation de l'opdrateur T au point x. La 
raison de cette d6nomination appara]tra plus loin, mais nous allons voir immddiate- 
merit une premi6re application de cette fonction: elle permet d'estimer la distance 
entre le point x et l'espace engendrd par ses itdrds. Plus prdcisdment: 

Proposition 6. Soit xEE, on a: 

a) e x p f l o g  A~ 0 dO ( )~-~- = I n f  ~ [dist~(T"x, s--~-d{T"+lx, Tm+2x, ...})]2 

b) Lorsque Tes t  inversible, cette quantit~ eM encore $gale 

Inf [distE(Tmx, ~ {Tin-ix, Tm-~x, ...})]~ 
m_~O 

et les deux infima peuvent ~tre pris sur mE Z. 

Odmonstration. Pour tout polyn6me P(T)----~k>_O akT*, on peut dcrire: 

Inf ]Tm(x--p(T)x) ~ = ~x--p(T)x~ 2 = f [1 --p(e~~ 2 d#=(O) 
m m- 0 

-- ll'-=<'">I'z<~ II,  
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et si l 'on prend l'infimum des deux membres pour tousles polyn6mes p (T), le th~or~me 
de Szeg6 donne a). Si Tes t  inversible, on consid~re les polyn6mes q(T)=.~k~o b, T k, 
et on obtient b). Le fait que l'infimum puisse ~tre pris en mEZ r6sulte du fait que, 
T ~tant une contraction, il s'agit simplement de la limite lorsque rn~ + o~. 

Corollaire 7. Si Tes t  inversible, Log A~ est intOgrable si et seulement si 

Inf  dist~(T"x, s--p-~{Tm-~x, Tm-Zx . . . .  }) > 0. 
mEZ 

Ceci se produit si et seulement si 

Inf distE(T~"x, s--p-g-~ {Tin+ix, Tm+2x . . . .  }) > 0. 
mEZ 

Ce r~sultat dolt &re rapproch6 du th6or6me 1 de [4]: il y &air d6montr6 que, si 
T n e  v6rifie pas d'6quation fonctionnelle asymptotique (volt [4]) et si A~, n'est pas 
cyclique dans PF (espace de pseudo-fonctions, c'est-A-dire des distributions dont 
la suite des coefficients de Fourier est dans c0(Z)) pour la multiplication par e i~ alors 
T a des sous-espaces invariants non triviaux. 

Mais, si AxEL 1, le fait que A~ ne soit pas cyclique dans PF pour la multiplica- 
tion par e ~~ 6quivaut au fait qu'il existe f E d ( T )  (espace des fonctions dont la s6rie 
de Fourier est absolument convergente), non identiquement nulle telle que f .  A S 

HX(T). Mais alors, ou bien f .  A , = 0 ,  ou bien f Log Ax(O ) -~-> --oo. 
Z~Z 

Dans le second cas, le r~sultat pr6sent est donc plus precis. 

Dans le cas du shift ~t poids sur I2(Z) 6tudi6 par le premier auteur dans [5], le 
calcul fait dans [5] montre que pour tout x ~ 0 ,  Log A~ est int6grable. I1 en r6sulte, 

comme annonc6 dans [5] que, pour tout x ~ 0 ,  x~ span'{Tx, T~x . . . .  }; la proposition 
ci-dessus 6tablit en outre que la distance entre Tmx et ses it6r6s est uniform6ment 
minor~e, pour mEZ, ce qui precise le r~sultat de [5]. 

Pour terminer ce paragraphe, remarquons que l'on peut introduire une suite 
de fonctions convergeant vers A~ dans LI(T) et, pour ces fonctions, donner un calcul 
explicite. 

Pour 0 < r < l ,  soit Pr(O)=~k~zrlkleikO le noyau de Poisson. On pose A(~')=- 
=P~,A~ .  Les fonctions A(~ ') convergent vers A~ lorsque r ~ l -  et peuvent s'6crire: 

( )1 A~')(O) = 20(x)+2 li+m Re T m+l e - i ~  x, Tmx 
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La fonction A(~ ~) est donc la partie rdelle, pour z=e -i~ de la fonction 

1 -1 x, x] 
qui est holomorphe pour Izl<l/r. 

Dans la suite, nous supposerons d6sormais T inversible. 

w 2. Le spectre de U et celui de T 

Puisque Test  inversible, U est unitaire, et son spectre est contenu dans le cercle 
unit6 cg= {zCC, Iz I = 1}. S'il existe un point x0 de E cyclique pour T, c'estr~t-dire tel 

que E =  span {Tkxo, k_->0}, alors x0 est aussi cyclique pour U dans H. Les 616ments 
de H peuvent atre consid6r6s comme des fonctions de L2(T,/~xo) avec px0 = 

v dO 
= A~0-~-, et U peut atre repr6sent6 par la multiplication par e ~~ dans cet espace. 

En notant x(O) la fonction associ~e ~t x, on peut ~crire, pour tous x, yEH 

v dO 
(15) ix, y] = f x(o) y(O) Axo(O) " 

Le spectre de U est {e i~ 0Esupport z[xo} (rappelons que le support de z[~o est 
V 

le compl6mentaire du plus grand ouvert off A~o est nulle presque partout); nous le 
notons Ko, il est contenu dans le cercle unit6. 

La W*-alg6bre engendr6 par U est isomorphe /l L=(K0, pXo), et, pour toute 
fonction fEL~(Ko, l~xo ), on a, s i x ,  yEH: 

(16) [f(U)x, y] = f f (e  ~~ d~,,y(O). 

La correspondance fEL=(Ko, PXo)-~f(U) est un hom6omorphisme de L = 
dans 5~ espace des op6rateurs bornds sur H, muni de la norme d'op~rateurs. 
L'espace 5r (H) est le dual de l'espace, note 5r 1 (H), des opdrateurs nucl6aires sur H. 
L'application ci-dessus est aussi un hom6omorphisme de L=(Ko,/~x0 ) muni de 
a(L% L 1) dans ~ ( H ) ,  muni de a(Se(H), ~ I ( H ) ) .  

En composant avec l'injection canonique de L = T, -~-s dans L=(Ko, I~o), 

on obtient une application L ~ T, ~ ( H ) ,  continue pour les normes et les 
ZT~ ] 

topologies o-(L% La), a(L,~ ~cP~(H)). Cette application est donc la transpos6e 

( d~ d'une application J de s176 dans L 1 T, ~ - )  continue pour les normes et les 

topologies o-(s176 Aa(H)), a(U, L=), 
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Si x, yEH, on leur associe l 'op6rateur de rang 1, not6 x |  d6fini par x |  
=[z,y]x,  VzEH. Cet op6rateur est dans Sel(H). Pour tout q~EL a, on a: 

(~o, Y (x| Y) )(L,,L~) = (Y*~O, x|  Y)(.~(~),z~(u)) = ( ~ (U), xO y)(.~(.),.~W)) 

= y ]  = f (o) 
En particulier, si x, yEE, on obtient 

y] = f e(o) d2~ , 

et donc A~,y est l'image par J de l 'op6rateur x|  
t~ 

On en d6duit imm6diatement que, pour  x, yEE, l'application ( x , y )~A~,y  

est continue de H •  dans L 1. I1 en r6sulte que A~,rEL 1 si x, yEH, et que cette 
application est continue sur H •  tout entier. 

On a donc obtenu: 

dO ~ (T; dO] Lamesu- Proposition 7. Pour tous x, yE H, #~,r= Ax, y ~-~ et Ax, yE L1 27r1" 

re lt~,y est la mesure spectrale scalaire de U aux points x, y, et on peut Ocrire, pour 

tous f ,  gEL=(Ko, #~o): 
dO 

(17) b r ( u )  x, g ( f ) y ]  = f f(e'~ (d ~ A~, ~ (0) 27r " 

Nous allons maintenant 6tudier les formules de transformation concernant les 
I) 

fonctions Ax,~. 

Proposition 8. Soient x, yEH, q), ~kEL=(Ko, ~o  ), et soient x '=~o(U)x,  y ' =  
= ~ ( U ) y ;  on a: 

(18) A~,,y, : go~A:,,r. 

D~monstration. Pour tout kEZ,  on a en effet 

io io o dO [Ukx',y "] = [uk~o(U)x, r  = fe~k~ )~(e )A~,~(O) 2 s  

d'ofi la proposition. 

V 

Corollaire 9. Toutes les fonctions Ax, y, x, yE H, sont nulles presque partout sur 

~o, e '~ r Ko}. 
Ddmonstration. Si Sp U=Ko n'est pas le cercle cg tout entier, choisissons 

o=~0=1  sur K0, nulle hors de Ko, dans la formule (15). 
V tY 

Alors q~(U)=I, et donc Ax, r=I~ol2A~,r, d'oh ler~sultat. 
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I1 faut remarquer ~t cet 6gard que Sp S peut fort bien atre le cercle unit6 tout 
entier. C'est le cas, par exemple, pour l'op6rateur de shift ~t poids sur l~(Z), 6tudi6 
par le premier auteur dans [5]. 

Ce spectre n'est cependant jamais de mesure nulle, comme le montre la proposi- 
tion suivante, qui est implicitement contenue dans Sz.-Nagy--Foia~ [7]: 

Proposition 10. Le spectre de U est de mesure positive; il est contenu dans l'inter- 
section de cehd de T avec le cercle unit& 

DJmonstration. Le fait que la mesure du spectre de U soit non-nulle r6sulte 
V 

simplement du fair que la fonction A~o est int6grable, et d'int6grale non nulle. 
Le second point est tout aussi clair: puisque U est une extension de T, sp U~  

c s p  T. 

Proposition l l .  Soient x, yEE, et soient X '=~kCz ak Tkx, y ' = ~ j c z  bjTJy 
deux g~ries convergentes dans H de sommes respectives x" et y'. On suppose en outre 
que les fonctions ~o(0)=~k~z ake ik~ et ~(0)=~k~Z bje ij~ sont dans L~(Ko, I~Xo). 

Alors 
dO 

[x', y'] = f ~p(O)~(O) A~,y(O) - ~ .  

DOmonstration. Puisque les s6ries convergent dans H, on a: 

[x', y'] = [~'k~z ak Tkx, 2 jCZ bjTJ Y] = ~k , j cZ  akbj[ Tkx, TJ Y] 

: ~,'k, j ~ Z ak b~2k- j (X, y)  = (o) ~ (o) L,r (o) dO 
2 ~ z  

I1 faut remarquer que ceci vaut a fortiori pour des s6ries convergeant dans E. 
Nous allons maintenant 6tudier la disposition du spectre de S par rapport ~t 

sp TACg. 

Proposition 12. Soit 2, avec F21=l, 2~Sp u. L'image de T - h i  contient tousles 
points xE E tels que 

[]T-kx[] <= Ok, kEN 

pour une certaine suite (Ok)keN, dOpendant de x, et telle que 

(19) { 0k ~ 1Vk; Ore+,, <-- 0m0,, Vm, Vn; 

x~ log Ok , 
~)k>O 1.-]---~ < -1- oo. 

D~monstration. Elle est inspir6e d'un calcul de A. Atzmon [1]). - -  Pour simpli- 
fier les notations, nous supposerons 2 = 1 ~ Sp U. Pour ~o de classe CI(T). D6finis- 
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sons la fonction q(O) par: 

(20) q~ (0)-- ~p (0) ---- (e i~  1) q(O). 
Soient 

(P -~- ~ k ~ Z  ak elkO, q = ~ i c z b j  eij~ 

les s6ries de Fourier. Les coefficients de Fourier de q sont lids ~ ceux de (p par les 
relations: 

bj = ~ l > j  a/ j ~> 0 
(21) bj = - ~ a l  j < 0 

qui s'obtiennent imm6diatement au vu de (20). 
Si Q=(ek)kEN est une suite v6rifiant (19), notons dQ l'alg6bre des fonctions 

J ~ / ( T ) ,  f = Z k ~ z  Ck eikO' telles q u e  Z k s z  ICkl 91k ] <z d[_~. 

Soit xCE, tel que IlT-kxll<=Ok Vk~N, 0k v6rifiant (19). Soit 0' la suite d6finie 
t par 0k-=0o+...+Ok, k_-->l. Elle v6rifie encore (19). 

Lemme. Si cpEdQ, la fonction q d#finie par (20) appartient d la classe ~/o" 

Ddmonstration du Iemme. On a ~j~>o lbj{ Qj<--~j-~o Z*>J {a~l ej--< 

<= [al[ 01+ {a2[(01+02)+ ... + [ak[(Qo+... + 0 k - l ) +  "" et done 

de m~me 
Z j < o  Ibjl e - j  <= Z j > o  Z ~ - j  lall 0j 

[a-i[ ~1+ la-2[ (e~+ e2)+.. .  + [a-kl (e~+ ... + ek)+.. .  =< Zk~l [a-kl e~ < + co, 

ce qui prouve le lemme. 
Choisissons pour fonction q~ une fonction valant - 1 en 0 ~t support dans C sp S. 

On peut en trouver une dans la classe dQ,, car celle-ci n'est pas quasi-analytique. 
Par cons6quent, les deux s6ries ~k  ~ Z ak Tkx et Z i  c z bJ T jx  convergent dans E, 

done dans H. Notons pour simplifier ~o(T)x et q(T)x leurs sommes respectives: ce 
sont des points de E (reals les op6rateurs ~0 (T) et q(T) n'existent pas !). Puisque ~0 et q 
sont dans ~'(T),  elles sont afor t ior i  born6es, et, d'apr~s la proposition 11, on obtient: 

dO 
~9(T)+ I - ( T - I ) q ( T ) x ~  ~ = f I ,(o)+ ~ - ( e  f~  1)q(0)} ~ Ax(O) 2u 

dO 
= f ll - (e *~ 1)q (O)[2Ax (0) -~--u ' car q) est nulle sur le support de A~, 

= ~(I-- (T-- I) q (T))x]~2. 

Mais aussi tp(O)+l-(ei~ d'apr6s (20), et done x-=(T-I )q(T)x .  
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I1 faut remarquer que l'ant6c6dent de x pour T - I  a 6t6 trouv6 sous la forme d'une 
s6rie convergente q(T)x ,  telle clue la fonction q(O)~L ~. Nous reviendrons sur ce 
point par la suite, 

Corollaire. Si, pour tout xEE on peut trouver une suite (Pk)~N vdrifiant (19) 
telle que ItT-kxII~Qk, alors spS=spTfqCg .  C'est te cas en particulier si 

log [{T~[[ 

1 + k  ~" 

Nous allons maintenant, pour  poursuivre cette 6tude, d6velopper un calcul 
fonctionnel li6 aux s6ries convergentes. 

w 3. Construction d'un calcul fonctionnel adapt6 aux s&ies convergentes 

Comme au paragraphe pr6c6dent, T est une contraction inversible de classe 
Cz., et compl6tement non unitaire. Nous nous int6ressons aux s6ries convergentes 
~ z T k T k x ,  mais non n6cessairement normalement convergentes. 

Proposition 13. Soit xffE, avec xr  Soit ~keZ 7k Tkx une sdrie convergente 
clans H, de somme x'. 

I v  dO~ 
La sdrie de Fourier ~kcZTke ~;~ i~o d~finit une fonction ~p de L2 [_Ax ~-~ J: les sommes 

z i_N yke 'k~ convergent clans L2 ( ~Ix ~-~ ) ,orsque M, N ~  q-,~ ; cette fonction v6rifie 

en outre 

(22) Ax, = I~I~A~ .P'P" 

Ddmonstration. Posons, pour M, NffN, M XM,N=Z_N ~'kTkx, e t  qgM, u(O)= 
= ~ - u  7k eik~ Si la s6rie ~'k~Z ?k Tkx=x"  est convergente, alors XM, u U,N~+= 

dO 
Don~, si M, N, m', N'~N, ~x~,~-x~,~,~=f I~M,~(0) -~ ,  ~,(0)I ~ A~(0) 2--~ et 

(~OM, N)M,N~Z~ est une suite de Cauchy, ce qui prouve notre premi6re assertion. 
Par ailleurs, pour toute fonction f~L=(T) ,  on a: 

~f(U)x'~2 = M, limN~+~ WT(U)xM'N~2 = M, limu~+= af [f(O)121q~M,~(O)l~ ~ l ~ ( O ) ~  

et doric 

f I f ( O ) ? z [ ~ ( O ) ~  = flf(O)l~lq,(O)lZflx(O) dO 

et la proposition est ainsi d6montr6e. 
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Remarquons que ceci vaut a fortiori s i la  s&ie ~kEZ])kZkX converge darts E. 
I1 n'est pas r6ellement n6cessaire que la  s6rie ~k  e Z Yk T~x converge au sens usuel, 

dans H, pour  que l 'on obtienne celte proposition. I1 suffit qu'elle soit sommable au 
sens d'Abel: 

Proposition 14. Soit xEE, avec x ~ O. Supposons que pour tout r, avec O< r< 1, 
les sdries ~ k e Z  7k rlkl Tkx  soient convergentes (dana t f ) ,  et notons x ' ( r )  leur somme. 

, , s "  ikO ddfinit S i  lorsque r ~ l - ,  x (r)-*x (dans H) ,  la sdrie de Fourier ~kCZ ~ e  encore 

une fonction (p de L ~ ( A dO ~. ~ 2~]" si l 'onpose, pour 0 < r < l ,  

~O(r)(0) ---- ~kEZ ]~k rlkleikO 

il existe une fonction q~EL 2 A~ telle que 

et cette fonctiofl vdrifie en outre (22). 

Ddmonstration. On a, si O<r,  r ' < l :  

, v dO 
I x , - x , , ~  2 = f l~o ~r~ (o)-~o~r~(o)l ~ Ax (0) 2~ " 

d'ofa notre premiere assertion. La seconde se d6montre comme/~ la proposition pr6c6- 
dente, en rempla~ant ~0~, N par to (r). 

Si la s&ie ~Yk~Z Yk Tkx  converge inconditionnellement (clans H),  la proposition 
13 peut atre am~lior~e: 

Proposition 15. SL pour un x E E  avec x r  la s&ie ~kCZ Yk Tkx  converge incon- 

ditionnellement, la fonction q~x ddfinie ci-dessus est, pour tout zET, dans l'espace 
2,~ dO, (dO) 

L [A~(O+z)~-~J. Cette fonction est aussi dans l'espace L ~ . 

DOmonstration. Rappelons qu'une s6rie ~k~Z Xk converge inconditionnellement 
dans un espace de Banach F si, pour toute  suite (ek)ke z de + l ,  la s&ie Z~keZ ekXk 
converge. On en d~duit la caract6risation suivante: 

La s6rie ~kEZ Xk converge inconditionnellement dans F si et seulement si, pour  
tout f i>0,  il existe un sous ensemble fini Ap ~Z ,  tel que pour  tout sous-ensemble 
fini B c Z \ A ~ ,  on ait IIZkcBXkll,~<fl. 

Ceci implique imm6diatement que, pour  toute suite (tk)k~ z de nombres com- 
plexes, avec ]tk]<=l, VkEZ, la s&ie ~ k c z  tkX, converge. 
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Appliquons ceci /~ 

Fixons zET et appliquons ceci h t k = e  -zk*,  Xk=~k T k x .  Nous obtenons, d'apr6s 

la proposition 13, ~~ ~dO~'2~J et donc, pourtoutz,  q~EL2(~l~(O+z)-~}. 

Pour montrer que 9 EL 2 t, 2re ) nous utiliserons le lemme suivant, dfi ~ Bessaga-- 

Pelczynski [6]: 

Lemme 161. Si une sdrie ~k  c z xk converge inconditionnellement clans un espace de 
Banach F, il existe un nombre M tel que, pour tout NEN, pour toute s u i t e  (t/)lkl~_ N 
de nombres complexes, avec It~]<_-l, on ait 

[IZ~ t~x~lI~ ~ M, 

F = H .  On obtient: 

et donc a for t io r i  

c'est ~t dire 

[[Z  s-N Yk tg Tkx]] <= M 

f rZ I fix (e) '~"~ dO ~ i~ .  lkl ~_N ~k tk e ~ = 

Posant t k = eik'E~ nous aVODS : 

flzL.,~e,.O~.)l~$x(O) dO < M2 &off 

f ~ e lk ,  2 < M 2 2IiW_N?k i dz = et donc ~NITkI  2 ~ M2 et 

Nous avons donc obtenu la correspondance suivante entre la convergence d'une 
s6rie ~k~z ~k Tkx (dans H) et les propri&~s de la fonction 9x qu'elle d6finit: 

a) Si ~kEz , kTkx  converge, 9x~L~(A~ ~---~O ),  

b) Si ZkEz ~k Tkx converge inconditionnellement, 

c) Si .~keZ Yk Tkx converge normalement, @Sd(T) .  
Nous allons en d6duire un r6sultat de r6gularit6 concernant la suite des it6r6s 

(Tkx)k~Z, dans le cas oh les it6r6s inverses (T--kX)k~_O croissent vite: 
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Proposition 16. Supposons que pour un xEE  on puisse trouver 6 > 0  et e > 0  
tels que, pour tout hEN, 11 T-"x1] =>6(1 +e)". Alors la seule sdrie ~kCZ 7k Tkx'  conver- 
gente dans H au sens d'Abel, telle que la fonction ~p (0)=~k~Z 7k eik~ ddfinie ci-dessus, 
appartienne~ la classedeNevanlinna ~U(c'est-~-dire vdrifie sup0<r<l f Log + ]@~ �9 
�9 dO< + ~)  et dont la somme soit nulle est la sdrie dont les coefficients (Tk)k~Z sont nuls. 

Remarques : 
1. Ceci vaut en particulier pour les s6ries convergentes au sens usuel, puisqu'elles 

sont convergentes au sens d'Abel, et en particulier pour les s&ies convergentes dans E. 
2. Si on se limite aux s6ries ~k~O 7k Tkx, convergentes darts E au sens usuel, ce 

r~sultat a 6t6 d6montr6 par Sz.-Nagy--Foia~ [7], sous l'hypoth6se plus forte que 
~p(O)=~k~_o7kelk~ L'hypoth~se selon laquelle ~o est dans la c l a s s e d  est 
beaucoup plus faible: il suffit qu'une puissance positive cp'(~>0) soit int~grable 
pour  qu'elle soit r6alis6e. 

3. Si on se limite aux s~ries ~k~=O 7k Tkx, convergentes au sens usuel le r6sultat 
a 6t6 d6montr6 par le premier auteur [3]. Dans ce cas, toute hypoth6se sur r est 
superflue, cette fonction 6tant darts d ( T ) .  

V 

D~monstration. I1 r~sulte de la proposition 13 (avec x ' = 0 )  que ]~0] 2 A~=0 p.p. 
Mais si I] T-"x0[] _->6 (1 + e)", on peut trouver un e' avec 0 <  ~' ~ e et une constante 

C telle que 17_k1<=C/(1 +~,)k, si kEN, la fonction ~(z)=~,k~ z 7kZ k est donc analyti- 
1 

que dans la couronne < ]zl< 1. Si elle appartient. ~t la classe X,, elle ne peut 

s'annuler sur un ensemble de mesure positive sans ~tre identiquement nulle. Si elle 

n'6tait pas identiquement nulle, on aurait donc A~=0 p.p., ce qui est contradictoire, 
car: 

dO 
~x~=limm-~+~ IlTmxII2=f A~(O) ~ est strictement positif, puisque T e s t  de 

classe C~. Ceci prouve Ia proposition. 
L'6tude du cas o/a, pour tout xEE, les it6r6s inverses (T--kX)k~=O croissent vite 

pr6sente un int6rat car c'est le seul cas o/~ l'existence de sous-espaces invariants est 
laiss6e ouverte dans [2]. Nous allons voir que le comportement de ces it&6s est li6 
/t la taille de l'ensemble des points xEE pour lesquels Log A~ est int6grable. 

Proposition 17. Supposons que pour un xEE, on puisse trouver 6>0 ,  e>0 ,  tels 
que pour tout nEN, 

Ilr-"xJl --> 0 (1+0" .  

Soit ~kEZ 7k Tkx une s~rie convergente dans E, de somme x" ~O, et telle que la 
fonction ~0(0)=~,k~ z 7k eik~ soit de carrd intdgrable. Alors Log A~,, est intdgrable si et 

seulement si Log A x l'est. 
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D~monstration. On sait que A , , =  Iq~l~A~, et, comme  pr~c6demment, que q~ est 

analyt ique dans la couronne  {z, ~ p <  [z]< 1}. Si q~EL 2 (ou, plus g6n6ralement, sis 

pour  un a > 0 ,  ~0"EL1), on a f L og  ko(O)ldO>-oo; le r6sultat annonc6 s 'en d6duit 

imm6diatement.  

Ce r6sultat signifie que l 'on  a rien ~t gagner, par tant  d 'un  point  x, ~t le remplacer 

un autre point  x ' ,  somme d 'une  s6rie ~kCZ 7k T~x, telle que tp~,ELL 

Les auteurs t iennent ~t remercier A. ATZMON dont  les suggestions et remarques 

ont  permis de simplifier no tab lement  la d~montrat ion de plusieurs des r~sultats 
pr6sent6s ici. 
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