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Notre but dans cet article est de donner plusieurs applications de la notion (intro- 
duite dans [2] et d6velopp6e darts [3]) de point minimal par rapport/ t  un ensemble. 

Nous renvoyons ~t [3] pour l'6tude de cette notion; rappelons simplement qu'un 
point x est dit minimal par rapport ~t un sous-ensemble M d'un espace de Banach E 
si Vy~E, les conditions 

Ily-mll ~- IIx-mll VmEM 
impliquent y =  x. 

La premi6re application concerne la convergence faible vers les points fixes des 

contractions: nous montrons qu'en rempla ~ant les sommes de C6saro 1 ~ o -  1 The 
n 

par un point minimal par rapport ~ l'ensemble {e, Te, ..., T ' - l e }  (qui se r6duit ~t la 
somme de C6saro dans les espaces de Hilbert), on peut 6tendre aux espaces unifor- 
m6ment convexes des r4sultats d6montr6s par J. B. Baillon [1] dans les espaces de 
Hilbert. Cette question fait l'objet du premier paragraphe. 

Dans le second paragraphe, nous nous int6ressons ~ l'approximation des points 
minimaux, et nous le faisons dans un cadre plus large: celui des optima de Pareto, 
qui sont 6tudi6s en Economic. Les d6finitions pr6cises sont donn6es plus loin; disons 
simplement que si ul, ..., u~ sont des fonctions concaves d6finies sur un espace de 
Banach E, x est un optimum de Pareto pour ces fonctions si V y ~ x ,  ~io, Uio(y)< 

~ IJi0 (X). 
Nous montrons que si un point x est un optimum de Pareto pour N fonctions ui, 

il peut ~tre approxim6 par un point qui est un optimum de Pareto pour seulement 
n de ces fonctions; en outre la plupart des choix de ces n fonctions donnent un bon 

r6sultat. 
Nous 6nonr ~t la fin du second paragraphe, le r6sultat d'approximation dans 

le eas particulier des points minimaux, et, dans le troisi6me paragraphe, nous l'appli- 
quons pour calculer, connaissant la taille d'un compact, la taiUe de ses points mini- 

maux. 
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1. Convergence faible vers les points fixes des contractions, 
dans un espace uniformement convexe 

Nous allons montrer dans ce paragraphe comment la notion de point minimal 
par rapport  ~t un ensemble permet d'6tendre aux espaces de Banach uniform6ment 
convexes un r6sultat de J. B. Baillon [11, obtenu dans un espace de Hilbert. Son r6sul- 
tat est le suivant: 

Th~or~me (J. B. Baillon [1]): Soit H u n  espace de Hilbert, C un convexe ferm6 
born6 clans H, et T u n e  contraction de C clans lui-m6me (c'est-d-dire une application 
de C dans C vkrifiant Il Zx--Zyll<=llx--yll, Vx, yE C). Alors pour tout eE E les sornmes 

1 . 1 
de Cdsaro - -~2_o  T i e  convergent faiblement vers un point f ixe de T. 

n 
Nous &endrons ce r6sultat aux espaces uniform6ment convexes, en remplacant 

les sommes de C6saro par la notion (qui la g6n6ralise, comme nous le verrons dans le 
lemme 1 ci-dessous) de point minimal, dans C, par rapport  A l'ensemble Mn= 
= {e, Te . . . .  , Tn-le}.  

Si E est un espace de Banach et C u n  convexe ferm6 born6 dans E, on dira qu'un 
point x est minimal, dans C, par rapport  ~t un sous-ensemble M de C, si, pour  cha- 
que yEC, les conditions I[y-m[l<=l[x-ml[, VmEM, impliquent y = x .  Cette 
notion gdn6ralise celle ~tudi6e dans [3], mais on v6rifie ais6ment, dans ce nouveau 
cadre, les th6or~mes analogues A ceux de [3J, dont nous aurons besoin ici. 

Nous noterons rain c M l'ensemble des points minimaux de M dans C. Nous 
dirons que M est optimal dans C si min c M = M .  

Soit donc E un espace de Banach uniform6ment convexe, C u n  convexe ferm6 
born6 darts E, T u n e  contraction de C dans lui-m~me. Comme nous l'avons dit, 
nous notons 3//, l 'ensemble {e, Te . . . . .  T"-le},  pour  un point e~C donn6. Pour  
p fix~ avec l < p < ~ ,  on d6finit s(f ) comme l'unique point yEC off la fonction 

~o(y) = 1 ~ 2 ~  Ily-ZJell  p 

prend son minimum. 
Le point s(f ) est un point minimal pour  3//,. Cette notion est une extension natu- 

relle des sommes de C6saro, comme le montre le lemme suivant: 

Lemme 1. Si  E est un espace de Hilbert, s~)= 

1 
S : " ~ n -  I D6monstration. Posons ~.~j=oTYe. On a: 

n 

e+  Te+ ... + T " - l e  

n 

I_ - -n 1 ~ --n I 
-h-2~- o IlY-ZJel[ ~ = n2~'~- o (y--T~e,  y - -TJe)  
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= 1 ~ : ~  @ - s  + s -  Tje ,  y - s  + s -  T Je) = I[Y-sl]2+ 1 ~ :  J0 [[s- T jet[ ~ 

et on minimise cette quantit6 en prenant y=s .  
Le th6or~me que nous allons d~montrer est le suivant: 

Th~or~me 1. Pour tout p, l < p < ~ ,  chaque point d'accumulation faible de la 

suite s~ ) est un point f ixe de T. 
(Rappelons qu'il est connu qu'une contraction ddfinie sur un convexe ferm6 born6 
dans un espace uniform6ment convexe admet des points fixes; nous noterons F 

l'ensemble de ces points fixes). 

Lemme 2. L'ensemble F est optimal dans C. 

En effet, si x~/F, [1Tx-mi[ <-Ilx-mll ~/mEF, et x n'est pas minimal par rapport  

/t F dans C. 
Le lemme suivant est connu (voir [4]); nous en donnerons cependant une nou- 

velle d6monstration (qui nous a 6t6 sugg6r6e par B. Maurey): 

Lemme 3. Si  une suite x,  converge faiblement vers un point x et si 

I Ix . -  Tx.]l.-.~ ~ 0 ,  alors x est zm point f ixe  de T. 

DOmonstration. On peut se ramener au cas off la suite (x.) converge faiblement 
vers 0; on extrait alors de cette suite une suite basique, encore notde (x.). Puisque 
l'espace est uniform6ment convexe, il existe, d'aprbs un th6or6me de Gurarii--James, 
un nombre r, l<r_<-2, et une constante C tels que, pour  toute suite de scalaires 

(ei), on ait: 
IIZ  ,,x,II <-- c ( Z  Icql') 1/'. 

Notons E l'ultrapuissance EN/11 (1I est un ultrafiltre non trivial sur N), ~ le 
sous-ensemble de/~ constitu6 des points 2 qui ont un repr6sentant (x~)~ N avec x~E C Vi. 
Notons aussi 2P l'extension de T ~t E. Soit Xk le point de ~ dont un repr~sentant est 
(xk, Xk+l . . . .  ). Les points Xk, kCN, sont des points fixes pour  T. Soit ff l'ensemble 
des points fixes de 2~; c'est un ensemble optimal, darts un convexe ferm6 ([3], chap. 

III, w Or on a: 

xk+~+ <= Cn -~/'' avec - - ; -+~ = 1 

X I + ' " + X ' n  ~ ~ Cn-X/~" 

et les points X1 + ... + X, ,  qui sont des points fixes de 2~, convergent vers 0, qui est 
n 

donc aussi un point fixe de T. I Ien  r~sulte que 0 est un point fixe de T, ce qui prouve 

le lemme 3. 

et donc 
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Dans la suite de la d6monstration, nous notons s, au lieu de s~ ). 

Lemme 4. On a 
I ls ,-  Ts,]l ~ 0 . 

D~monstration. On sait, d'apr6s [3], chap. 2, lemme 2, que si 6 d6signe le module 
de convexit6 de E, on a: 

z s t ll/ 
puisque s. est le point off q~ prend son minimum. I1 nous sutfira donc, pour  d~montrer 
le lemme, de montrer que 

r 0 
n ~  

c'est4t-dire 

Or 

1, (,~y_~liTs _ T J e l f  _Z~_~l ls  _ r J e l f )  --,- 0 . 
n n ~  

= +Z;=o II .-rJell9 

et donc: 

n - -  ~ n - -  

Mais puisque C est born6, les quantit~s II Ts, -e l l  et [I s , -  T"-lell sont bornges 
indipendamment de n, et le second membre tend vers 0, ce qui pr0uve le lemme. Le 
th6or~me se d6duit imm6diatement des lemmes 3 et 4. 

I1 peut se faire, a priori, que la suite s(f ) ait plusieurs points d'accumulation faible 
diff6rents. Ce n'est pas le cas, toutefois, dans l p ( l < p < o o ) .  

Th~or~me 2. Dans l p ( l < p < ~ ) ,  la suite s~ p) converge faiblement vers un point 
f ixe  de T. 

Si xEP,  nous noterons x(k)  sa k em~ coordonn6e, et nous continuerons h noter 
s. au lieu de s~ t'). 

1 ?1--1 Lemme 5. s.(k) est le nombre t qui minirnise ~ = o  [ t - ( T J e ) ( k ) f  �9 
n 

1 l Ddmonstration. On a en effet - -  ~'Yj=-0 [[z-  T Y e [ l ~ = l ~ - ' X ~ k  [z(k)--(TJe)(k)l p= 
n n 

1 
~ k n ~ - "  o [z(k)-(TYe)(k)[  9, et on obtient le minimum de cette somme en minimi- 

sant chaque terme, d'ofi le lemme. 
Nous allons d 'abord nous limiter au cas p=~2. 
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L e m m e  6. Si xj sont des hombres rdels et s le point oi~ la fonction f ( t ) =  
n - - 1  ~ = o  It-xj[ p prend son minimum, on a, si p~=2, pour tout zER: 

n 2 '  o- Iz--xj[" > : n Z  o- [s--xjl'-t- [z--s[ p. 

lad-b]p la-blP 

~(la[O+[blO par un raisonnement analogue/t celui de [3], chap II, lemme 2. On 
posera C = 2  p-~. 

Supposons maintenant, pour d~montrer le tMor6me, que la suite s. ait deux 
points d'aecumulation diff&ents a et b, pour la topologie faible: 

a =  lira s . , ,  b =  l i ras . ; .  
l ~ + ~  l ~  

Soit a=lla-bl[l~. Posons aussi M=supxecllX[I. 
I1 est clair que sis,, converge faiblement vers a, on a, Vk, s , , ( k ) ~  a(k). 
Soit e>0. Choisissons K tel que (Z~k~-K [a(k)IP) ~/'<-~ et (~k~-K Ib(k)[~) I/p<-ea" 
Soit K~ le sous-ensemble de {1, 2 . . . . .  K} des k tels que a(k)-b(k)r On peut 

trouver l0 tel que l>=lo, k<=K, impliquent la(k)-s,,(k)l~einf(la(k)-b(k)[, 
M 

la(k)--b(k)[ p) si kEK~ et [a(k)-s.,(k)]~_e--~ si k~K~. 

D'aprSs le lemme 6, on a Vn, Vk, 

1 ~ .  ~ 1 ~ . .  1 1 
n Z o- It-(TJ e)(k)[ p >= n 2,'g- [s,(k)-(TJ e)(k)lP +-~ ISn(k)-- tl p 

et donc 

1 --n 1 ] --n 1 CI__ nZ~O- Ib(k)--(TJe)(k)[ p ~= n.~O- Isn(k)-(TJe)(k)[P + Isn(k)- b(k)l p. 

Or, VJ 

donc 
I s,, (k)  - ( T  ~ e)  (k)[ p ~-~" I a (k)  - ( T  J e)  (k)  I" - ( 4 M ) "  - l p  Is. (k)  - a (k)  ] 

n.~" ~- Ib(k)-(TJe)(k)[" ~--nZ' o- la(k)-(TSe)(k)[" 

- ( 4 M ) , - ~  p Is. (k) - ~ (k)l + ~ Is. (k) - b (k)I'.  

Prenons maintenant n=n,, l~=lo. 



24 B. Beauzamy et P. Enflo 

On a aussi ]s.(k)-b(k)l>=(l'e)lb(k)-a(k)] et done, si kEKI: 

1 ~ o  -~ ]b(k)-(TJe)(k)] p 

1 ~ n  1 - -  P ~-- n.~,o_" la(k)_(TJe)(k)lp+((1 _ e) (4M)P_lpe)lb(k)_a(k)ln 

1 _ .  l la(k)_(TJe)(k)[p+~._~ ~--~Zo- Ib(k)-a(k)l p, 

s i e  a 6t6 ehoisi assez petit  pour  que 

( l - e )  p ( 4 M ) r _ l p  ~ => 1 
C 2 C "  

Si k<=K mais k~K~, on 6erira s implement 

1 
-~ZO -1 [a(k) - (ZJe)(k)] n. --n.~'o--n- 1 l b (k) - (Z j e) (k)(P = 

On a done,  Vk<=K: 

1 . 1 > 1 n - 1  ZkEK'nZO- [b(k)-(ZJe)(k)] n = .~k~_K n ~ O  ]a(k)-(ZJe)(k)l p 

1 
+'-ff'~ ZkCK Ib(k)-a(k)l n 

et, si l 'on a pris la pr6caution de prendre en outre I -(2e)P->-l/2, on aura:  

~P 
Zk~_K ]b(k)-a(k)l n >= y .  

Posons  fl=aP/4C. 
Par  ailleurs, on d6duit de la formule des accroissements finis 

I I(Zie) ( k ) -  b (k)l p -  l(TJe) (k) lP I ~ p [b (k)[ [l(Tie) (k) l + [b (k)[F -~ , 

11( Tj e) (k) - a (k)[P-  [(T Je) (k)Ipl ~ p [a (k)[ [((T J e) (k)[+ I b (k)I] p-1 
et done  

11 b (k) - (T J'e) (k)I v - [a (k) - (T  j e) (k)lnl 

<= p lib (k)[[[(TJ e)(k)[ + [b (k)!]n-1 + {a (k) l[l(rJ e)(k){ + [a (k)l] n- l ]  

Zk>K n 2 :  o- (lb(k)-(TJe)(k)l '-Ia(k)-(TJe)(k)l~') -<= 2p~(2M)P/p'. 

donc 
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Donc, si, en outre, ~ est assez petit pour que 2peo~(2M)V/P'<-fl/2 on aura pour  l>=lo: 

1 --nz-1 
z~o '-l[Ib-zjelIpp >=-~tZ'o [la-Z~ellfp+fl/2. 

Or a et b sont des points fixes, et done les suites IIb--ZJellf~ et }la-ZJell~ 
sont d6croissantes lorsque j- .oo.  Done  les suites 

1 ~  ilb_Z~e]l~ ~ et l ~ l l a - T J e l l P ,  
n n 

sont eonvergentes lorsque n-~ ~.  Si lb et I, sont leurs limites respectives, on a done 

l b ~ I a + fl/2. 

En intervertissant les r61es de a et b, on trouve de rname 

la >= lb + fl /2,  

d'o~ l'on d6duit fl=O, ce qui contredit I la-b}lt ,#0. 
Si 1 <p<-2,  on 6crira de m~me 

Lernme 6 his. 1l existe une constante C telle que, si xj sont des nombres rdels et 
1 n 1 s le point o3 . f ( t ) = - - ~ 0 -  I t - x j l  p prend son minimum, on air, Vz, 
n 

1 ~ ,  1 1 ~ v 1 7 Z  o- I~-x?'>=~- Ls-xj] +-~I~-sl ~. 

Ceei se d6duit du fait que, si 1 < p ~ 2 ,  

x~YlP <-71 ('xl, + lylp)-I ix_y[2" 

On fait la d6monstration de la rn~rne rnani~re, avee ~=(~,klb(k)-a(k)]~) x/2. 
On ehoisira K tel que 

(Zk>=r la(k)lP) vp ~' eo~, (Zk~K {b(k)lP) lip ~ eot, 

et l0 tel que l_>=lo=~[a(k)-s~,(k)[<-e[a(k)-b(k)l ~ si a(k) # b(k), et k <- K. 

On obtient, par  un ealcul analogue au pr6c6dent: 

Zk 1 Z " 1  <=K n o - I b ( k ) - ( r J e ) ( k ) l "  

1 ~ ~ _ ( T J e ) ( k ) i ~ + 2 _ ~ 2 ~  K >-- Zk<=KnZ o- [a(k) _ _  

et ~k<=K Ib(k)--a(k)]2>=~2J2 si ~ est assez petit; on ach~ve le calcul comme pr~c~- 
demment. 
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Les th6or6mes analogues pour  des semi-groupes continus de contractions sont 
vrais et se d6montrent de la m~me mani6re: 

Soit E un espace de Banach s6parable uniform6ment convexe, C un convexe 
ferm6 born6 de E, S ( t )  un semi-groupe continu de contraction de C dans C: pour 
chaque t>-O, S ( t )  est une contraction de C darts lui-m~me, avec, en outre: 

S( t+ t ' )  = S( t )oS( t ' )  Vt, t' >= O, 

S(O) -- Id, 
Vx, [IS( t )x-xH-~o,  t-~O. 

Alors on a: 

Th~ori~me 1 bis. Soit eEE et p un rdel avec l < p < ~ .  Posons (p~P)(z)= 

1 t 
t fo I [ z -S (z )e] f  &,  et notons sP(t) le point olt q~P) prend son minimum. Alors 

tout point faiblement adhdrent gz une suite (sP(tk)), o2 les tk tendent vers l'infini, est un 
point f ixe pour tousles  S(z),  zER. 

Th~or~me 2 his. Dans if, 1 < p <  ~ ,  lafamille sP(t) converge faiblement lorsque 
t - ~ ,  vers un point f ixe de tous les S(z),  zER. 

2. A p p r o x i m a t i o n  des opt ima  de P a r e t o  

Dans ce paragraphe, nous allons nous intdresser/t une notion plus large que 
celle de point minimal: celle d 'optimum de Pareto, qui a des applications en Econo- 
mic (voir p ex [5]). Nous montrons d 'abord bri6vement comment 6tendre g c e  nou- 
veau cadre les r6sultats d6montr6s dans [3] pour les points minimaux, avant d'6ta- 
blir le r6sultat principal de ce paragraphe, qui concerne l 'approximation des Optima 
de Pareto. 

Soit E un espace de Banach uniform6ment convexe. Nous consid6rons une famille 
finie de fonctions Ul . . . .  , uN, d6finies sur E, ~t valeurs r6elles, poss6dant les propri6t6s 
suivantes: 
- -  a) chaque u, est concave, continue et, sur chaque ensemble borne, elle est minor~e. 
- -  b) chaque u i tend vers - o o  ~ l'infini: pour  chaque r6el C, l'ensemble {xCE, 

ui(x)>-C} est born& 
- -  c) chaque u, est G~teaux-diff6rentiable en tout point: pour  chaque x, il existe 

une forme lin6aire u~(x) avec, VtER, VyEE: 

u~(x+ty) = u~(x)+tu;(x)(y)+t2~(t), 2~(t) -+ 0 
t ~ O  

(et, puisque u~ est concave, t2i(t)~O Vt). 
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I1 r6sulte de ces hypoth6ses que chaque ui atteint son maximum en un point au 
moins, et que, pour chaque i, l'ensemble des Ilu~(x)ll est major6 lorsque x se trouve 
dans un ensemble born& 

Nous ferons encore l'hypoth6se suivante, qui sera essentielle pour la d6mons- 
tration du th~or~me: 

d) chaque ui est uniform6ment concave sur les ensembles bornds: pour  tout 
born6 M, il existe un nombre 6M tel que si xl ,  x2EM, on a 

Ui ~ -2 (Ui (X1) At- Ui (X2)) -~- OM ({IX1 --X2[])" 

Nous appellerons ces fonctions ui des fonctions d'utilit& Nous dirons qu'un 
point xEE est un optimum de Pareto pour ces fonctions si VyCx ,  Ei tel que 

ui(y)<ui(x). 
Cette notion g6n6ralise celle de point minimal par rapport ~ un ensemble dans 

le sens suivant: si m~ . . . .  , mN sont des points de E et si ui(z) = - []z- mill p (1 <p < ~o), 
les optima de Pareto pour  ces fonctions sont les points minimaux pour  M =  {rex . . . .  

�9 ..~ mN}- 
Nous allons maintenant donner pour Ies optima de Pareto des r6sultats qui sont 

les analogues de ceux d6montr6s dans [3] pour  les points minimaux, et qui nous seront 
utiles par la suite. Le lemme suivant est bien connu: 

Lemme 1. Pour une famille finie (ui)i=~ ..... N de fonctions d'utilitd, les conditions 
suivantes sont ~quivalentes: 

a) x est un optimum de Pareto, 
N p b) il existe des coeffieients positifs Pa, ..., PN de somme 1, avec ~ 1)iu~(x)=O, 

c) il existe des coefficients positifs 1)1 . . . .  , PN de somme 1, tels que ~o (z) = ~  Pi ui (z) 
atteigne son maximum pour z-=x. 

Dgmonstration. a)=-b): Si b) est faux, 0 n'est pas clans l'enveloppe convexe des 
u~(x) i=1  . . . .  , N. On peut donc trouver un nombre a > 0  et un point yEE tels 
que u~(x)(y)>a, i=1  . . . .  ,N ;  on a alors ui(x+ty)>ui(x)  pour t assez petit, et 
pour tout i; ceci implique que x n'est pas un optimum de Pareto. 
b)=*c). On peut 6crire, VyCE: 

Z ~  p,u,(x + ty) = Z ~  p~ui(x) + t Z~ v p,u[ (x)(y) + t Z ~  2i(t) 

et donc, si .~piu~(x)-=O, puisque t~i(t)~O Vt, 

Z ~  P~Ui(X+ ty) ~ Z ~  piui(x), 

c):~a). S ix  n'est pas un optimum de Pareto, on peut trouver x" avec ui(x') >=ui(x) Vi, 

donc . ~  piui(x')>=~; piui(x). 
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Remarque. I1 r6sulte de la condition b) que l'ensemble 6 des optima de Pareto 
des (ui) estborn6: soit A = i n f { ~ p i u , ( O ) ,  p,~=O, ~l~P,=l} .  On sait qu'il existe K 
tel que [[z[I >=K=~ui(z)<A pour tout i~ done ~ n l p i u i ( z ) < A < = ~ p ,  ui(O ), et le maxi- 
mum n'est pas atteint en z. 

Soit d=sup  {][zl[, zCdJ}, et D la boule de centre 0 et rayon d. 

Lemme 2. Soient Pi des coefficients positifs de somme 1, q~(z):~U piui(z), X 
l'optimum de Pareto correspondant. On a, si }lztl<-d, 

q~(z) ~ ~o(x)- ZfiD(Jlx- zll). 

DOmonstration. Ce lemme est l'analogue du lemme 2 de [3], chap. lI, et se d6- 
montre de la m~me mani6re, en utilisant l'hypoth6se d). 

Un cas particulier important d'optimum de Pareto est celui du point qui maxi- 
t 

- ~  us(z). Nous le noterons o.p. (ul . . . .  , uu). raise 

Dans ce qui suit, nous supposerons, pour simplifier les calculs que, pour tout 
born6 M de E, il existe une constante C M et un nombre q>2  tels que l'hypoth6se 
d) soit satisfaite avee 6g(e)>--_CMe q. 

Nous pouvons maintenant 6noncer le r6sultat principal de ce paragraphe: 

Th~or~me 1. Soit ul, ..., uu une famille finie de fonctions d'utilitd. II existe une 
constante K et un hombre V>0 tels que, si Pl . . . . .  Pu sont des coefficients positifs de 
somme l, xo l'optimum de Pareto correspondant, X~ . . . .  , Ark . . . .  une suite de variables al~a- 
toires ind~pendantes, d~finies sur un m~me espace (f2, P)  prenant les valeurs ul, ..., UN 
avec les probabilit~s Pl, ...,PN, on ait, pour tout nEN: 

K 
EIIo.p. (Xl(CO), ..., x01l <-- 

Remarque: La eonstante K et le hombre V > 0  d6pendent seulement du module 
de convexit6 de E, et de la constante CM et du hombre q intervenant, pour la famille 
(ui), darts l'hypothbse d) pour le born6 M = D ,  mais ne d6pendent pas de N. 

D~monstration. Pour d6montrer ce th6or~me, nous aurons besoita d'un r6sultat 
d'approximation darts l'enveloppe convexe, dont la d6monstration (qui se situe dans 
un cadre un peu plus g6n6ral), nous a 6t6 communiqu6e par B. Maurey: 

Lemme 3. Soit F un espace de Banach de type p-Rademacher (l<p=<2), x un 

point de F, Y1, Y~ . . . .  , Yk, " .  une suite de variables aldatoires inddpendantes d~finies 
sur un e~pace (f2, P)  de mOme loL dt valeurs dans un bornd de F, et d'esp&ance x. On 
a, pour nEN: 

_< Cn,• 
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o~t C est une constante qui ne ddpend que de la constante de type p-Rademaeher de 
l'espaee F et du diamktre du bornd oh les J{k prennent leurs valeurs. 

Dgmonstration du lemme 3. Rappelons tout d 'abord que F est de type p-Rade- 
reacher (1 <p<=2) s'iI existe une constante C telle que, pour  tout n et tout n-tuple de 
points x~ . . . . .  x,  dans F, on ait, en d~signant par (~i(t)) la suite de variables de Rade- 
reacher: 

f 112"; ~,(t)xill at <= c ( z ;  [[xi[f) lip. 

Posons ?k(r r Ce sont des variables sym6triques d6finies 
sur O •  ~2. On a, pour tout n, 

1 . <_ 1 . co') d P ( o ) ) d P ( c o ' ) .  : ::.l ,. (o> -xl ,,(o> ::11::=. ', (~ 

Puisque les ~ sont des variables ind~pendantes et sym~triques, cette derni~re quan- 
tit4 est 6gale /~: 

On en d6duit, par  d6finition du type p-Rademacher:  

E =xYk--x <-- =l[]I"k(og, oY)llP)l/PdP(w)dP(to')<-2CKn ~-x  

en notant K le diam6tre du born6 off Yk prend ses valeurs, c'est 5. dire 

K =  supk,~ l] Yk(o~)ll. 
En utilisant ce lemme, nous allons maintenant dSmontrer le th6or~me 1. 
Soient Pl ,  ..., P~- des coefficients positifs de somme 1, x0 l 'optimum de Pareto asso- 

ci6. Soit X1 . . . . .  X,,  ... une suite de variables al6atoires d6finies sur (O, P),  prenant les 
valeurs u~... us avec les probabilit~s pl  . . . . .  PN. Pour chaque entier k, d6finissons uric 
variable al6atoire Yk(tO)par Yk(~)=U~(Xo) si Xk(CO)=Ui; les variables /(1,-.-, Yk . . . .  
sont donc ind6pendantes, ~t valeurs darts E ' ,  et prennent les valeurs u'~(Xo), ..., u'N(xo) 
avec les probabilit6s Pl . . . . .  PN. 

E est uniform6ment convexe, doric E" est uniform6ment lisse, e t a  fortiori de 
type p-Rademacher pour  un p > l .  Doric le lemme 3 s'applique, et en remarquant 
que EY,,=O Vn, on obtient 

gj] • 1 ~ "  <-- Cnp E 1 

et donc 
"{ll   ll ' "  1 .  

1 n . ~ C n ~ p } < _ n 2  p 
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Soit f21 l'ensemble co, n ~  ~ Y1 <Cn--~-p , f22 son eompl6mentaire. Pour ~C~21 

n~ N, les valeurs de Y1 (co) .. . .  , Y. (~o) sont une suite u~ (x0) . . . .  , u i'(x0) (deux indices 
queleonques n'6tant pas n~eessairement distinets), avee 

= l u Xo)  < Cn 2V 

1 . 
Notons x le point off n ~ = l u i j  prend son maximum: c'est o.p. (XI(a0 . . . .  , 

X,(co)), et consid6rons la fonction eonvexe d6rivable de la variable r6elle t d6- 
finie par: 

1 
~k (t) = - n Z ~  =1 ufs (x  + t (Xo - x)) .  

Le minimum est atteint pour  t = 0, la d6riv6e est eroissante entre 0 et 1, et pour 
1 

t = l  elle vaut - - - ~ ' = 1  u; j (xo) (Xo-X) .  On a done, en utilisant le lemme 2: 
/,/ 

C1][X-Xo[] ~ <- ~ ( 1 ) - $ ( 0 )  = f l~  $ ' ( t )  dt  <= I~'(1)l 

1--p 
1 n t 

<-- n Z ~ =  1 Ui~(Xo) IIX--XoI[ <__-- Cn ~ [[X--Xo[ 1 

d'ofi 
1 

fcF  1-p n~p(q -1)  I[ X -  Xoll t G ) 
Par ailleurs: 

gl]o.p. (X1 ion) . . . . .  X, (o~))- x011 = fo l  [[o.p. (X1 (~o), ..., X, (co))- Xol[ dP (o~) 

1 

+ f ~  t[o.p.(X1 (~o) . . . . .  x.(co))-Xol lde(co)  = --[c|q---~ 
1 - p  1 - p  

< n 2p(q-1) + 2dn ~1, 
* t C 1 ] 

K p - 1  
<- - -  a v e c  y = - -  
- -  n ~ 2p 

ce qui d6montre le th6or6me. 

Remarque.  Ce th6or6me signifie que pour calculer un optimum de Pareto pour  
les fonctions ul . . . . .  uN, il suffit, approximativement, de le calculer pour n d'entre elles, 
et, mieux, la plupart des choix de n 616ments parmi les N donneront un bon r&ultat. 

Nous n'avons consid6r6 ici, par  souci de simplicit6, que des familles finies de 
fonctions d'utilit6. On peut envisager une 6tude semblable avec des familles infinies, 
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en ajoutant des hypoth6ses, destin6es ~t assurer l'existence d'optima de Pareto, et 
rendre les calculs pr6e6dents possibles. Par exemple, on renforcera l'hypoth6se d) 
en supposant la famille uniform6ment 6qui-concave sur les born6s (le hombre 6 est 
le m~me pour toutes les fonctions). Pour le eas particulier des points minimaux, les 
techniques ont 6t6 d6velopp6es dans [3], ce qui permet d'obtenir les 6nonc6s suivants, 
dont les d6monstrations sont, pour l'essentiel, analogues ~t celles qui pr6c6dent. 

Lemme 4. Soit  E rdflexif, lisse et strictement convexe. Soi t  M un compact de la 

boule unitd de E, x un point minimal pour M ,  p u n  rdel avec l < p  < 0% # la mesure 

reprgsen tant x:  cp~ (z) = f Iiz - m II Pdp (m) prend son minimum en x. Notons 4,, la f o rme  

lingaire de norme 1 qui norme x - m .  On a: 

f ] [x--ml]  p- l~md#(m) : 0. 

Si ml . . . .  , m, sont des points donn6s, et n fix6 on note minq (ml, ..., m,) le point 
1 

qui minimise --~; ]lz--mk]l q. 
n 

Th~or~me 2. Soit  E un espace lisse et uniform~ment convexe avec 6 (5)>=C1~ q. 

II existe une constante K et un n o m b r e ?  >0  tels que, pour tout compact M de la boule 

uni t~, pour tout point  Xo minimal par rapport geM, pour toute suite X~ , ..., X ,  . . . .  de varia- 

bles indgpendantes d~finies sur (s P )  d valeurs dans M avec Xk(P)=/ to  VK, (/to est la 

mesure reprgsentant x ) ,  on ait, pour tout n: 

K (x~ E[lmin~ , ..., X,)-x0l[ ~ n~. 

Remarque. Les hypoth6ses fi ~C5 ~ dans les th6or6mes pr6c6dents ne sont pas 
essentielles et ne servent qu'h simplifier les calculs et la pr6sentation du r6sultat. 

3. Taille d'un e-net dans l'cnsemble des points minimaux d'un compact 

Soit M un compact contenu dans la boule unit6 d'un espace de Banaeh unifor- 
m6ment convexe E, et N(e) la fonction qui donne la taille d'un e-net dans M (c'est-~t- 
dire la nombre minimum de points qu'il faut pour que les boules de rayon 5 qui y 
sont centr6es recouvrent M). Notre but dans ce paragraphe est d'estimer la fonction 

N'(e) correspondante pour min M (on sait que min M est compact au vu de [3], 
w 2, th. 3). Nous obtiendrons deux estimations diff6rentes par deux proc6d6s dif- 
f6rents, l 'une ou l'autre 6tant la meilleure suivant les cas. 

Nous supposerons, pous simplifier les caleuls, que le module de eonvexit6 de E 
satisfait/t 6(5)=>KsP(p=>2), mais des estimations semblables penvent ~tre obtenues 
clans le cas g6n6ral. 
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Lemme 1. Soient ml,  ..., m u les points d'un e-net dans M, # une probabilitd 
port& par M. 1l existe des coefficients cq, ..., coN, positifs et de somme 1, tels que, si l'on 
pose: 

~(z)  = f llz-mIIP d~(m), q,(z) = Z[=l~kl lz - -mkl f  , 

on ait, pour tout point z de norme au plus ~gale & 2: 

Ir <= 39-1vs. 

DJmonstration. Soient Bt, ..., Bs les boules ferm6es de centre ml,  ..., mN et de 

rayon e qui recouvrent M. Soient C1 = Bx, C2 = B 2 -  C1... Ck =Bk --(C1 U ... U CK-1) . . . .  
..., Cu=BN--(C1 U.. .  U CN-O. Soit Pk la restriction de # h Ck et C~k=P(Ck). On a 
6videmment ~k~0 et ~IN~k=I.  Par ailleurs, si mECk et llzi]<-2, on a: 

I l l z -ml lp - I [ z -mg l f l  <- 3,-1pc 
et donc 

Z N I f  IIz-  roll p d ~ ( m ) - Z f f . 1  ~kllz--mkll p] = k=l fc  (llz-- mllP--IIz - mkll p) d#(m)] 
<- 3P-l pe 

ce qui prouve le lemme. 

Leinme 2. Soient t~1 et 1~2 deux probabilitJs sur M,  ~1 et t~  les fonctions corres- 
pondantes, xl  et 12 les points o i  elles prennent leurs minimums respectifs. S i  pour tout 
z avec Ilzll<-2 on a: 

10x(z)-O~(z)l<-~, alors Ilxx-xdl ~ -  �9 

Odmonstration. On a en effet I ~ ( x 0 - ~ ( x 0 1 < - e ,  [~l(x~)-r (le 
minimum est en effet atteint en un point de norme au plus 6gale ~t 2), et en outre 

ffl(xl)<-~kl(x2), ff2(x~)<-r On en d6duit ~l(x2)<-r et 
donc ~,2(x0-~<-~1(x0<-~1(x~)<-r Donc [ipj(x2)--~2(Xl)[<--e. Comme 
I ~ ( x l ) - r  on  a 

]r <- 25. 

Mais on sait que, pour  tout z avec Ilzll <-2 ([3], chap. 2, lemme 2 bis): 

~l(Z) --> ~ ( x O +  Kl lx , - z l l  p, 

d'ofi l 'on d6duit le r6sultat annonc6. 
Nous adopterons la notation suivante: /3(N, ~) d~signe la taille d'un z-net dans 

l'ensemble S~ = {(~1 . . . . .  ~u), ~k_-->0, . ~  ~k = 1}, muni de la norme l 1. Une estimation 
2n! 

6vidente de fl(N, e) est 13(N, e ) < - ~ .  gn 
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Soient maintenant y un point minimal par rappor t / t  M, ~ :~0 donn6, ma . . . . .  m N 
un ~-net dans M. Soit # la mesure qui repr6sente y, en ce sens que O ( z ) = f  [Iz-ml[ p 
dp (m) prend son minimum en y. Soient e~ . . . . .  eN les coefficients donn6s par le lemme 1 : 
si r p ( z ) = ~  ctgllz--mklt p, I@(z)--tp(z)[<=3P-Xpe si [Izll<=2. Soit x le point minimal 
associ6 ~t tp. Soient ( ~ ,  ..., e~), i=1  . . . .  , f l (N,e) ,  des coefficients formant un 
fl(N, e) net dans 6N" Pour  un certain i0, on a ~ f  10c~--@[<=e. Si ~oi0 est la fonction 
associ6e aux coefficients (@), on a, si I1zll <=2, 

et donc 
I~o(z)-%(z)!  <= 3"~ 

[O(z)-qho(Z)[ <= (p3p-l+3p)e = 3p-J(p+3)e.  

I] r6sulte alors du lemme 2, ques i  x~0 est le point minimal associ6 ~t qho, 

]]y-X~oll ~ (2"3P-~(P+ 3)e) 

et donc, si l 'on pose e " - 2 "  3P-~(P+ 3)~, on a d6montr6 que tout point minimal par 
K 

rapport  ~t M se trouvait it distance au plus e '~/~ d'un des points x~; il en r6sulte pour 
la taille d'un e-net dans rain M l'estimation: 

N '  (e) ~ fl [N(e'P), e'P]. 

Nous allons maintenant donner une autre estimation de N'(c),  en utilisant le 
th6or~me d'approximation des points minimaux qui a 616 d~montr6 dans le paIa- 
graphe precedent. Un corollaire de ce tMor~me est le suivant: 

Soit E un espace de Banach uniform6ment convexe; il existe un nombre 7 <- 1/2 
et une constante C tels que, pour tout M compact de la boule unit6, tout y minimal 
par rapport ~t M, tout n~N, il existe n points xl . . . . .  x,  de M, et un point x minimal 

C 
par rapport  ~ {xl . . . .  , x,} avec LIx-yN <---.  

Soient donc y minimal pour  M, e > 0  donn6, rna . . . .  , m s un e-net dans M, 
~ ,  ..., a N les coefficients donn6s par le lemme 1, x le point minimal correspondant. 

C 
Choisissons n pour que --<=e,n ~ et soient mq, ..., mi, les points donn6s par le tMor6me 

d'approximation: il existe un point x0 minimal pour  {mq . . . . .  m,,} avec llX-Xoll <-~, 
et donc flx0-yl[ <-2e. A son tour, le point x0 pcut-~tre approxim~ par un point x~, 
associ6 h une fonction ~o~(z)=~2=i ~ollz-rn~ll p dont les coefficients sont pris dans 

K 
un ensemble (e~) formant un -~-e net dans l'ensemble S N, avec llx-x;ll-<3e. 
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On a done Ily-Xo{ [ ~5e. Comme il-y-a au plus C~ points Xo et, pour chacun 

d'eux,  au  plus fl n, ~ ev poin ts  Xo, on obt ient  l ' es t imat ion:  

N'(e) <= C n, -T " 

Dans  le cas d ' u n  compact  M form6 de N points ,  on vrrifie a i s rment  que la pre- 

miere est imation est la meilleure si N e s t  fix6 e t e  varie;  par  contre,  c 'est la seconde si 

est fix6 et N varie. 
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