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Abstract 

Given a dosed positive current T on a bounded Runge open subset f2 of  C", 
we study sufficient conditions for the existence of a global extension of  T to C ~. 
When Thas  a sufficiently low density, we show that the extension is possible and that 
there is no propagation of  singularities, i.e. T may be extended by a closed positive 
C~~ outside ~. Conversely, using recent results of  H. Skoda and H. E1 Mir, 
we give examples of non extendable currents showing that the above sufficient con- 
ditions are optimal in bidegree (1, 1). 

O. Introduction 

Dans ce travail, nous nous int~ressons au probl~me de l'existence de prolonge- 
ments globaux d'un courant positif ferm6 d6fini sur un ouvert relativement compact 
de C". 

Soit T u n  courant positif ferm6 de bidimension (p,p) (i.e. de bidegr6 (q, q) avec 
p+q=n)  sur un ouvert t 2 c C  n. D'apr6s un th6or6me de Y - T  SIU [5], les en- 
sembles E c = { z ~ ;  v(T,z)=>c>0} associ6s aux hombres de Lelong v(T; z) sont 
des sous-ensembles analytiques de ft. Les ensembles E~ propagent doric les <~ singu- 
larit6s ~> de T, et apparaissent comme une obstruction au prolongement global du 
courant T (du moins lorsque les Ec ne s'6tendent pas eux-m~mes ~t C" tout entier). 

Nous cherchons ici des conditions suffisantes simples, exprimant que la densit6 
de T n'est pas trop grande, pour que le prolongement soit possible. On mesure pour 
cela la densit~ des masses de T en posant 

i 
= -~ O-O[zl ~, 

= mesure trace de T = 1 ]~p ̂  T, r 

(z, r) = o ( , ( z ,  
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pour tout 

(1) 

avec B ( z , r ) = { ~ E C " ;  [~--zl<r} et zEf2,={~ECn; d(~,Cf2)>r }. Nous drmon- 
trons alors lea rrsultats suivants: 

Th~orbme 1. Soit  f 2 c c C  n un ouvert de Runge, et T u n  courant pos i t i f  ferm~ sur 

P dont la classe de cohomologie eat nulle. On suppose que lea masses a(z, r) vdrifient 

e>0  et tout compact K c O ,  la condition suivante: 

f~ o-(z, r) z~sup o r2,_ 1 dr < + 0o si T e s t  de bidegr~ (1, 1); 

(2) f ~  sup o-(z, r) 1/~ dr < + ~o en bidegrg (q, q), 1 < q < n. 
0 zCK rn 

Alors, pour tous rods f i>t />0,  il existe un courant 0>=0 f e rmd  sur C ~ qui 

coincide avec T sur f2n et de classe C ~ en dehors de O n. 

Un rrsultat classique de P. LELONG [4] affirme que a(z, r ) r  -2p est fonction 
croissante de r lorsque Tes t  de bidimension (p, p). On a donc toujours une estima- 
tion de la forme supzcK a(z, r ) : O ( r 2 P ) ,  qui correspond typiquement au cas d'un 
courant d'intrgration sur un sous-ensemble analytique de dim c : p .  Un tel courant 
est bien stir en grnrral non prolongeable. Les conditions (1) et (2) imposent aux 
masses a(z, r) une croissance beaucoup plus restrictive, comme le montrent lea impli- 
cations 6videntes 

sup a(z ,  r) = O(r2"-2+ 9 =~ (2) =~ (1) :=* ( g z E f 2 ) a ( z ,  r) = o ( r 2 n - 2 ) .  
zEK 

Du thdor6me 1 d6coule l'existence de majorants globaux pour un courant ddfini 
sur un ouvert d'une vari&6 de Stein et ayant une densit6 suffisamment faible. 

Corollaire 2. Soit  T u n  courant posi t i f  ferm~ d~fini sur un ouvert s d'une varigtd 

de Stein X. On suppose que T vdrifie la condition (1) (reap. (2)) relativement ~ des ouverts 

de cartes [2j recouvrant [2. Alors pour tout ouvert o 2 c c s  il existe un courant 69 >=0 

ferm~ aur X,  de classe C ~ au voisinage de X -  s et tel que T<= 69 sur 09. 

Pour ddmontrer ces rdsultats dans le cas gdndral (2), on construit/t  l'aide d'un 

noyau un potentiel V tel que i~-~V=T modulo C~(~a). On vdrifie alors que V 

peut se prolonger de sorte que la partie ~ 0  de DOVreste born6e. Dans le cas 616men- 
tairc off T est de bidegr6 (1, 1), la condition (1) signifie simplement que Vest  une 
fonction plurisousharmonique localement born6e. Le th6or6me 3 ci-dessous montre 
que la condition (1) est ddj~t optimale pour assurer la validit6 du corollaire 2. 

Th~or~me 3, Soient  wcc f2  deux boules concentriques dana C ~. S i  p = n - 1 ,  
on se donne une fonction mesurable ? >0  dOfinie sur ]0, 1] telle que 

(3) f~ 7(r) dr = + oo 
, g o  r 



Propagation des singularit6s des courants positifs fermds 37 

et vdrifiant l 'hypothkse technique suivante: 

y(t)  
(4) ~ A >  1 t e lque  s u p - - < A :  

,<At y (r) 

Alors il existe un courant T ~ O  f e rmd  de bidimension (p, p) sur f2, dont les masses 
a ( z , r )  admettent pour tout e>0,  tout compact K c f 2 ~  et tout rE]0, e[ l'esti- 

marion: 

(5) sup or(z, r) = C?(r)r 2"-~ si p = n -  1, 
z E K  

(6) supa(z , r )<= Cr "+~-1 si O < p < n - 1  
z ~ K  

avec C = C ( K ,  5)>0, et ayant de plus Ies proprigtOs ci-dessous: 

(7) T e s t  de masse euclidienne infinie dans f2; 
(8) tout courant pos i t i f  fermO 0 ddfini sur f2 et tel que 6)>= T sur o9 vgrifie 0 >= T 

sur f2 (en particulier 0 ne se prolonge h aucun voisinage de ~).  

L'estimation (5) est valable en particulier avec les poids 

1 1 
? ( r ) - -  2 ' T ( r ) =  3 "  

L o g - -  Log Log Log r 
F 

pour lesquels les conditions (3) et (4) sont trivialement v6rifi6es. 
Le courant T du th6or~me 3 est obtenu en sommant les courants d'int6gration 

sur les fibres d'un morphisme analytique G: f2~C "-p le long d'un ensemble plu- 
ripolaire complet contenu dans une sous-vari6t6 totalement r6elle M ~ C  "-p. On 
v6rifie alors que le courant O doit n6cessairement se propager de o)/t t2 le long des 
fibres de G, ce qui donne (8). La ddmonstration utilise essentiellement trois ingr6di- 
ents: les deux premiers sont des thdor6mes de structure pour les courants positifs 
ferm6s, d6montr6s respectivement dans la Th~se d'EL M IR  [3] et dans [1] ; le troisi~me 
est l'existence de sous-vari6t6s totalement r~elles de dimension n - 1  dans C" qui 
soient des ensembles pluripolaires complets ( D I E D E R I C H - - F O R N A E S S  [2]; 
voir aussi w 5). 

Les conditions suffisante (2) et non suffisante (6) restent ndanmoins 61oign6es 
l'une de l'autre. Ainsi l'laypoth~se (2), qui est ind6pendante dep,  devrait logiquement 
pouvoir ~tre remplac6e par une hypoth6se d'autant plus faible que la dimension p du 
courant est plus petite. Compte tenu de (1), (5) et (6), il parait raisonnable de conjec- 
turer qu'une condition suffisante d'existence de prolongements globaux du courant T 
soit la condition de finitude 

(2') s u p / ~  d(z ,  r) d r - < + ~ .  
z C K  d 0 F n + p  

L'estimation (6) montre en tout casque  l'exposant n + p  ne peut ~tre choisi plus petit. 
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1. Prolongement des courants de bidegr6 (1, 1) 

I1 s'agit de prouver la partie (I) du th6or6me 1. Soit T u n  eourant ->0 ferm6 de 
bidegr6 (1, 1) sur [2. D'apr6s les hypoth6ses, T poss6de un potentiel V qui est une 

fonction plurisousharmonique (en abr6g6 p.s.h.) dans Q; on a donc iO-OV=T. La 
formule de Lelong--Jensen s'6crit pour tout point z6(2+: 

~(~, ~) 
(~ dr : C[2(V, z, e)--V(z)] r2n-1 

avec une constante C > 0 ;  ici 2(V, z, e) d6signe la moyenne de V sur la sph6re de 
centre z et de rayon e. I1 est bien connu que la fonction z,--,.2(V, z, e) est continue 
sur f2+ (ceci resulte de la formule de Stokes et du fait que dV est ~t coefficients L~o~). 
L'hypoth6se (1) 6quivaut donc ~ dire que Vest localement born6e sur ~2. 

Chaque ouvert ~2 a est de Runge dans [2, donc aussi dans C". Par suite, il existe 
unefonctionp.s.h.  ~bEC~(C ") telleque 0 ~ - 1  sur ~ ,  ~b_->l sur CQ,. Puisque v 
est Iocalement born6e, on peut choisir un entiet N > 0  tel que 

{ NN~<:V sur ~a, 
> V  sur ~,-0,. 

On pose alors: 

i =  V sur ~ ,  
sup (V, N~) sur ~2,--(2~. 
N~ sur C~.. 

Dans ces conditions, il est clair que U est p.s.h, dans C" et que le courant O =iO-OU 
r6pond ~ la question. 

2. Construction de potentiels globaux dans C n, n ~ 2  

Soit T u n  courant de bidegr6 (q, q), q=>l, dans un ouvert (2ccC". Pour tous 
6>~/>0 fixds, on choisit une fonction x~C=(C"), 0<=X<_-I, X:-I 
~ ,  Z a support dans (2,. On associe & T l e  potentiel 

V(z) = f ~ c ~  [), z(C", 

/~"-l(z- 0 
o~ K(z, 0 = - c ,  , et off (avec un ls abus de notation) 

au voisinage de 

i 
B(z - 0 = :- aalz - [I ~. 

2 
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Le noyau K est donc de bidegr6 total ( n -  1, n -  1) en (z, ~), et V est de bidegr~ 
( q - 1 ,  q - 1 )  en z. La constante c, >0  est choisie ici de sorte que 

iO-OK=[A]=courant d'int~gration sur la diagonale de C"XC". 
Plus g~n~ralement, etant donn6 une fonction q~EC~176 ") it support dans f2~, 

0_<- ~p _<- l, et une fonction e: ]0, § 1] croissante de classe C% on associe 
T la ( q - l ,  q - l ) - fo rme  d6finie sur C": 

avec 

et 

vo, Az) = f q,'(r r(O A Ko (~, ~), 

KAz, r =-g([z-~lg~"-~(z-O,  

= ~ (u) du 
O(t) = f +  

l,t n ~ t 

Lemme 2,1. Le noyau Ko est d coefficients L~o~(C"XC") et 

e ' ( I z - ; I  ~) iOOKe='(n-Dc.e(O+) [A]-t ]z-C] 2" iOlZ--CI2AOIz--CI2A~"-I" 

En particulier iO-OK o est un (n, n)-courant positif  sur C"• 

D~monstration. Les coefficients de KQ sont des multiples constants de O(Iz-[12), 
et par hypothbse 

f + ~ d u  1 
0 <= O(t) <=at u" = (n--1)t  n-1 

donc KQEL~o~(C"• c~ C = ( C " •  Si e =  0(0+) est une constante on obtient 

e ( 0 + )  
K o -  K, par suite 

(n-- 1)c, 

~0~/r - ~(0+)  
(n-- 1) c, [A]. 

En g6n4ral, quitte a remplacer O par Q--e(0+) et aprbs translation et r4gularisation, 

oi} peut supposer que O = 0 au voisinage de 0. Calculons alors le i3-0 par rapport 
la variable x = z -  ~. I1 vient: 

iO-O(O(]xl2)fl "-1 (x)) = 20' (]x]e)]~" + 0"(111 ~) i01xl ~ A 0Ix[  2 A/P-1 

, ,x,- [ '-~-'"~ O'('xl2) + O"(Ixlg) iOIXI~ AO'x'~ A ~"--' 

= lx l~ . - .o l - ,  ,, 
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off dans la deuxi~me ligne on a utilis6 lYgalit6 

ialx?^~lx?^~,_ 1 = 2 ixl=/~, 
n 

et dans la troisi+me la d~finition explicite de ~. | 

Une d~rivation sous le signe f montre que 

ia~V(z) = f z(r ~(r ^ ia=~ K(z, O. 

Les d6rivations partielles O=, O~, O=, O~ sont reli6es aux op6rateurs O, 0 sur C"XC" 

par les formules 6videntes Par suite 

Compte tenu de l'hypoth6se dT=O et de la formule iO-OK=[A], on obtient apr~s 
integration par parties: 

iO-~v = z T +  f iOz (0  ^ r ( 0  ^ aK(~, r  (r ^ T(r ^ OK(~, r 

+ f ioaz(o ^ r(r ^ K(z, O. 
On a de m~me: 

iO'OVQ, ~, = f q)= (~) T({) ^ iOOK~ (z, ~) + f 2i~o&o (~) ̂  T(~) ^ OK~ (z, ~) 

- f 2iq)'O~o (r ^ T(r ^ OKQ(z, r 

+ f iOa~o ~(0 ^ T(r ^ K~ (z, O. 

Comme on le verra au w 3, l'existence d'un prolongement global du courant T rdsulte 
du fait que, sous l'hypothese (2) et avec un choix convenable de 0, le (q, q)-courant 

ia-O(V+VQ,~)--)~T est =>0 modulo des formes ~ coefficients bornds. 

Lemme 2.2. On suppose que les fonctions Z, ~o et 0 vdrifient les hypoth&es techni- 
quea suivantes: 

(2.1) X est a support dans f2,s, X = 1 au voisinage de ~ ;  

(2.2) ~o est a support dana f2~-~a, q~ = 1 au voisinage du support de OX ; 

1 
(2.3) 0 =< Q(t) ~ 1 et 0 < O'(t) <= t pour tout t > O. 

Alors il existe une (1, 1)-forrne ~>-_0 de classe C ~ a support dans ~ , - ~ a  telle 
que 

ia-&v+ v~.~) >- Z(z)T(z)- I(z) 
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avec 

J(z) = f = (0 ^ r(z) A fin - 1  ( Z  - -  r 
Iz-~l~"0'(Iz-~I0" 

Ddmonstration. On utilise l'in~galit6 de Cauchy--Schwarz pour minorer les ter- 
mes crois& dans l'expression de iO-OVo, ~ (deuxiBme et troisi~me int~grales, qui sont 
conjugu~es). On a par d6finition de Ko et ~: 

2io, O~o(~)AT(~)AOK e -- ~ 2t~oOq)(~)AOIZ--~l Aft AT(~), 

Re 2i{o0~o (0 ^ r(0  ^SKo 

(2.4) ~ - 4  @ 
~'(Iz-(Iz) Olz-([2 A v~lz-(I ~ 

lz- ~1 ~" A f l " -~  A r(O 

--4i63(P(~)A0(p(~)A iz_~[~.e, fln-' A T(t). 

1 
Le lemme 2.1 montre que le terme (2.4) est minord par --g-rp2(0T(O A iO"OK o. 

Ceci entraine 

(2.5) iaSvo,~ ~ l f ~ ( 0 r ( 0  A ia~K~ 

+f(ioJ{o~'Ko-SiOq~,,5~OA ~ fin-l) A T(~). 

La derni~re int6grale admet bien une minoration du type l(z) puisque ~-<_1 et 

K~=O(. ~ 1 l z _ ~ f f _ 2 ) = O {  ) d'apr6s l'hypoth6se (2.3). I1 en est vi- 
)z -  ~?"~'(j~- ~l_b 

siblement de marne pour l'int6grale f iOOz(O A T(O A K(z, 0 dans le d6veloppe- 
ment de iO-OV. I1 nous reste maintenant ~t estimer les termes ,,croisds". iOOV. 

D'apr~s l'hypothbse (2.2), l'6galit6 -OK=(n-1)c, ~ l z -  (1~ A fl"-a et le lemme 2.1 il I~- ~I ~" 
vient 

(2.6) Re [0Z(0 ^ T(0 A-0K(z, 0] 

C 
--> 41 q}2(~)T(~) AiO-~K ~ Iz--r iOZ(~)A~Z(~)AT(~)A[~n_I. 

Le lemme 2.2 s'obtient alors en combinant la formule d6velopp6e de iO'OV et les in6- 
galit6s (2.5), (2.6). II 

Le lemme suivant vanous permettre de choisir la fonction ~ de maniBre ~ mini- 
miser le terme d'erreur I(z) dans le lemme 2.2. 

d'ofi 
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Lemme 2.3. Sous l'hypothkse (2) du thdordme 1, on peut trouver une fonction 
Q~C=(]0, + ~[) vdrifiant la condition (2.3) et telle que l'intdgrale l(z) soit une forme 
coefficients borngs. 

Ddmonstration. l(z) est de classe C = pour z~Supp ~ c c f 2 , .  I1 suffit donc de 
majorer l(z) lorsque z d6crit un compact K c  12n. Un calcul de l(z) en coordonn6es 
polaires d'origine z montre que 

( O d a ( z ' r ) ) ( r 2 )  r=n, (2.7) [lI(z)l[ c  +f0" 

off dans le membre de droite figure l'int6grale de Stieltjes de la fonction continue 
gauche r~-~a(z, r). Posons a(r)=sup~era(z ,r) ,  O<r<=r/. L'hypoth6se (2) s'6crit 
alors 

a(r)l/2 
r. dr < + oo. 

I1 existe donc une fonction croissante 5: ]0, +~o[~]0, +o~[ de classe C ~176 
telle que 5_->a au voisinage de 0 et v6rifiant 

f + ~  5(r) 1/2 1 
(2.8) r" dr <- - - .  .Io n--1 
On d6finit 

1 
I1 est clair que O_ <- O 

n--1 

5 (01/2 dt 
Q (rZ) = f o  t" 

<=1, et d'apr6s (2.8) on a: 

I'+ ~ d t  < 1 
5 (r) in 

3 ,  t" n -  1 ' d'ofi 5 (r) 1/2 < r"-I  et 

t~ (r) 1/2 1 
(2.9) Q'(r ~) -- 2 r . r  ~ ~_ 2r 2. 

L'hypoth6se (2.3) est donc bien satisfaite. En combinant (2.7) et l'@alitd (2.9) il 
vient 

( .] JJI(z)JI <-_ c 1+2f~ ~(r) l/Zrn-l J" 

( a ( z , d a ( z ' r ) r )  ~/2r"-1)1 I[I(z)ll -<- C" l+f0"  

_<- C ' [1  + 2 a(z' tl)l/~ + (2n - 2) f : a(z' r)1/2 dr] 
~n --1 r n 

apr6s int6gration par parties sur l'intervalle [q0, q] quand % tend vers 0. Par hypo- 
th6se la derni6re ligne est bien une fonction born6e de z. | 
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3. Prolongement  des eourants de bidegr~ (q, q), 1 < q < n 

Nous allons maintenant d~montrer le tMor6me 1, en reprenant les notations du 
paragraphe 2. L'ouvert f2 c c  C" est ici suppos6 de Runge. Soient I2~ c c  I2, c c 12v c c 
12,, ~ > ~ > v > t / ,  off f2v est un voisinage de ~ sur lequel X -1  et ~0-0. Par con- 
struction V et VQ,~ sont de classe C = au voisinage de C~,  I2, et 

ia~(v+v~,~) = r modulo  C ~ ( ~ 3 .  

De plus, la classe de cohomologie de T sur I2 est suppos~e nulle. I1 existe donc une 
( q - l , q - 1 ) - f o r m e  WEC~(f2~) telle que 

T=iO-O(V+V~,,o+W ) sur f2v. 

Soit 2 une fonction de classe C ~~ ~t support dans f2,, 2=1  sur f2~. Le courant 

coincide avec T sur f2,, O~ est de classe C ~~ au voisinage de C"\f2~, et d'apr6s les 
lemmes 2.2 et 2.3, O~>-_zT modulo des formes born6es sur f2, \O~.  Comme f2, 
est un ouvert de Runge dans C", il existe une fonction p.s.h. ~=>0 de classe C ~, 
exhaustive, ~-~0 sur I2~, ~ strictement p.s.h, en tout point de C" \ f2 , .  On peut 
alors choisir une fonction convexe croissante pCcg~(R) telle que le courant 

0 ~- 01-~ (iO0#oO)q 
soit >=0 sur C ~ tout entier. O coincide avec T sur ~2~ et r6pond donc ~ la ques- 
tion. II 

Le corollaire 2 est une cons6quence presque immOdiate du th6or6me 11 Supposons 
en effet T d6fini sur un ouvert ~2 d'une vari&6 de Stein X, et soit o )cc~2.  I1 existe 
un recouvrement fini de N par des ouverts g2~, g2~ . . . . .  ~2Nccf2 et des applications 
Fj: X-~C ~ telles que Fj soit un isomorphisme de f2 i sur la boule unit6 B c C  ~. 
Soit Tj l 'unique courant sur B d6fini par T =  F* Tj sur Oj. Choisissons des r6els 
5> t />O tels que 

c~ c Q/ FTx((1--f)B)c~f2j.  
I~_j~N 

Le th6or6me 1 nous donne des courants iO-OWg~O d6finis sur C ~, qui coincident 
avec Tg sur (1 --6)B, et dont le potentiel W~ est de classe C ~ en dehors de (I -~/)B. 
Soit ~0g une fonction de classe C ~ sur X, ~ support dans ~g, telle que q~j--- 1 au voisi- 

nage de F)-~((1-~)B)r~f2g. Le courant iO-O(q)~F~.Wj) coincide avec T sur 
F}-~((1 --6)B) c~ ~2g et il est positif modulo des formes de classe C ~. On peut donc 
trouver une fonction 0 strictement p.s.h, de classe C ~ telle que le courant 

0 = (iO0~) q + zN=I iO0 (@j F;  Wj) 
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soit ~ 0  sur X e t  O>=T sur co. On observe enfin que O coincide avec (iO-O~b) q au 
voisinage de X - f 2 .  Le corollaire 2 est donc d6montr6 I 

La d6monstration du th6or6me 1 s'applique aussl au cas des vari6t6s de Stein, 
~t condition de remplacer les noyaux K et K o de C" par des noyaux analogues ayant 
les m~mes types de singularit6s. On obtient alors l'6nonc6 g6n6ral suivant: 

Th6or~me 3.1. Soit f2 un ouvert de Runge dans une varidt6 de Stein X, et T u n  

courant posi t i f  f ermk sur f2. On suppose que la classe de cohomologie de T e s t  la restric- 
tion gt f2 d'une classe de cohomologie de X et que T v~rifie la condition (I) (resp. (2)) 
dans toute carte locale sur f2. Alors pour tout couple d'ouverts de Runge f2~cc  f2~cc  f2 
il existe un courant 0 >=0 fermd sur X qui cofncide avec T sur f2~ et de classe C ~ 
sur f~-~2. 

4. Construction de courants non prolongeables de faible densit~ 

La d6monstration du th~or6me 3 que nous allons donner fait appel/t deux th6o- 
r6mes de structure pour les courants positifs ferm6s, obtenus rdcemment par H. EL 
MIR [3] et J. P. DEMAILLY [1]. 

Soient X une vari6t6 analytique complexe de dimension n, O un courant positif 
ferm6 de bidimension (p ,p)  sur X. Rappelons qu'un ensemble A c X  est dit pluri- 

polaire (resp. pluripolaire complet) s'il existe une fonction u p.s.h, sur X telle que 
A c u - l ( - ~ o )  (resp. A=u-~( -~o) ) .  Si Y est un sous-ensemble analytique ferm6 de 
dimension pure de X, nous d6signons par [Y] le courant d'intdgration sur Y. 

Th6or6me 4.1. ([3]; cf. aussi SKODA [6]). Soit A un ensemblefermdpluripolaire 

complet dans X, 1~ sa fonction caractdristique. Alors le courant posi t i f  l a �9 0 est fermd. 

Th6or6me 4.2. [1]. Soit S une sous-varidtd rdelle fermde de classe C 1 de X, munie 
d'une submersion a: S ~ M  sur une varidtd C 1, dol t  les fibres F t = a - l ( t ) ,  tEM, 
sont des sousovaridtds complexes connexes de dimension p. On suppose que l'espace 

tangent T S  est totalement rdel dans les directions normales aux fibres[i.e. ( TS  • iTS)IF, = 
TFt]. Alors si le support de 0 est contenu clans S, il existe une unique mesure # sur 
M,  positive, telle que 

o = f , ~  ~ [F,] d~ (t) 

[i.e. (O, v)= f tc~ t dtt(t) f v, v pour toute (p, p)-forme v continue gl support compact 
dans X]. 

Nous aurons besoin ~galement du lemme 616mentaire qui suit: 
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Lemme 4.3. Soient o ) c c  f2 deux bottles concentriques dans C". Pour tout entier 
p = l ,  2 . . . .  , n - 1  il existe une submersion holomorphe G: f2~C " - p e t  un ouvert 
V c C  "-p tels que les propridtds suivantes soient vdrifides quel que soit tE V: 

(4.1) la fibre G-a(t)  est une sous-varigtd connexe de dimp;  

(4.2) G - l ( t )  c~o9r 

(4.3) G-~(t)  est de volume euch'dien infini. 

Le lemme est vrai pour des ouverts beaucoup plus g6n6raux que des boules (par 
exemple pour  un ouvert born6 g2 de classe C 1, avec roc~I2) ,  mais nous avons opt6 
ici pour la simplicit6 technique. 

Ddmonstration. On peut supposer que f2 est la boule de centre a=(1 ,  0, ..., 0) 
et de rayon 1. On d6finit alors 

( 1  .exp 
G(Z) = Zp+xeX p Z'---~I , . . . ,  

off e d6signe un r6el > 1 assez grand et z~ la ddtermination principale de la fonction 
e x p ( ~ L o g z l )  (noter que Re Zl>0 dans f2). Pour  t=(tp+a . . . . .  t,)EC "-p, la fibre 
G - l ( t )  est l'ensemble d6fini par les ~quations 

/ (1) 
z j ~ - t j e x p  - -~ -  , p + l  <=n, 

/ Iz1-112+ lz~12+ ... + Izp12+ Itl 2 exp - < 1 .  

Les coupes de G-~(t)  suivant les hyperplans z l=constante  sont donc des boules, 
par suite G-~(t)  est connexe si et seulement si I'ensemble plan 

{ } E~ ---- ]z l - - l l2+z  z -~-1 < 1 , z = It], 

est lui-mame connexe. Quand z d6crolt vers 0, l'ensemble E~ crok vers le disque 
D =  {Izl-11~-< 1}; il suffit donc de choisir z<r0 ,  ol] % > 0  est la plus petite valeur 

critique sur D de la fonction z ( z l ) = ( 1 - [ z l - l l 2 )  1/'~ e x p @ .  Les conditions (4.1) 

et (4.2) sont alors r6alis6es d6s que It lest  assez petit. On va maintenant montrer que 
le volume euclidien de G - l ( t )  est infini s i e  est assez grand et si It[ est > 0  assez 
petit. D'apr6s la remarque ci-dessus l'ensemble G - l ( t )  est un fibr6 en boules, ce 
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qui donne 

V o l  (G-X (t)) = 1 "q- Z ;  p +1 d~, (Z1) = ' <  
Z l f : . E  , I, = O Z l l  ] I~,) +...+I~,1 R, (**) d2 (z= , ..., e )  

gP--1 ( ~2T2 { ] ]12 ) 
- ( p - l ) !  L , [ I + ~  exp [,--~[j JRdzOP-Xd.~(Zl) 

l l 2 _ , 2 e x p ( 1 )  2 R=(zO = 1 - I z , -  -71 , E, 

oh 

Passons en coordonn~es polaires z~=re i~ I1 vient 

= {z~; R , ( ~ )  > 0}. 

r  cos oll �9 

V ~  ( p - 1 ) ! f ~ , [ l + r 2 - - ~ e x p (  ' 7 "11Rdrd~ 

CO O_S 

k r = ) 

On restreint l'int~gration au domaine A d6fini par: 

101 < - ~ - ,  r < ro = c o s s ~  s  

2cosa0]  
exp 7~ j~[r, 2r]. 

A est bien contenu dans E, quand z < - - c o s - - .  De plus, l'amplitude angulaire du 
4 2a 

Log 2 
domaine A sur le cercle [zl[=r est :> r ~, tandis que pour re~~ on a: 

2~ 

~2~ ( 2cos~0] 
1+  r~--~-~ex p - ~ ~2~2r-2~-1, 

r ~ ) 

r(2cosO--r)--v2exp(. 2c~ ' r =  ! 

avec une constante C>O. On obtient alors pour It I assez petit: 

V o l  (a-~(t)) ~ c ' ~  f2o r-'+"-~ dr. 

La condition (4.3) est donc r6alis6e d6s que a > p  (ou marne a = p  si p->2), en choi- 
sissant pour V une boule 6point6e de centre 0 et de rayon assez petit dans C" - s  II 

Nous sommes maintenant prSts pour d6montrer le tMorSme 3. Avec les nota- 
tions du lemme 4.3, soit M c  V une sous-vari6t6 totalement r6elle ferm6e et P c M  
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un ensemble pluripolaire complet ferm& On choisit une mesure #=>0 non nulle ~t 
support  compact  dans P, et on lui associe le courant de bidimension (p ,p) :  

T = free [G-l(t)]  dp(t). 

Lemme 4.4. Le courant T v~rifie les hypothOses (7) et (8) du thJorOme 3. 

D~monstration. Pnisque les fibres G-l(t) sont de volume infini, T a bien une 
masse infinie dans g2 en vertu du th6or6me de Fubini. 

Soit de plus O un courant ~ 0  ferm6 sur ~2 qui majore Tsu r  co. Le courant Tes t  
~t support  dans l 'ouvert  X=G-I(V), et c'est sur cet ouvert que nous allons appli- 
quer les th6or6mes 4.1 et 4.2. 

L'ensemble A=G-I(P) est pluripolaire complet dans X (ceci r6sulte imm6dia- 
tement des d6finitions) donc 1A �9 t9 est _->0 ferm6 dans X. Par  ailleurs, le courant 
1A �9 O est ~t support  dans la sousvari6t6 S=G-a(M) qui v6rifie toutes les hypoth6ses 
du th6or6me 4.2, d'apr6s la condition (4.1) et l 'hypoth6se que M est totalement r6elle. 

I1 existe donc une mesure v sur M telle que 

1 A . o =  ftEM[G-l(t)]dv(t ) sur X. 

Comme les fibres G-l(t) rencontrent l 'ouvert  co et comme 1 a �9 O =~ 1A �9 T =  T sur co, 
on en d6duit que v-~/~. Par  cons6quent 

O ~ l a . O ~ = T  sur g2 

et la condition (8) est satisfaite. | 

I1 nous reste ~t obtenir les estimations annonc6es pour les masses de T. Dans le 
cas p<n-1 ,  un r6sultat de D I E D E R I C H - - F O R N A E S S  [2] (red6montr6 au para- 
graphe suivant) affirme que l 'ouvert  V c  C "-p poss~de une sous-vari6t6 M totalement 
r6elle et pluripolaire complete de dimension r6elle n - p - 1 .  On choisit alors pour  # 
une mesure positive de densit6 C = et ~t support  compact  dans P=M. Les coeffici- 
ents de T sont donc des fonctions C = sur S=G-I(Q), et comme d i m a S =  
n+p-1  la condition (6) est bien v~rifi~e. 

Dans le cas p=n-1 ,  on peut supposer que l 'ouvert  V c C  contient le segment 
[0, 1]. On choisira alors pour  P u n  ensemble de Cantor  convenable et pour  vari6t6 
totalement r6elle M l 'ensemble M =  R r~ V. D'apr~s le th6or~me de Fubini, les masses 
t~(z, r) du courant  T v6rifient pour tout e>0 ,  tout compact  K c ~  et tout  rE]0, e[ 

une estimation du type: 

sup o-(z, r) ~= Cr 2"-2 s u p / t ( ] t -  Cr, t+ CrD 
zEK tER 

avec une constante C=C(K, e)>0.  L'in6galit6 (5) s 'obtient alors grace au r6sultat 
suivant, plus ou moins classique en th6orie du potentiel. 
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Lemme 4.5. Soit 7: ]0, 1] ~ R  unefonction mesurable > 0  v~rifiant les hypothkses 

(3) f !  7(r) dr = +o% et 
a o  r 

(t) 
(4) s u p - - < A ,  A > 1 .  

t < A r  ]1 ( r )  

Alors, il existe un ensemble fermd polaire (complet) P c [ 0 ,  1] et une mesure #>=0 
non nulle portOepar P telle que suPtcR p(] t - r ,  t+r[)<-C~(r), rE]0, 1], C constante 
>0.  

D~monstration. Nous proc6dons en plusieurs 6tapes simples. 
a) R~duction des hypothkses. 
Si inf~q0,n 7( r )>0,  l'ensemble P =  {0} et la mesure de Dirac # en 0 convien- 

nent. On supposera donc inf 7 ( r )=0  (=limr_.o y (r) grace ~t (4)). Quitte ~ remplacer 
A par le nombre entier A ' = [ A k ] - 2  avec kEN assez grand, on peut remplacer 
l'hypoth~se (4) par 

(4.4) sup 7(t) t<=(a+l)r ~ < A, A entier => 2. 

Posons alors [en supposant pour simplifier 7(AI--)=l]: 

rk = inf{rE]0, 1]; 7(0 >=A-k}, kEN. 
1 

I1 vient r0-<_ - 
A 

et 

1 
(4.5) rk+l <= A + I  rg pour tout kEN. 

Sinon il existerait en effet e=>0 tel que - -  
1 

A + I  
(rk+e)<rk+ 1 et 7(rk+e)>--A -k, d'ofi 

V(A---~(rg+e))  < A - l - k  <-- l v ( r k + e ) ,  

ce qui contredit (4.4). 
b) Construction de P et It. 
On consid&e l'ensemble de type Cantor 

P = {~+=~onkrk; (nk)C {0, 1 . . . . .  A-- l}  N} 

muni de la mesure/~ image de la mesure d'6quiprobabilit6 sur l'ensemble produit 
{0, 1, . . . , A - l }  N. D'apr6s (4.5) on a l'estimation 

(4.6) + = < Zk=ko nu rk = (A -- 1) rkoZ~=~176 o (A + 1)-u = (A -- 1)(A + 1) A r~~ < Arg~ 
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E n  particulier P c [ 0 ,  1] et 

/~ + ~  
(4 .7 )  ko--Xk=ko_l. 1. n k r  k > r k o + l .  

c) La mesure # vdrifie l'estimation du lemme. 
L'in6galit6 (4.7) montre que si ko est le plus petit entier pour lequel il existe 

x=~nk(x)rk,  y=~nk(y)rk dans ]t--r,t+r[ avec nko(X)<nko(y), alors: 

2r > y - x  > rko+l 9 

ce qui implique rko+l+e<--(A+l)r et 

1 
y(r) >-~y(rko+l§ ) ~ A-ko -~ 

pour  e=>O bien choisi. Le choix de ko montre d'autre part que 

ec~lt--r, t+r[ c { Z  nkrk; nk = nk(x), 0 ~= k < k0}, 

d'o• ~2(]t-r, t+r[)~A-ko~=A27(r ). 
d) Pes t  potaire complet. 
On associe ~ /~ la fonction sous-harmonique 

u(z) = f tce Log Iz-t] dp(t), 

qui est harmonique sur C - P .  I1 s'agit de montrer que u(z)=  -~o  pour zEP. On 
utilise pour cela l'6galit6 

. ( z )  = z + r D  d"  , z [0, 1]. 

Si z = ~ n k ( z ) r k E P  l'ensemble 

E = { 2 k ~  1 ,,(z)rk+Z~-2~ ~ nkrk; nk~O, 1, ..., A--1 si k > k0} 

a pour mesure A -ko et la formule (4.6) montre de plus que E c ] z - r ,  z+r[ d6s que 
r 

r>=Arko. En choisissant k0 tel que rko<=-~<rko_~ on obtient donc 

#(]z-r, z+r[) ~ A-ko >-~ T(-~), 

ce qui implique u(z) . . . .  d'apr6s (3). II 
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5. Existence de sous-vari~t6s totalement r6elles et pluripolaires completes 

L'objet de ce paragraphe est de d~montrer le r6sultat suivant: 

Th~or~me 5.1. II existe dans C" une sous-varidtd M de classe C ~, de dimension 
r~elle n - l ,  totalement r~elle et pluripolaire complete. 

Ce r6sultat a 6t6 obtenu par D I E D E R I C H - - F O R N A E S S  [2] en r~ponse fi une 
question de T. OHSAWA. Comme la d~monstration n'est explicit6e dans [2] que pour 
n = 2  et comme nous avons une m6thode plus simple et plus constructive, nous 
redonnons ici la preuve d6taill6e. 

Th~or~me 5.2. Soit (v~)kc N une suite de vecteurs de l'espace euclidien R "--1 
teIle que 

(5.1) [/)kl ~ ]Vk+l[ et 

(5.2) l imsup(x ' ,  Vk) = + ~  pour tout 0 ~ x 'ER "-1. 
k ~ + ~  

On se donne une suite A k > 0  telle que les conditions suivantes soient rdalisdes: 

(5.3) lim Log [Vk[  0, 
A~ 

(5.4) iimAk]Vkl __ O. 
Ak+l 

Alors le graphe de la fonction 

f ( x ' )  = Z+=~ exp (--Ak(1 + i(x' ,  Vk))) 

d~fini par M y =  {z=(z' ,  z,)EC"; S C R  n-x et z ,= f ( z ' ) }  est une sous-vari~tk pluripo- 
laire complkte de classe C ~. Plus prJcis~ment, il existe une fonction p.s.h, u continue 
sur C"- -My telle que M y = u - l ( - ~ o ) .  

D~monstration. Les hypoth6ses (5.1)--(5.4) impliquent 

lim,  , = - + ~  et IVkl ~ = O  exp 
Ak 

quel que soit yEN. On a donc 

Z~=~176 o (A k IVkl) v exp (--Ak) < + ~ (VvEN), 

ce qui prouve que f est de classe C ~. Posons pour tout jE N: 

Fj(z ')  = ZO<=k<=jexp(--Ak(l+i(z', Vk))), z'~C n-l, 

ui(z) = sup {--1, ~ Log lz,-- Fj(z')l 1, z = (z', z,)EC". 
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La croissance rapide de la suite (Ak) entrafne l'existence d'une constante C>O 
telle que 

]f(z')-Fj(z')] <= C e x p ( - A j + 0  pour z'CR "-1, 
donc 
(5.5) lira u j ( z ) = - i  si zCMf. j~+~ 

D'autre part pour J=>J0 assez grand il vient: 

]F~ (z')] <= C exp (Aj ]vj[ IIm z'l), 

(5.6) uj(z) < = Aj lv;I [lira z'l + L o g  (C+ Iz, l)]. 
Aj+a 

Quel que soit vCN on peut choisir grgtce ~t (5.4) un indiee j(v)>-jo tel que 

(5.7) Ajlvj] = < 2_ ~ pour j >=j(v). 
A j+l 

Considdrons dans C"--Mf la suite exhaustive de compacts 

Kv = {z = (z', z,,); lzl <-v et JImz' l+lz , - f (Rez ' ) l  =>2-~}. 

Etant donn6 un point zCK v, Im z" # 0, il existe un indice j>j(v) tel que (Ira z', vj)> 
Log 2 

1 + - - 7 7  (hypoth6se (5.2)) d'o6 ]Fj(z')--F~_l(z')l>2 et sup {uj(z), uj_l(z)}>0. 
- d 

Si zEKv et I m z ' = 0 ,  on a limj_~+=lz,-Fi(z')l=lz,-f(z')]>O, par suite 
limj_++= ui(z)=0. Par compacit6 de K~ on peut donctrouver un indice J(v) tel que 

(5.8) sup {uj(z); j(v) <--j <= J(v)} _-> --2 -~ sur Kv. 

Ceci nous permet de poser 

u(z) = ~+__~ sup {uj(z); j(v) <--j <= J(v)}. 

Les indgalit6s (5.6), (5.7) et (5.8) montrent que la sdrie prdcddente est majorde (resp. 
minor6e) sur tout compact de C" (resp. de C"-Mf)  par une sdrie g6om6trique de 
raison 1. ~-, u est donc une fonction plurisousharmonique dans C", continue sur 
C"--Mf. De plus (5.5) enraine que u ~ - ~  sur Mf. | 



52 Jean-Pierre Demailly: Propagation des singularit6s des courants positifs ferm6s 

Bibliographic 

1. DEMAILLY, J. P., Courants positifs extr~maux et conjecture de Hodge; Inv. Math. 69, (1982), 
347--374. 

2. DIEDERICH, K. and FORNAESS, J. E., Smooth, but not complex analytic pluripolar sets; Manu- 
scripta Math. 37, (1982), 121--125. 

3. EL MIR, H. ThdorOmes de prolongement des eourants positifs fermds; Th6se de Docterat d'Etat 
soutenue h l'Universit6 de Paris VI, novembre 1982; Acta Math. 153 (1984). 

4. LELONG, P., Fonetionsplurisousharmoniques etformes diff~rentiellespositives; Gordon and Breach, 
New York, et Dunod, Paris (1967). 

5. S1u, Y. T., Analyticity of  sets associated to Lelong numbers and the extension of closed positive 
currents; Inv. Math. 27, pp. 53--156 (1974). 

6. SKODA, H., Prolongement des courants positifs ferm6s de masse finie; Inv. Math. 66, pp. 361--376 
(1982). 

Received July 11, 1983 J. P. Demailly 
Laboratoire de Math6matiques Pures - -  Institut Fourier 
d6pendant de l'Universit6 Scientifique et M6dicale de Grenoble 
associ6 au C.N.R.S. 
B.P. 74 
38402 St. Martin d'H~res (France) 


