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On sait, par la monographie de Fuglede [6], qne le problbme des moments 
rdels multidimensionnel sur R p n'a pas recu de rdponse positive satisfaisante autre 
que le crit6re gdndral de Haviland [7] rappel6 ci-dessous. I I en  est 6videmment de 
m~me du probl6me des moments complexes sur C p. Toutefois rien n'emp~che de 
considdrer le probl6me des semi-groupes correspondant, d@t rdsolu pour le cas 
de la dimension rdelle un dans [8] et [4], et pour le cas d'un convexe compact de 
R p dans [2]. 

Nous offrons ici une solution compl6te du probl6me ~t la lois sur l'espace R p 
et sur l'espace C p, int&essante par le fait que la caract6risation donn6e n'est pas 
aussi simple qu'on pouvait l'espdrer par l'examen attentif des cas prdc6demment 
6voqu&. En particulier il semble impossible de l'exprimer par un hombre fini de 
conditions faisant intervenir les mon6mes 6Ementaires Xk dans le cas rdel et Zk= 
Xk+iYk dans le cas complexe. De plus, dans le cas complexe, on voit apparaitre 
l'existence de formes hermitiennes 2-homoL6nes d'un genre nouveau, qui ne sont 
pas de type positif, mais qui remplacent les formes quadratiques positives habituel- 
les de la th~orie. 

Fixons donc l'entier p=>l et l'espace R[X]=R[X~ . . . . .  Xp] des polyn6mes ~t 
p inddtermin6es. On rappelle qu'une suite e=(en), n=(na, . . . ,nv)6N p, est une 
suite de moments sur R p lorsqu'il existe une mesure positive /~ sur R p telle que 

~. = f r d~(0 = f t~l.., t;, d~(tl . . . .  , t,) 

pour tout n~N p. Pour exprimer une condition ndcessaire et suffisante pour que 
soit une suite de moments, il faut rappeler rapidement que l'espace R[X] op6re sur 
l'espace S de toutes les suites ct selon 

(1) (PcO. = z ~  Uke,,+k si P = •ukX k 

ce qui permet de ddfinir la forme bilindaire canonique 

(2) ( . ,  P) = (re)o = Z Ukek si P = Z u . X  k 
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qui met 6videmment en dualit6 l'espace R[X] identifi6 h la somme directe R ~p) 
et l'espace S identifi6 au produit R r~p. Si P e t  Q sont deux polyn6mes on a alors de 
far 6vidente les formules: 

P(Q~) = ( e a ) ~  = Q (P~) 

(3) [ (Pcq Q) = (a=, P) = <~, e o )  = (eQ~)o. 

Ceci &ant dit le crit6re suivant est classique et se d6montre par le th6or6me de 
Hahn--Banach. Pour l'6crire d6signons par ~ l'espace des suites de moments. 

Th4or6me 1 (Haviland [7]). Pour qu'une suite ~6 S soit dldment de .~)1, il faut  

et il suffit que l'on ait 

pour tout polynSme R>=O sur R p. 

I1 suit facilement de l~t, ou directement de la d6finition, que si ~, f lC~  la suite 
produit ~fl=(~n/~n) est encore 616ment de 9J/, de m~me que la suite exp (t~)= 
(etCh), t->0. Le probl~me des semi-groupes sur R p consiste ~t caract6riser routes 
les suites ~ telles que l'on air exp ( t ~ ) ~  pour tout t=>0, ce qui revient h dire 
que ~ engendre un semi-groupe de moments sur R p par exponentiation positive. 

La difficult6 de la question est li6e d'une part au f a r  que la mesure p repr6sen- 
tant ~ n'est pas unique, et d'autre part que la caract6risation du th6or~me 1 est 
distincte, d~s que p->2, de la condition que la suite ~ soit de type positif, condi- 
tion qui se traduirait par l'in6galit6 (~, P2)->0 pour tout polyn6me P, la diff6rence 
provenant de l'existence dans R[X] de polyn6mes R_->0 qui ne sont pas des som- 
mes de carr6s. Pour ces questions, et celles annexes, on pourra consulter le livre de 
Berg, Christensen et Ressel [1], dans son chapitre 6 en particulier. 

Donnons imm6diatement une condition n6cessaire. 

Proposition 1. Soit exp (t~), t>-O, un semi-groupe de moments sur R p. On a 
alors 

(~, R)  >= O 

pour tout polyn6me R>--O sur R p tel que R(1)=O. 

Preuve. I1 suffit d'6crire 

ce qui donne 
(expt~,R)_->O et (1, R ) = R ( 1 ) = O  

( l ( e x p  t~--1), R )  = > 0  

pour t>0 .  Le passage ~t la limite t~0 d6montre l'in6galit6 cherch6e. [] 

Avant d'examiner une r6ciproque, il faut pr6senter quelques pr61iminaires. 
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1. Pr~lilninaires 

Pour simplifier l'6criture raisonnons ici en fixant l'origine 0 plut6t que le point 1. 
II sufftra ensuite pour l'application de remplacer la variable X=(Xk) par X - 1  = 
(Xk-1). D6signons par ~ +  le c6ne convexe des polyn6mes R = 0  sur R p e t  tels 
que R(0)=0,  et posons ~ 0 = ~ + - ~  +. On a d6j~t la caract6risation suivante: 

OR 
Lemme 1. Pour que REdo il faut et il suffit que l'on air R(0)=0  et ~--~, (0)=0 

pour tout k = l , 2  . . . . .  p. 

Preuve. La condition est n~cessaire car un polyn6me RE~ + ne peut avoir ni 
terme constant, ni termes du premier degr6. R6ciproquement si R v6rifie la condi- 
tion, on peut le d6velopper sous la forme 

R = ..~k,z X~XIAk,~ 

avec Ak, tER[X]. Mais pour k ~ l  

de sorte qu'en d6composant Ak,  l e n  diff6rence Bk,l--Cka de deux polyn6mes posi- 
tifs ou nuls sur R p, ce qui est loisible, on voit apparaitre une d6composition R =  S -  T 
avec S, TE~ +. [] 

Pour exprimer le lemme 2 il convient d'utiliser les coordonn6es sph6riques en 
posant r = ( X ~ + . . . + X ~ )  ~/2 et X=rt9,  oh co d6crit la sph6re unit6 2; de R p. 

Lemme 2. Pour tout REdo on a, avee x=ro~, co fixd 

lim R ( x )  1 _ O~R 
r~o r 2 = Q (co) = ~ Zk.~ O~kOXt (0) oo k co t 

of~ le passage d la limite se fait  uniforrn~rnent par rapport gt r 

Preuve. I1 suffit de d6composer R en parties homogSnes pour voir que R(x)=  
rZQ(w)+O(rS), ofa le terme O(r 3) se majore uniform6ment en w. [] 

Introduisons maintenant l'espace de fonctions continues sur R p, not6 cg 0 et 
d6fini par les conditions: 

(4) 
a) f e s t  continue et il existe R E ~  + tel que Ifl--<R 

b) On a lim,,o ~ = g ( m ) '  co fix6, uniform~ment en o)EI~. 
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On associe ainsi h chaque fE C~o une fonction g continue sur la sph6re Z. Bien 
entendu ~oCC6o et si f = R  alors g = Q  d'apr6s le lemme 2. De plus, en d6si- 
gnant par ~Y'o l'espace ~ff(RP\{0}) des fonctions continues ~t support compact 
contenu dans R~,,{0}, on voit que ~oCCgo et que g = 0  si fE~ffo. 

Cela 6tant on a: 

Proposition 2. Toute forme lindaire positive Lo sur ~o se prolonge en une forme 

lindaire positive L sur ~o. 

Preuve. Elle est classique. I1 suffit d'introduire sur c~ o la fonctionnelle 

q(f) = in f  {Lo(R),  f<- R, RE~o} 

et de v6rifier que q est sous-lindaire et telle que q(R)=Lo(R)  pour RENo. D'apr~s 
Hahn--Banach il existe une forme lindaire L sur fro, prolongeant Lo, et telle que 
L( f )<=q( f ) .  Alors L est positive car si f_<-0 on a L( f )<-q( f )<-O.  [] 

Pour aller plus loin il faut expliciter, en termes de mesures, toutes les formes 
lin6aires positives L sur ego. 

Proposition 3. Pour toute forme lin~aire positive L sur ~o, il existe une mesure 
2 sur l'espace R~x,{0}, telle que f rind2< +oo pour tout entier m>-2, et une 

mesure v sur la sphkre ~, telles que l'on ait, pour toute fECgo 

L(f) = f f d2 + f g dv 
of~ gE C(Z) est la fonction associde d f par (4). 

Preuve. La restriction de L h ~o d6finit ddjh une mesure positive 2 sur RP\{0}. 
Si (q3 n) est une suite croissante dans Jlo +, telle que ~o,tl sur R~x{0}, alors 

[ f l~ .E~o et 
f [flY, d2 = t([f]qgn) ~ t ( [ f l )  

de sorte que, par limite monotone, on obtient 

(5) f If[ d2 -< Z( l f l )  

ce qui prouve que toute fECgo est ~-int6grable, et en particulier f = r  m avec m=>2. . 
Posons maintenant 

(6) M ( f )  = L( f ) - f f a~  
ce qui d6finit, d'apr6s (5), une forme lin6aire positive sur cgo. 

Remarquons maintenant classiquement que pour toute fE cg0 il existe une fonc-  
tion hECg0 telle que l'on ait h > 0  sur RP\{0} et f / h~O ~t l'infini. Si l'on choisit 
f ~ 0  telle que g=0 ,  il est alors possible de choisir h telle que f / h~O aussi quand 
I[xl[ ~0,  et si l'on a pris la pr6caution de choisir la suite r de faqon que la suite 
des compacts K~= {~o~= 1} soit croissante et exhaustive dans R~\{0}, on voit 
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que pour tout e>O, il existe un entier N tel que l'on ait 

f ( 1 -  ~o,) <_-- eh 

pour n>-N. Alors f<=ftp,+eh, d'ofi l 'on d6duit 

L ( f )  <= f f i p ,  d~. + eL (h) 

puis L( f )<=f fd2 .  Ainsi la condition g = 0  implique M ( f ) = O ,  de sorte que, 
pour fEcg0 quelconque, on obtient M ( f - r 2 g ) = O ,  ou encore M(f )=M(rZg) .  

Mais l'application g~M(r2g)  est 6videmment une forme lin6aire positive sur 
C(~), donc d6finit une mesure v sur la sph6re ~, telle que M ( f ) =  f g dv. En r~sum6 
on a bien 

L(f) = f f d,~ + M(S) -. Sf d2 + f g dv 

ce qui termine la preuve. [] 

2. Semi-groupes de moments  sur R p 

On peut maintenant 6noncer le r&ultat g4nfral r~solvant complhtement le 
problbme, le c6ne # +  6tant 4vidamment associ6 au point 1. 

Th6or6me 2. Soit ~t=(~,), n~N v, une suite quelconque. Les conditions suivantes 
sont Jquivalentes : 

a) La suite ~ engendre un semi-groupe de moments exp ta, t>-_O, sur R p. 
b) Pour tout RE~  + on a (~,R}>-O. 
b') Pour tout REdo + on a R~E?9I. 
e) II existe une constante aER, un vecteur b=(bk)~R v, une forme quadra- 

tique positive q sur R v, et une mesure ~ sur RP\{1} telle que 

f [ Z k  (Xk - a) 2] (1 + : ) "  d~ < + o~ 

pour tout entier m_->0, avec r~=Y.X~, permettant d'exprimer ~ selon 

1 q(n) + f  I X " -  1 --•k nk(Xk-- 1)] d2. o~. ~ a + ~ k  bknk +'~ 

Preuve. 

a~b :  c'est la proposition 1. 
b=~b': car on a RaCYJ~ si et seulement si (R~, T}=>0 pour tout polyn6me 

T~0.  Or (Ra, T)=(~,  RT} et R T 6 ~  +, ce qui ram6ne ~ b). 
b'=~b: 6vident puisque (~, R}=(R~)o. 
b~c :  c'est le point-cl6. D'apr6s b) la fonctionnelle R~(~ ,  R} est une forme 

lin6aire positive sur l'espace ~o (associ6 ici au point 1), donc il existe d'apr6s la 
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proposition 3 une mesure 2 sur R~,,,{1}, ayant les propri~t6s de c), et une mesure 
v sur la sph6re ~7, telles que l'on ait, pour tout R ~ o  

(7) 

off Q(o0 est d6fini par 
(~,R) = f Rd~+ f Qd~ 

1 ._. 0 2 R  1 Q(~o) = ~ Z ~ . , ~ x - ~ (  )~o:o,. 

Consid&ons maintenant le mon6me X". On a 6videmment 

x " - i  - Z ,  nk(Xk--D = R ~ ~o 

et la fonction Q associ~e est donn6e par 

1 Q (co) = ~ [Zk n~ (n~- 2) ~o~ + Z~ , ,  n~ n, o~k ~o,] 

de sorte qu'en utilisant (7) on obtient 

1 nkfo~kdv+-r q(n) (~, X " - l - Z k  nk(Yk--1)) = f R d 2 - - - ~ Z k  ~ 1 
avec 
(8) q(n) = Zk ,  t Yk., nk n, = f (Zk  nk eok) 2 dv >= 0 

et yk, l = f  O~kW l dr. I1 reste ~t voir l'6galitd ~,=(~,  X") pour obtenir l'6galit6 de c). 

c=~a: Le r6sultat est classique. I1 suffit de remarquer, grace aux propridtds 
des mesures gaussiennes, que q]2 engendre un semi-groupe de moments. On proc6de 
ensuite en deux temps, le premier &ant celui off f d2< + ~ ,  et le second s'y rame- 
nant par troncature et passage h la limite. [] 

I1 convient d'ajouter au r~sultat obtenu des commentaires illustrant l'intdrSt 
de la condition b) et le peu d'espoir que l'on peut avoir pour l'am61iorer. De ce 
point de vue la situation est radicalement diffdrente du cas des semi-~roupes de 
moments sur le cube [ - 1 ,  + l] p, ou sur un compact convexe multiplicativement 
stable de R v, trait6 dans [2]. 

Remarque 1. Rien ne garantit runicit6 de la mesure 2 et de la forme quadra- 
tique q, de sorte qu'on a un certain scrupule h appeler la formule de c) une formule 
du type L6vy~Khintchine. 

Remarque 2. Si p =  1, la d6composition de c) redonne celle donn6e au th6o- 
r6me (6.2.6) de [I] ou dans [4]. Quan t / t  la condition b) elle se ram6ne ais6ment 

la seule condition ( X -  1) 2 a E ~  donn6e d6j~t dans [4]. Cela tient au fait que tout 
polyn6me R=>0 sur R e s t  une somme de deux carr6s, de sorte que tout R ~  + 
s'6crit R=(X-1)2[A2+B 2] et la condition (X- I )~E~J /  implique bien (a,R)>=O. 
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Remarque 3. Dans l'esprit de la remarque 2, on peut se demander si des con- 
ditions du type: 

lol) (Xk--1)2aE~02 pour tout  k = l , 2 ,  . . . ,p  

o u  

b~) ['~'k ak(Xk--1)]2aE~ pourtous akER 

ne seraient pas suflisantes pour impliquer a). La r6ponse est n6gative m6me pour 
la condition bz), et d6j~t pour p =  2, bien qu'il soit assez difficile de le volt. Patrons 
du polyn6me 

P(X, Y) = X2y2(x~ + Y2-1 )+  I 

utilis6 au lemme (6.3.1) de [1], et qui n'est pas somme de carr~s. I1 est facile de voir 
que la borne inf6rieure de P e s t  26/27, obtenue pour x2=y~= 1/3. De ce fair le 
polyn6me 

(9) Ro(X, Y) ~- 27P(X[1/3, Y/1~-)-26 = X~Y~(X~+Y2-3)+I 

est tel que R0(1, 1)=0, R0=>0, et ce n'est pas une somme de carr~s. D6signons 
maintenant par Ja, b le polyn6me [a(X-1)+b(Y-1)]  2. L'hypoth6se b~) signifie 
que l'on a (c~,R)->0 pour tout polyn6me R de la forme R=.~a, bda, bTo, b avec 
Ta, b>--O. Ces polyn6mes R d6crivent un c6ne convexe F dans l'espace R[X, Y], 
et une d6monstration analogue ~t celles du th6or6me (6.3.2) et du lemme (6.3.9) de 
[1], montrerait que F est ferm6 quand on place sur R[X, Y] la topologie locale- 
ment convexe la plus fine. Or on a ROOF, car la condition O<-d~,bT<-Ro implique 
n6cessairement a=b=O, comme on voit par les in6galit~s obtenues en faisant 
Y--0 d'une part et X = 0  d'autre part. Notons aussi, mais sans d6monstration, 
que R0 poss6de la propri~t6 suppl~mentaire que la condition 0 ~ Q  2 T<-Ro entraine 
que le polyn6me Q se r6duit h une constante, et si cette constante n'est pas nulle, 
que T est alors proporfionnel "2 R o. En particulier R 0 engendre une g6n6ratrice 
extr6male dans le c6ne convexe ~+ .  

Or l'espace R[X, Y], dont la topologie est naturellement celle de la somme 
directe R (N2), a pour dual l'espace produit R N' de toutes les suites doubles. Par 
cons6quent, il existe une suite double a telle que l'on ait (ct, R ) ~ 0  pour tout R~F 
et (c~, R0)<0. Cette suite ct v6rifie la condition b2) sans v6rifier la condition b) du 
th6or6me 2, de sorte que, d6s la dimension p = 2 ,  la condition b) ne parait pas 
susceptible de beaucoup d'am61iorations. 

Remarque 4. On peut m~me encore rajouter une pr6cision. En suivant [1], 
d~signons par I (p) le c6ne convexe des polyn6mes dans R[X 1 . . . . .  Xp] qui sont des 
sommes de carr6s, et par 2fo(P) la partie de Z(P) form6e des polyn6mes R tels que 
R(1)=0. La condition 

bs) On a (~,R>=>O pour tout REZ(o p) 



210 Henri Buchwalter 

signifie que la suite a est de type quasi-positif au sens de [4], ou encore qu'elle est 
conditionnellement de type positif, ou encore que ( - c 0  est de type n6gatif au 
sens de [1]. Comme 2; (p) est un c6ne convexe ferm~ clans R[X], il en est de m~me de 
2;0 (p) et la condition R0r 2) prouve, de m~me que clans la remarque pr6c6dente, 
que la condition b3) n'est pas non plus suffisante pour que la suite a engendre un 
semi-groupe de moments. La situation est donc analogue ~t celle du th6or0me de 
Haviland, pour lequel la condition que la suite ~ soit de type positif n'est pas suffisante, 
dos que p=>2, pour qu'elle soit une suite de moments. 

Remarque 5. Soit q une forme quadratique positive sur R p, et soit ~,~ la mesure 

gaussienne sur R ~ dont la fonction caract&istique est la fonction exp , ~ -  q (x) . 

Le fait, d@t remarqu~ au lemme (2.2) de [4] pour la dimension un, que la suite 

e x p [ t q / ,  t~O, est la suite des moments de la mesure/~, image de 'e par l'appli- 

cation 
h (sl . . . .  , sp) = e 's = (eth, ..., eta,) 

montre clairement que cette suite exp [2q(n) ]  est une suite de moments sur le c6ne 

positif R ~ =  {X=(Xk), Xk>--O} de R p. I1 suit facilement de l~t que la preuve du thdo- 
rome 2 peut ~tre reprise mot pour mot en remplaqant ~0 + par le c6ne convexe des 
polyn6mes R tels que R(1)=0 et R_->0 sur R~_ et 9)l par le c6ne 9J~+ des suites 
de moments sur R~_. Bien entendu la mesure 2 doit ~tre alors portde par R~_\{1}. 
D'ofi l'6nonc0: 

Th6or&ne 3. Soit ~=(~n), nE Nv, une suite quelconque. Les assertions suivantes 

sont dquivalentes : 

a) La suite ~ engendre un semi-groupe exp tot, t>=O, de moments sur RP+. 
b) Pour tout polyn6me R, tel que R(1)=0  et R>=O sur RP+, on a @, R)>=O. 
c )  11 existe une constante aER, un vecteur b=(bk)ER p, une forme quadra- 

tique positive q sur R p, et une mesure 2 sur RP+\{1} telle que 

f (i + m < + oo 

pour tout entier m>-O, ctvec r~=ZX~=llXI] 2, permettant d'exprimer ~ selon 

c~, = a + Z k  bk nk +-~ q (n) + f IX" -- 1 -- Z nk (Xk -- 1)3 d2. 

Remarque 6. La preuve de la proposition 3 ressembIe 6videmment ~t la preuve 
habituellement fournie du th6or6me 1 de Haviland, lorsqu'on utilise la notion d'espace 
adapt6 raise en 6vidence par Choquet [5]. Ici tout a OtO repris dans le d6tail de fagon 
~t faire apparaRre clairement le terme compl6mentaire dfi ~t la mesure v sur la sph0re 
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~, terme qui conditionne la pr&ence de la forme quadratique q dans l'6nonc6 e) 
du th6or~me 2. On remarquera d'ailleurs que v n'intervient que par l'interm6diaire 
de sa matrice de covariance [Tk,~] avec 

dv (co) 

et peut-etre est-il possible d'obtenir directement q sans passer par la proposition 3. 

3. Semi-groupes de moments complexes sur C v 

Les suites de moments complexes sur C v sont des suites doubles r avec 
m, n~N p, telles qu'il existe une mesure positive # sur C p avec 

~m,. = f zm~" d~(~)  

de sorte qu'on a d6jg 6videmment la sym6trie hermitienne =.,.,=~m,." Pour 
caract6riser les suites ~ = ( ~ , . )  qui engendrent un semi-groupe de moments com- 
plexes exp t~, t=>0, sur C p, on procede de la meme fagon que pour le cas r6el, en 
utilisant essentiellement la proposition 3 adaptde au cas CP=R 2p, avec le point 
Z =  1 remplagant le point 0. Alors le thSorSme 2 prend la forme suivante, curieuse 
principalement par la description de la forme hermitienne q qui remplace la forme 
quadratique de meme nom: 

Th~or~me 4. Soit ~=(~m,.), m, hEN v, une suite hermitienne quelconque. Les 
conditions suivantes sont dquivalentes: 

a) La suite a engendre un semi-groupe exp ta, t>=O, de moments complexes 
sur C p. 

b) Pour tout polyn6me R~C[Z, Z]=C[Za ,  :Zi . . . .  , Z v, Zv] tel que l'on ait R>=O 
et R(1)=O, on a (~, R)>=O. 

c) II existe une constante aCR, un vecteur b=(bk)~C v, une mesure ~ sur 
CV\{1} telle que 

f [ 2 ,  I zk-  11 =] (1 + r=) m d~ < + o~ 

pour tout entier m>=O, avec r~=ZIZk]2=[]ZI] 2, et une forme hermitienne q sur 
RVXR p, ddterminde a partir de trois matrices rdelles p Xp  

A = Dk~], B = [o'kl], 

telles que la matrice rdelle 2p•  

F =  B 

C = [~k,] 
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soit symdtrique et de type positif, selon 

q(X, Y) = (A(X+Y),  X + r ) + 2 i ( B ( X + Y ) ,  x - r ) - ( C ( X - r ) ,  X - Y )  

permettant d'expliciter o~ par la formule suivante, du type Ldvy--Khintchine: 

am,. = a + ~ k  (bkrnk + ~k nk) + ~  q(m, n) 

+f  [z-z.- a-Zk (mk(z~- 1)+.~(z~- 1))] d~. 
Preuve. On a a=~b comme ~t la proposition 1, en prenant garde que la forme 

bilin6aire (~, R) s'6crit ici 

(o~, R) = Z m , .  U,.,.~m,. si R = Zu , . . .Z"2" .  

b=~e: Comme dans la preuve du th6or6me 2 on part du polyn6me ZmZ 7", 
et on &fit  

(10) z ~ 2"-  1 - Z~ (ink + nk) (x~-  1) - i Zk (m~- n~) r~ = R 

OR OR 
de sorte que R(1 )=0  et -h--~(1)=--~-~-(1)=0 pour tout k. La fonction Q(co), 

d6finie sur la sph6re S de R ~p, associ6e ~t R e s t  alors donn6e par 

1 (11) Q (co) = - T Z k  (m~ + nk) ( ~ - -  ~/~) 

-b ~ ~ k. 1 [(ink q- nk) (rot --k hi) ~k 4t -- (mk -- nk) ( mz -- hi) qk rh + 2i (mk + n~) (mr - nt) ~ ,l] 

avec Z - l = 0 o ~ ,  O=51Z-11S, w=(o~k)~  et ~Ok=~k+iqk, comme on voit en cal- 
culant toutes les d6riv6es secondes de R par rapport  aux X k, X t, Yk, Y~. 

Comme clans la preuve du th6orbme 2, il existe une mesure 2 sur C~'~.{1}, 
ayant les propri6t6s impos6es dans e), et une mesure v sur 2;, telles que l 'on ait 

(12) (~,R)= f Rd,~+f Qdv 
et il est clair que f R d2 prend la forme donn6e dans l'6nonc6. En calculant (~. R) 
on obtient 

am,. = %,O + Z k  [rag(a, Zk--1)+nk (a, Z~,-1)] 

(13) + f  R d ~ - +  Z ,  [(m~ +.~) f (r dv (~)] 
+ ~  q(m, n) 

avec 
q(m, n) = .~k,t [&t(mk + nk)(m~ + nt)-- zkl(mk--nk)(mt--nl) 

(14) / + 2krk, t(mk + nk)(mt -- nt)] 

off les constantes Ok~, Zkt et ~rkt sont donn6es par 
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Puisque ~ est hermitienne on a 

(~, z~) = (~, z~) 

de sorte qu'on pent introduire le vecteur b=(bk)(C-" avec 

bk = ( ~ , Z , - l ) - ~  f (~-ts~)dv 

et la constante r6elle a=%o.  D~j~t am," prend la forme donnde dans l'6nonc6 et il 
ne reste plus qu'~t expliciter la forme q(m, n) ~t partir des trois matrices A=[Qkt], 
B= [akt], C= ['Ckt]. On remarque d'ailleurs que A et C sont sym~triques, et que la 
forme q(m, n) peut se calculer pour X et F, 616ments de R p, selon 

[ q(X, I1) = (..4 (X+Y), X+Y)+2i{B(X+Y), X--Y) 
(15) / - < c ( x -  Y), x - r >  = q ff, x )  

et la seule chose ~ v6rifier est donc que la matrice F - -  qui est r6elle et 

sym6trique, est bien de type positif. Or pour  U=(X,  Y), on a sans difficult6 

(rv, v) = f [x~ Xk~k + rk.~y dv(o)) >= o. 

c=~a: Utilisons la d6monstration classique par troncature de la mesure 2 don- 
n6e dans [4] pour le cas r6el en dimension un, la seule difficult6 provenant de la forme 
hermitienne q. Or la matrice F d6termine sur R 2p une forme quadratique positive 
Q, h laquelle on peut associer une mesure gaussienne 7a=~ sur R ~p, telle que 

exPl-+0 / soit fo. t*on caract6ristique de T. On a doric, pour U=(X,Y), 

en notant Q(U)=Q(X, Y): 

x = fe<x..>e<r.o> dT(u, exp [TQ ( ,Y)] v) 

et la liaison, consequence de (15), 

(16) q(X, I1) = Q(X+ Y, i ( x - r ) )  
donne, pour  t=>O 

exP [2  q(m, n)] = f e<=,,(.+'O) e(..,(,-'O> d,(u, v). 

En introduisant la fonction h: R P •  p, d6finie par 

h(u, v) = Z ( u ,  v) = e'("+i") 
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et en ddsignant par/~ la mesure image h(7), on a alors 

exP[2q(m,n)]=fzmZ"dl~ 

ce qui termine la preuve du th6or~me. [] 

Ajoutons ici encore quelques commentaires avant de terminer. 

Remarque 7. Les matrices A=[Okt] et C=[Zkt] sont sym6triques r6elles et de 
type positif, doric associ6es ~t des formes quadratiques positives sur R 2p 

ql(X, Y) = (A(X+Y), X+Y) 

qz(X, Y) = (C(X-Y), X-Y) .  

Quant ~t la matrice r6elle non sym&rique B=[akt], on peut lui associer la forme 
rdelle altern6e 

q2(X, ]1) = (B(X+Y), X - Y )  

telle par consdquent que q2(Y, X ) = - q ~ ( X ,  Y). On exprime alors la forme her- 
mitienne q selon 

(17) q = q1+2iq2-qz. 

Par ailleurs la positivit6 de la matrice F implique l'in6galit6 de Cauchy--Schwarz 

(18) (BX, Y)~ <-- (AX, X)(CY, Y) 

qui prouve que l'une des conditions A = 0  ou C = 0  implique la condition B=0.  
Par (18) on a aussi 

(19) (q2) ~ ~ ql q3 

de sorte clue q~ = 0 ou q3= 0 implique q2 = 0. 

Remarque 8. Si l 'on choisit le vecteur b=(bk) dans R p, si la mesure ). est 
concentr6e sur R~',,{1} et si la mesure ves t  concentr6e sur la sphere unit6 de R p, 
on a alors ~kl=Vkl=0, donc B = C = 0  et l'expression de c~,,,, devient 

O~m,n = a+(m+n, b>+y1 (A(m+n), m+n>+ f [xm+"--l--Zk(mk+nk)(Xk - 1)]d2 

ce qui nous ram6ne aux conditions du th6or6me 2, puisqu'alors ~m,o=flm+n O/1 
fl=(fl,), n~N p, est une suite qui engendre un semi-groupe de moments sur R p. 

Remarque 9. En rejoignant le travail fait dans [3], on peut se demander quelles 
conditions on doit imposer aux 616ments b=(bk)6C p, q et 2 pour que la suite 
engendre un semi-groupe de moments sur le disque unit6 D p de C p, d6fioi par les 
conditions [Zkl<=l pour tout k. I1 faut pour cela que 2 soit port6e par l'ensemble 
DP',,,{1}, que b soit tel que Re bk<=O pour tout k, de faqon que l 'on ait dbED p 
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pou r  t=>0, et  enfin que la fonct ion  exp t q (m ,  n) soi t  born6e  sur  N P X N  p pou r  

tou t  t ~ 0 .  Ceci irnplique,  avec m - - n ,  que q l = 0 ,  donc  aussi  q~=0  et  ainsi  

q (m,  n) = - q3 (m,  n) = - ( C  (m  - n), m - n} = - Z~k,l Zkl (ink -- nk) (rnl -- hi). 

On re t rouve  ainsi ,  aux  no ta t ions  pr6s, les r6sultats  g6n&aux  donn6s au th6or6me 3 

de [3]. 

Les remarques  8 et 9 pr6cisent  donc  la r emarque  7 en exh iban t  des cas off l 'on 

peu t  avoi r  ql = q~ = 0 ou q~--= q3= 0. 

R e m a r q u e  10. Pour  p - - l ,  il  n ' y  a pas  de s implif icat ions no tab les  autres  que 

d '6cr i ture ,  la fo rme  hermi t ienne  q sur  R ~ est alors condi t ionn6e  p a r  la mat r ice  2 •  

r~elle, sym&rique  et de type  posi t i f ,  selon 

q(X, Y)= e(x+Y)~+2io-(x~-y~)-~(x-y)  ~. 
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