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Preliminaires 

Soit D un domaine born6 strictement pseudoconvexe dans C" h fronti~re r4gu- 
li~re OD et soit A *~ (D) la classe des fonctions holomorphes dans D et ind61iniment 
d6rivables dans ~. 

Un sous-ensemble compact E de OD est un ensemble de z6ros pour A=(D) s'il 
existe une fonction de A=(D) s'annulant seulement sur E; c'est un ensemble d'inter- 
polation ~t l'ordre infini pour A=(D) si, pour toute fonct ionfde classe C =dans  C n 

telle que ~fs'annule ~t l'ordre infini sur E, il existe une fonction F de A=(D) telle que 
f - - F  s'annule ~t l'ordre infini sur E. 

Ces ensembles ont 6t6 largement &udi6s. Dans le cas du disque unit6 A du 
plan complexe on connait une caract6risation des ensembles de z6ros de A=(A) 
[14], [171, [19]. Ce sont les ensembles introduits par L. Carleson [3]. Ils satisfont ~t !a 
condition dire de Carleson 

~'~ log ~ dO < ~ 

qui s'exprime encore sons la forme f ~ N , ( E ) d ~  ~, o~ _~,(E) d6signe le nombre 
minimum d'intervalles de rayon 8 dont la r~union recouvre E. Toujours dans le cas 
particulier du disque A, on a une description complete des ensembles d'interpolation 
d'ordre infini pour A~(A) [1], [2]. 

Dans C ~, n=~2, on ne connaR pas de caract~risation de ces ensembles. On 
trouve dans [71 et [8] une condition sut~sante pour qu'un sons-ensemble E du bord 
d'un domaine D strictement pseudoconvexe soit un ensemble de z6ros pour A~(D). 
On am~liore ici ce r~sultat en prouvant que la condition de Carleson 

 (e)a8 <oo, 
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o~ N~(E) est le nombre minimum de ,,boules" de rayon ~ dont la rfunion reeouvre E, 
est sufiisante pour que E soit un z6ro pour A*~(D) (Th6or~me 9). La preuve enest  
particuli~rement simple et utilise des recouvrements de E par des ,,boules" de rayon 
2 -k, k=>0. La condition de Carleson n'impose pas/t l'ensemble de propri6t6s g6o- 
m6triques particuli~res. I1 peut ~tre ,,6parpill6" sur OD. 

Darts des articles ant6rieurs [4], [5], [11], [15], diff6rents auteurs s'int6ressent aux 
sous-vari&6s de 0D dont l'espace tangent en chaque point est situ6 dans l'espace 
tangent complexe /t OD et montrent que tout sous-ensemble compact d'une telle 
vari6t6 est un ensemble de z6ros et auasi un ensemble d'interpolation /t I'ordre 
infmi pour A~~ 

On 6tudie plus particuli6rement ici les sous-vari6t6s F de 01) dont l'espace 
tangent en chaque point n'est pas situ6 dans l'espace tangent complexe/t OD. Lorsque 
F est une courbe, on montre (Th6orbme 11) que la condition de Carleson est n6ces- 
saire et sugisante pour qu'un sous-ensemble compact E de F soit un ensemble de 
z6ros pour A~ et on caract6rise (Th6or~me 21) les sous-ensembles compacts de F 
qui sont des ensembles d'interpolation pour A*~(D). Les conditions obtenues 6tendent 
de manibre naturelle celles que l'on conna~t dans le cas du disque unit6 de C. Lorsque 
F est une sous-vari6t6 totalement r6elle de 0D de dimension sup6rieure/t 1, trans- 
verse/t l'espace tangent complexe, on n'obtient alors que des conditions sufl~santes. 

Ce travail est divis6 en trois parties. On prouve tout d'abord, lorsque F est une 
courbe sur 0D transverse /t l'espace tangent complexe, la n6cessit6 des conditions 
caraet~ristiques des th6or~mes 11 et 21. On ~tablit, dans ce cadre, un r6sultat qui 
pr6sente un int6rSt ind6pendant: s i f e s t  holomorphe dans D, continue dans/~ et s i f  
ne s'annule pas darts D, alors log If(z)[ est localement int6grable le long de F. On 
peut remarquer qu'alors l'hypoth~se de stricte pseudoconvexit6 du domaine n'inter- 
vient pas. Dans une deuxi6me partie, on montre que la condition de Carleson est 
suflisante pour qu'un sous-ensemble compact de tgD soit un z6ro pour A**(D) et 
on applique ee r6sultat aux situations particuli6res des sous-vari6t6s F 6tudi6es. La 
derni~re pattie est consacr6e/t l'interpolation; elle est suivie d'une remarque concer- 
nant la dimension de Hausdorff des ensembles consid6r6s ici et d'un appendiee 
qui contient tousles lemmes techniques, propres aux espaces de nature homog~ne, 
utilis6s dans les preuves. 

Une partie de ees r6sultats a fait l'objet d'une note [6]. 

. 

Dans tout ce qui suit D d6signe un domaine born6 de C" h fronti~re 01) de classe 
C ~ D est done d6fini par la donn6e d'une fonction r de classe C** dans un voisinage 
de D, l'adh6rence de D, telle que 
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(ii) grad r # 0  sur OD. 
D sera dit strictement pseudoconvexe si, de plus, r e s t  strictement plurisousharmo- 
nique duns un voisinage de 0D, c'est-h-dire, si l 'on a 

02r 
(iii) z ~ k = l  OZjO~k (Z)Wjff~k>O, pour tout W~0 de C'  et tout z de OD. 

On dit alors que r est une fonction d6iinissant D. Si fl est un r6el, on note 
D#={z; r(z)<[3} avec Do=D. I1 existe fl0>0 tel que, pour tout fl, Ifll<fl0, D# 
soit un domaine born6, h frontibre de classe C ~~ d6fini par r-fl ,  V--UI#I<#o0D# 
soit un ouvert contenant 0D et, enfin, pour tout z de V, il existe un unique fl(z), 
[fl(z)[<flo pour lequel z appartienne ~t OD#(~. 

Soit z un point de C", on d6signe par J la structure presque complexe de Tz(C') 
l'espace tangent en z ~t C" consid6r6 comme espace vectoriel sur R. Soit M une sous- 
vari&6 de C" et T,(M) son espace tangent en z; M est dite totalement r6elle si, en 
tout point z de M, on a T,(M)c~JT~(M)={O}. 

Pour tout z de V, on note T~(OD#(z) ) l'espace tangent complexe en z ~t 0D#(,); 
c'est, par d6finition, le sous espace complexe maximal de T:(~D#(:)) l'espace tangent 
en z ~ 0D#(=). 

Pour tout z de V, on note v(z) le vecteur unitaire de la normale en z ~t ~D#(:) 
orient6 vers l'ext6rieur; on a alors la d6composition orthogonale complexe 

TAc") = C[v(z)] ~ T~(~Dp(,~) 

et la d6composition orthogonale r6elle 

T:(cqD#(:)) = R[iv(z)] ~ T~(OD#(,,)). 
Pour tout z de V, on note H~ la projection orthogonale complexe sur C[v(z)]. 
Pour tout couple (z, w) de C"• on note ]z-w I la distance euclidienne de 

z i t  w. 
Soit Z une fonction de classe C ~* sur ] -  0% 0], positive, v6rifiant X(t)= 1 pour 

-flo/2~t~_O et Z( t )=0  pour t -~-f lo .  
Pour tout couple (z, w) de B• on pose 

(1.1) 0(z ,  w) = Z(#(z))ln~(z-w)l+Z(13(w))lrz,~(z-w)l+lz-wl2-r(z)-r(w). 
0 est une fonction/t  valeurs positives v6rifiant les propri6t6s suivantes: 

a) Q (z, w)=0 si et seulement si z et w appartiennent/t  OD et z=w,  
b) il existe une constante K > 0  telle que ron  ait 

(1.2) e(z, w) <= K[e(z, O+e(t, w)], pour z, w e t  t duns B. 

On dit alors que ~ d6finit une pseudodistance sur ~)D. 
I1 existe une constante C > 0  telle que l 'on ait 

(1.3) I z -wl  ~ <- o(z, w) ~_ CIz -wl ,  pour tout (z, w) de 0DXD. 
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Si E est un sous-ensemble de OD, on note, pour tout z de D, 

d(z, E)  = inf [z-wl et Q(z, E)  = inf Q(z, w). 
wEE wEE 

Dans la suite, on ne considerera de boules que pour la pseudodistance Q; 
pour tout z de 0D et tout r > 0 ,  on notera B,(z):B(z ,  r)={wEOD; Q(z, w)<r},  
la boule de centre z et de rayon r. 

On note HV(D), 0 < p <  0% la classe des fonc t ionsfho lomorphes  dans D v6ri- 
fiant 

Ilfl[~-- sup f [f(z)lP daa(z) <~~ 

oh ap est la mesure superficielle sur 0Dp et H~(D) la classe des fonctions holomorphes 
et born6es dans D. 

Soit k un entier positif ou nul, 6ventuellement + ~ ;  Ak(D) est la classe des fonc- 
tions holomorphes dans D dont toutes les d6riv~es jusqu'~t l 'ordre k sont continues 
dans /9. 

Un sous ensemble ferm6 E de 0/9 est un ensemble de z6ros pour A~(D) s'il 
existe une fonction f de A~(D) telle que l 'on ait E={zED; f (z )=0} .  

On dit qu'une fonction [resp. une forme diff6rentielle] de classe C *~ s'annule 
h l 'ordre infini sur un ensemble si routes ses d6riv6es [resp. routes les d&iv6es de 
ses coefficients] s'annulent sur cet ensemble. 

Un sous-ensemble ferrn6 E de 0D est un ensemble d'interpolation d'ordre infmi 

pour A~(D) si, pour toute fonction g de classe C ~ dans C" telle que 0g s'annule ~t 
l 'ordre infini sur E, il existe une fonction f d e  A~(D) telle q u e f - g  s'annule h l 'ordre 
infini sur E [5]. 

Notations. Pour simplifier la r6daction, on &lira  ,,pour tout z dans E, a(z).~ 
b(z)" ou encore ,,pour tout z dans E, a(z) est 6quJvalent h b(z)" pour  exprimer qu'il 
existe des constantes c et C, strictement positives, telles que, pour tout z dans E, 
ca(z)<=b(z)<=Ca(z). De m~me, la proposition ,,pour tout z dans E, a(z)<<b(z)" 
signifiera qu'il existe une constante C > 0  telle que, pour tout z dans E, a(z)<: 
Cb (z). Plus g6n6ralement, on pourra &fire a(z)<<b (z) + O (1) lorsqu'il existera des 
constantes C et C',  strictement positives, telles que, pour tout z dans E, on ait 
a(z)<=Cb(z)+C ". 

Condition necessaire d'integrabilite 

2. Proposition. Soit D un domaine bornd d frontiOre de classe C *~ dans C"; soit 
y: ] - 1 ,  I[-+OD une courbe de classe C ~ dont la tangente n'est situ6e en aucun point 
dans l'espace tangent complexe ?z OD," soit f une fonction continue dans D, holomorphe 
et ne s'annulant pas clans D. Alors t~ log  If( (t))l est localement intdgrable sur 
] -1 ,  1[. 
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l>reuve. 11 s'agit lh d'un r6sultat local; on peut done, sans restreindre la g6n6ralit6, 
6tablir la proposition au voisinage de 0 et supposer D simplement connexe. Soit 
0 < a < l ,  il existe une fonction ~7 de classe C ~ sur Q,={wEC; w=t+iu, -a<-t~-a, 
=a<=u<=a},?t valeurs dans C net  v6rifiant les deux propri&6s suivantes: 

(2.1) ~7(t, 0)=~(t), pour tout t de [ - a ,  a], 

(2.2) - ~  s'annule ~ rordre infini sur [ - a , a ] •  

Quitte h r6duire a, on peut supposer que ~7 est injective et de ditf6rentielle injec- 
tive sur Qa; ~(Qa) est done une sous-vari6t6 de C", de dimension r6elle 2. Si on note 
7"(0 la tangente ~t la courbe ~( ] -  1, 1[) au point r(t), on d6duit de (2.2) que le plan 
tangent ~t 7(Qa) au point 7(0 est C[~'(t)]. L'hypoth~se faite sur la courbe ~ implique 
alors que ~(Q,) est transverse/t 0D le long de 7 ( I -a ,  a]). Quitte h r6duire a, on peut 
done supposer que ~7([-a, a]• 0[), par exemple, est inelus dans D. 

Soit ~3 un ouvert simplement connexe ~ fronti~re de elasse C *~ indus dans 

] . a ,  a [ •  O[ et v~rifiant O~n{[-a,a]• --~, •  Soit ~ une trans- 

formation eonforme du disque unit~ du plan complexe z~={~C; J(J<-l} sur ~ 
telle que 

7~[~=e '~  n < 0 < = 2 } = [  a 2 ]  2 , •  

On note ~=~7o7t; on d6duit des propri6t6s de 7 j e t  de ~7 que O(,d) est un ,,disque 

presque analytique" transverse ~ 0D leXong de ~ [ - 2 ,  2 ]  e'est-~-dire quel 'on a 

(2.3) pour tout entier k>O et tout entierj,  l_-<j~n, 

sup d ~, e~~ - - - < - 0  

(2.4) pour tout ~ de A, 

d , e ~ ~  _ 

On peut, quitte ~t multiplier f par une constante non nuUe, supposer que l'on a 
sUppeD lf(z)l< 1. Alors, D 6tant suppos6 simplement connexe, la fonction g=logf 
est holomorphe dans D et de partie r6elle n6gative. Elle appartient done h HP(D) 
pour tout p, 0 < p <  1. (In6galit6 de Kolmogorov [10]). On d6duit de l~t, en utilisant 
la sous-harmonicit6 de IgI" et les estimations classiques du noyau de Poisson qu'il 
existe une constante C(p, n), strictement positive, telle que, pour tout fl, 0<  fl< rio, 
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(2.5) 

Soit 0 < 8 < 1 .  

(2.6) 

on ait 
~ - - 1  

sup{lg(z)[; z~D_p} ~_ C(p,n)/~ " I[gllr 

On obtient alors qu'il existe une eonstante C(p, n) strietement positive telle que, pour 
tout ent ier j ,  l<--j<=n, et tout fl, 0~f l<f l0 ,  on ait 

sup -0-~/(z) ; zED_~ <= C(p ,  n)fl ~" v + Jllgl[,. 

On note ~],={~EC, [~[_<-e}. La formule de Green conduit ~t 

1 r~ goa,(~e") do+~! f S . Og o~j ar 
= Zj=I-a~Tj (~  ( 0 ) - g -  ( 0  

On consid~re pour tout entier j ,  1-<_j<= n, la mesure /~  d~finie sur D par 

(2.7) f .  h a.~ = ~ f f ~  hob(C) 
8r de ̂  d( 
8r r ' 

pour toute fonction h continue et ~ support compact dans D. On applique (2.7) ~ la 
fonction earact6ristique de D\D_p; on remarque que, sur D\D_po, on a d(z, 8D) 
B(z) et on obtient, d'apr~s (2.3) et (2.4), pour tout entier k ~ 0 ,  

(2.8) sup /~-* I~jI(DND_,)  < oo. 
0 < : # < #  o 

On d~duit de (2.5) et de (2.8), en int~grant sur des couronnes D_p\D_p., 
0<f l<f l ' ,  que, pour tout p, 0 < p < l ,  il existe une constante C(p, n), strictement 
positive, telle que, pour tout entierj,  1 <=j<-n et tout bor6lien B de D, on ait 

I f  n 8-~zfzj (z)dpj(z)[ <= C(p, n)llg][ , .  

Cette in6galit6 appliqu6e A B = ~ ( A , )  conduit A 

~ [~(0]  --~-- (0  <= C(p, n)llgll,. 

De (2.6), (2.9) et de la d6finition de g On d6duit qu'il existe une constante C >  - oo 
telle que, pour tout e, 0 < e < l ,  on ait 

(2.10) C ~ 1 f~ ' log  Igor(eel~ dO < O. 
- -  2 n  . I o  

La preuve de la proposition 2 s'obt/ent en passant ~t Ia Iimite clans (2.10) quand e 
tend vers 1. 
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3. Remarques. a) La condition "'f ne s'annule pas dans D'" peut ~tre ramende 
gt " f  ne s'annule pas dans D au voisinage de 7[ -1 ,  1]" mais elle ne peut ~tre supprim~e 
comme le prouve clans la boule de C ~ l'exemple suivant f ( z l ,  z2)=z2 le long du cercle 
r={(Z l ,  Z,); IZxl=l, z~=0}. 

b) La proposition 2 reste vraie sous l'hypothOse , , f  dans Hoo(D)'" d condition de 
remplacer t~ log  ]f(~,(t))] par t~ log  If*(~,(t))] o~t f *  d~signe la limite non tangen- 
tielle de f le long de la courbe. On sait que cette limite existe [16]. 

c) On peut rapprocher la proposition 2 d'un r~sultat obtenu ind~pendamment par 
W. C. Ramey ([18], Th6or~me 7.3). 

4. Proposition. Soit D un domaine born~ gt fronti2re de classe C ~ dans C". 
Soit 7: [0, 1]~OD une courbe de classe C ~ dont la tangente n'est situde en aucun 
point dans l'espace tangent complexe gt OD. Soit K un sous-ensemble compact de ]0, 1[. 
S'il existe une fonction f continue sur D, holomorphe dans D, telle que les conditions 
suivantes soient vdrifiges 

a) r ( K ) c f - ~ ( O ) c O D ,  
b) il existe deux eonstantes strictement positives C et k telles que, pour tout z 

et tout z" de 7[0, 1] on ait 

alors K v~rifie la condition 

If(z)-f(z ')l  <-- C[z-z ' l  ~, 

1 1 
(4.1) f0 l o g ~ d t  <~o. 

Preuve. Soit t dans [0, 1] et x dans K tel que ] t - x l  =d(t, K). On a 

If(]'(t))[ = If(7(t))- f(g(x))[ -~= Cly( t ) -y (x)[  k -~= C ' [ t - x ]  ~ 

ee qui 6tablit la proposition 4 ~t partir de la proposition 2. 

5. Proposition. Soit D u n  domaine born~ gt fronti~re de classe C *~ dans C" et 
*oit g: [0, 1]+OD une courbe de elasse C ~ dont la tangente n'est situ~e en aueun 
point dans l' espaee tangent complexe ?t 8D. Soit K un sous-ensemble compact de ]0, 1[ 
tel que E = 7 ( K  ) soit un ensemble d'interpolation ~ l'ordre infini pour A~(D). Alors 
K vOrifie la condition suivante 

(5.1) il exi,  te deux constantes C et C', atrictement positives telles que, pour tout inter- 
valle I de [0, 1], on ait 

1 d ( t ~  1 , II] f ' l ~  d t < = C l o g w + C ,  

o~t IIl d~signe la longueur de L 



34 Jacques Chaumat et Anne-Marie Chollet 

Preuve. On remarque que ee r6sultat, comme eelui de la proposition 2, est local. 
Soit done to un point de K. En suivant la preuve de la proposition 15 de [5], on v6rifie 
qu'i! existe 5>0 et une fonction ~ de classe C = dans ,]={~EC; I~]~l} ~t valeurs 
dans D, holomorphe darts A (r est done un disque analytique) et v6rifiant les 
propri6t6s suivantes 

0r  
(5.2) �9 est injeetive et ~ (0  ne s'annule pas dans ,], 

- - - - < 0  < c D ,  (5.3) ~ = 2 = = 

(5.4) �9 (=ei~ - - ~ - ~ 0 ~  est une courbe de classe C = sur OD contenant 

7(Kc~[to-e, to+e]) et dont la tangente en chaque point x de 7(Kn[to--e, t0+e]) 
est eolin6aire ~ la tangente au point x ~ 7([0, 1]). 

On note Ko=~-a[7(Kra[to-e, to+Z])]. Quitte ~ r6duire e, on peut supposer 

que Ko est contenu dans { (=e  '0, - - 2 < 0 - < 2 } .  

K0 est un ensemble d'interpolation d'ordre infini pour A=(A). En effet, soit h 
une fonction de classe C = darts C telle que 0h s'annule sur K0/t l 'ordre infmi. Quitte/t 
multipfier h par une fonetion bien choisie, on peut supposer que h e s t  ~ support 
eonvenable dans un voisinage de /2o. Soit maintenant g d6fmie sur la eourbe 

( ( = e  ~~ -~_-<0 -~ par g ( r  Une courbe ~tant toujours une sous- 

vari6t6 totalement r6elle de C ", on peut prolonger g en une fonction de classe C 
dans C" ~t support compact v6rifiant 0g=0  ~ l'ordre infini sur E [12]. Puisque E est 
d'interpolation, il existe alors une fonction f dans A=(D) telle que f=g ~ rordre 
infini sur E. De I~, on a fo~=h ~ l 'ordre infini sur/2o. Puisque K o est un ensemble 
d'interpolation d'ordre infini pour A=(A), Ko satisfait ~ la condition (5.1) [1]. Puisque 

les eourbes �9 (=e~~ - - -~=0 ~--1  et 7[0, 1] coincident en tout point de v(Kn[to-e, 
2 2 /  

t0+z]) et ont les m~mes tangentes en ces points, on en d6duit que Kn[to-e, to+e] 
v6rifie la condition (5.1). 

Condition suflisante dans le cas strictement pseudoconvexe 

6. Soit D u n  domaine born6 strictement pseudoconvexe dans C", ~ fronti~re 
de classe C =. On sait qu'il existe une fonction H, une fonction r d6finissant D, 
un voisinage V de OD et des constantes A, a, M, m, fl, 6, strictement positives, v6ri- 
fiant les propri6t6s suivantes: 



Ensembles de z6ros et d'interpolation ~t la fronti6re de domaines stfictement pseudoconvexes 35 

a) H appartient ~t C~(V, ~(Da)), 
b) Re H(~, z) est strietement positive pour tout (~, z) de 0D•  ~ z ,  
e) pour tout ((, z) de 0DX D, on a 

(6.1) - r ( z ) + m l ~ - z l  ~ <= Re H(( ,  z) <= Mls  

d) pour tout ( de OD et tout entierj ,  l<=j<=n, on a 

0 0 
0z~ a(( ,  z)l.=~ = - 0--~j r(0, 

e) sur {(~,z)EVXD~; l~--z[<6}, on a 

n(( ,  z) = P((, z)0(( ,  z), 
avee 

0 1 . 0 ~ 
e(~, z) = ~yj=~ ( ~ -  z~) ~ r (0 + T  Zj,~=~ (~j-zj) (~-z~) ~ r (0, 

IQ((, z)l ~ 1, a(~, 0 = 1 

et Q((, .) holomorphe sur {z; Iz-r 
f) pour tout (~, z) de 0D • D, on a 

(6.2) a [H(~, z)[ ~_ e(~, z) ~_ A [H(~, z)[. 

On pourra trouver un d6veloppement de ces r6sultats dans [8]. 
On d6duit de l~t 

o_ p(~,o~ 2)l~=z = ~ r(~). 

On a done sur {(~, z)~ VXDI~ } 

0 H(~, z)lr = r(z) et ~ H(~, z)l~=z = 0. (6.3) 0~j 

7. Pour tout sous-ensemble E ferm6 de OD et pour tout 5>0, on d6signe par 
N,(E) le nombre minimal de boules de rayon ~ dont la r6union recouvre E. On sait 
[Proposition 2 de l'appendice] que l'on peut recouvrir E par des boules de rayon 8 
dont les centres sont situ6s sur E, ~t des distances mutuelles sup~rieures ou ~gales ~t 8, 
et dont le nombre, not6 N~(E), est 6quivalent ~t bT~(E). On dira que ces boules for- 
ment un e-recouvrement de E. On ne consid~rera dans la suite que de tels recouvre- 
merits. 

8. Proposition. Soit E un sous-ensemble fermd de OD vgrifiant la condition de 
Carleson, d savoir, 

(8.1) f~ N~(E) d8 < 
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alors il existe une fonction q~ holomorphe au voisinage de tout point de D \ E ,  de partie 
r~elle ~r positive dans D \ E  qui vdrifie les estimations suivantes 

a) / /exis te  une eonstante c1>0 telle que, pour tout z de D k E ,  

1 
Re ~p(z) => w[0(z, E)] log 

clo(z,  E)  

o5 o2(x) est une fonction de x dt valeurs positives qui tend vers + ~o lorsque x tend vers O. 
19) Pour tout multi-indice ~ = ( ~ ,  ..., c~,) de longueur [c~[=cq+... +cr il existe 

une constante C([~]) telle que, pour tout z de O \ E ,  on ait 

[ ~'+"+~" l C~I ~n l Ozl . . .az, ~0(z) = lD~(z ) !  = c(t~l)Q(z, E)-t~f-~. 

Preuve. Puisque N~(E) est une fonction d~croissante de ~, la condition (8.1) 
est ~quivalente b la condition 

(8.2) Z~=~ N~.-~(E)2 < ~. 

I1 existe alors une suite eroissante 2k de r6els positifs tendant vers + o= tels que l'on ait 

(8.3) Z~=~ ~ iv~-~ (E)2 -~ < ~o. 

Soit r la fonction d6finie pour tout z dans D par 

2--k 
(8.4) q~ (z) = Zk=__l Z ~  "(~'p 2k 2-k +H((j,k, Z) 

oh H est la fonetion introduite dans le paragraphe 6 et off, pour chaque entier k, 
((~,k), J=  1 .. . .  ,N~-,(E),  d6signe la suite des centres des boules Bj, k, j =  1,.. . ,  N2_~(E), 
d'un 2-k-recouvrement de E. Des propri6t6s de H on d6duit que l'on a 

[2--k+H(~j,k, Z)I ----> [H(~j.k, Z)I ----> A- lO(z ,  E)  

et donc, d'apr~s (8.3) que cp est holomorphe au voisinage de tout point z de D \ E  
et que l'on a, en un tel point pour tout multi-indice c~ de longueur I~1, 

ID'~o(z)l <- c(l~t)~(z, E) -j~J-~ 

I1 reste done ~t 6tablir la minoration de la partie r6elle de ~0. Soit z un point d e / 9 \ E  
v6rifiant O(z, E ) < l / 4 ;  il existe un entier k=>l  tel que l'on ait 

(8.5) 2 -k--~ < O(z, E)  ~ 2-k,. 

On note w= le point de E r6alisant le minimum de la pseudo-distance de z ~t E. Alors, 
pour chaque k, w= appartient h au moins une boule du 2-k-recouvrement de E. De 
la positivit6 de Re / / ,  on d6duit que l'on peut minorer Re q~ en ne gardant, pour 
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chaque k, dans la sommation portant surj ,  qu'une seule boule du 2-~-recouvrement, 
c'-est-~t-dire une des boules qui contiennent wz et dont on d4signe le centre par ~,,k. 
On a done 

2-k 
Retp(z) ~ ~ 'k=i2kRe 2_k+H(~z.k ' Z) 

et, pour tout k, 
IH(G,k, z)[ ~ 0(G,k, z) --<_ K[2-k+2-k-] ,  

done, pour tout k, k<=k~ 

IH(G,k, z)l <= K2 -k+l. 

On d6duit de l~t qu'il existe une constante c>0 ,  telle que, pour tout z de / ) \ E  
v6rifiant O ( z , E ) < l / 4  et tout k, k<=k, o n  ait 

2-k 
Re -> c. 

2-a+H(~z,k,  z) -- 

Toujours d'apr6s la positivit6 de Re H, on a, si on note [x] la partie enti6re de x 

k. ~k r> C kz,~[kd2]. Re q~(z) => c Zk=tkd~l = T 

De (8.5), on d6duit que 
1 

Ic~ ~ log O(z, E)  et 2tk,12 ] = co[0(z, E)] 

oh co(x) tend vers +~o lorsque x tend vers 0, d'apr6s la d6finition de la suite (2k). 
Cec i  ach~ve la preuve de la proposition 8. 

9. Th4or~me. Soit D u n  domaine bornd strictement pseudoconvexe de C" et E 
un sous-ensemble fermd de 01) vdrifiant la condition de Carleson 

Alors. il existe une fonction L de AC*(D). nulle seulement sur E. telle que. en outre. E 
soit l'ensemble des zdros communs tt L e t  d toutes ses ddrivdes. 

De plus. pour tout t/. O c t / <  1. il existe une fonction L ,  de A*~(D). nulle seulement 
sur E. v&ifiant les propridt~s suivantes 

a) D~Ln(z)=O. pour tout multi-indice Gr et tout z de E. 
b) pour tout multi-indice or. il existe une constante C(I~tl) telle que. pour tout z 

de D'~E, on ait 
IO~Z,(z)l <-- C(Iml)~(z. g) -~l~', 

e) pour tout z de D \ E ,  lim~-,o L~(z)=l .  
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Preuve. Soit ~p la fonction introdtfite dans la proposition 8; alors, si on pose 

L (z) = exp ( -  cp (z)). 

L e s t  holomorphe dans D, de classe C ~ dans D \ E .  
En appliquant une formule de d6rivation des fonctions compos6es, on v6rifie, 

comme dans [8], que, pour tout multi-indice a, il existe une constante C(lal) telle que, 
pour tout z de D \ E ,  on air 

IL(z)[ 
tD'Z(z)l ~- C(l~l) e(z, E) ~j~l 

et, de l/t, d'apr~s le conclusion a) de la proposition 8, 

ID'L(z)I <= C(l~l)[0(z, E)] ~t'~='~'-~l'j 

On en d6duit alors que L se prolonge en une fonction de A**(D) nulle seulement sur 
E et dont toutes les d6riv6es s'annulent sur E. 

Soit r/, 0<~/< 1, on pose 

L,(z)  = exp ( -  ~/q~ (z)). 

Puisque, pour tout z de ~ D \ E ,  Re ~o (z) est strictement positive on d6duit de ce 
qui pr6c6de que les conclusions a), b), et c) du th~or6me sont v6rifi6es. 

10. Remarques. (a) Le thdordme 9 reste vrai dans un cadre plus g~n~ral que celui 
pr~sent~ ici. En effet, la preuve de la proposition 8 ne n~cessite pas de fafon essentielle 
l'hypothdse de stricte pseudoconvexit~ de D. 1l suffit qu'il existe une fonction H apparte- 
nant d C**(V, ~ (Dp) ) et une pseudodistance 0 sur OD telle que Re H(~, z) soit positive 
ou nulle pour tout (~, z) de OD >(D et qu'il existe 6 ~= 1 telle que, pour tout (~, z) de 
~D X D, l'on ait 

O(ff, z) ~ << In(c, z)] << 0(r z). 

(b) Le thdor~me g g~n~ralise & C", n:~ l, un th~or~me connu dans le cas du disque 
unit~ duplan complexe [3], [14], [17], [19] et amdliore un rdsultat de A. M. Chollet 
[7], [8]. En effet, d'apr~s la proposition 5 de Fappendice, la condition de Carleson 
f~N,(E)de<o~ est ~quivalente d 

(10.1) 

L 1 L 1 D l ~ 1 7 6  si n =  1 e td  o Q(~,E)n- z da(~)<~o si n > l .  

a d~signe ici la mesure superficielle sur dD et l'on considkre l'espace de nature homog~ne 
(OO, O, a). 

(c) Soit F une sous-varidt~ de ~D, de classe C a et de dimension rdelle p dont 
l' espace tangent n'est situ~ en aucun point dans l'espace tangent complexe it ~D. Soit 
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o r la mesure superficielle sur F. Alors (r ,  ~, err) est un espace de nature homog~ne. 
p+l 

L'hypoth~se de transversalitO de T(F) intervient ici pour assurer que l'on acr r (Br) ~ r 
et que la distance euclidienne et la pseudodistance sont dquivalentes le long de F, si F 
est une courbe, Alors, soit E un sous-ensemble compact de F, d" apr~s la proposition 5 de 
l'appendice, la condition de Carleson est dquivalente d 

1 
(10.2) fr log d((,  E) dar(O < o% si p = 1, 

1 
et d f r o(~, E) (p-I)r dar(~) <~ s i p  > 1. 

11. Th6or6me. Soit D un domaine bornd strictement pseudoconvexe de C" gt 
frontidre de classe C oo et soit F une courbe de classe C ~ sur OD dont la tangente n'est 
situ$e en aucun point dans l'espace tangent complexe ~ OD. Soit E un sous-ensemble 
compact de F, alors la condition de Carleson 

est n~cessaire et suffisante pour que E soit l'ensemble des z(ros d'une fonction L de 
A~~ telle que, de plus. E soit l'ensemble de z6ros communs dt L e t  ~ toutes ses d~riv~es. 

Preuve. I1 s'agit lh d'une consequence de la proposition 4, de la remarque 10c) 
et du th~or~me 9. 

Applications ~ l'interpolation 

12. Dans eette partieles hypotheses faites sur la fonction r d6finissant D sont 
ceUes du paragraphe 6. Soit p usa entier sup6rieur ou 6gal ~ 1 et soit ?: [ -  1, 1] p ~ OD 
une sous-vari6t6 de classe C *~ de OD dont l'espace tangent en chaque point n'est pas 
situ4 dans l'espace tangent complexe ~t OD. Pour tout w de OD, respace tangent 
eomplexe T~(OD) peut 8tre identifi6 au sous espace complexe 

. Or "w) z 0}. {z~C"; Zj=l-~-l( j= 
La condition sur la sous-vari6t6 T se traduit done par la propri6t6 

(12.1) Or ne s'annule pas sur l'espace tangent ~ ?, ou encore, compte-tenu du fait que 
dr s'annule sur l'espace tangent ~t V, 

(12.2) Im Or ne s'annule pas sur l'espaee tangent ~t 7. 
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13. Dans toute cette 6tude, il faudra distinguer le cas des courbes de celui des 
vari6t6s de dimension sup6rieure et donc &ablir des lemmes et des propositions sp6ci- 
fiques. 

14. Lemme. Soit 7: [ - 1 ,  1]-*~D une courbe de classe C ~ de OD dont la tangente 
en chaque point n'est pas dans l'espace tangent complexe ?l ~D. 

Soit E un sous-ensemble compact de 7 ( ] - 1 ,  I [ )=F .  11 existe un voisinage ouvert 
0 de E dans C n, une constante C>O et une application zc de 0 sur Fc~O de classe 
C ~ tels que 

a) si z appartient d FnO,  on ait r~(z)=z, 
b) pour tout z dans Oc~D et tout t clans [ -1 ,  1], on ait 

(14.t) I~(0-~(z ) l  ~ ~(r(0, ~(z)), 

(14.2) [H(~(t), z)[ _~ C[o(r(O, n(z))+O(zc(z), z)]. 

Preuve. On pose ~( t , z )=ImH(~( t ) , z ) ,  t E l - I ,  1], zEDp. Si z appartient 
~tF, il existe une unique valeur de t dans [ - 1 ,  1], not6e t z, teUe que z=~(tz); on a 
alors 

~(t~, z) = 0. 

De plus, on d6duit alors de (6.3) que l 'on a 

0--~- Im H(?  (t), z) = Im (dcH(?(t), z), ? ' (0)  = Im (~r ? ' (0)  
Ot 

et done, de la propri~t6 (12.2) de la courbe, qu'il existe une constante b l > 0  telle 
que, pour tout z de F, on ait 

(14.3) I ~  ~(t~, z)l ~ b~. 

On peut done appliquer le th6or~me des fonetions implicites h la fonction ~(t,  z). 
I1 existe un voisinage ouvert O de E dans C ~ et une application p de O dans [ -  1, 1] 
de classe C ~ telle que l'on ait 

(14.4) ~(p(z), z) = 0 pour tout z de O, 

(14.5) p(z) = t~ pour tou t  z de Fc~O. 

On note rc l'application d6finie par ~r(z)=?(p(z)); quitte ~t r6duire O, c'est une 
application de classe C ~ de O sur Fc~O. 

Pour tout z de O, un d6veloppement de Taylor de 3(t,  z) au voisinage de t=p(z) 
conduit, d'apr~s (14.4), 

(14.6) ~(t,  z) = [t-p(z)] ~ ~(p(z), z)+O[t-p(z)]  2. 
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On peut r6duire O en sorte que, d'apr6s (14.3), on ait pour tout z de O, 

a Z(p(z), z) bl 
(14.7) -if/- >= --~--. 

On d6duit alors de (14.6) et (14.7) qu'il existe une constante ~/>0 telle que 
] t -p ( z ) l<~  implique I~(t, z)l>>lt-p(z)l. On a clairement, par ailleurs, [~(t, z)l<< 
I t -p(z) l .  De la r6gularit6 de 7, on conelut done qu'il existe une constante ~/'>0 
telle que, pour tout z dans O e t  tout t dans [ - 1 ,  1] v6rifiant [?( t ) -z[<r / ' ,  on ait 

lira H(7(0, rc(z))[ ~ lT(O-r~(z)l 
et done 

(14.8) [H(7(t), 7r(z))] ~. [v(t)-rc(z)[. 

Pour tout z dans O e t  tout t dans [ - 1 ,  1] v6rifiant [7(t)-rr(z)[=>t/' l'6quivalenee 
(14.8) est trivialement v6rifi6e ear H(~, z) ne s'annule que pour ~=z,  si (~, z) appar- 
tient it ODX D, d'apr~s (6.2). 

On a donc, en utilisant (6.2), pour tout z dans O e t  tout t dans [ - 1 ,  1], 

(14.9) 17(t)-rr(z)l ~ IH(7(t), n(z))] ~ 0(7(0, n(z)). 

On d6duit, par ailleurs, des propri&6s de H et de rc que l 'on a, pour tout z dans 
O n D ,  

(14.10) 
I=(z)-zi,-~(z) >> Re ~(~(z). z) = [n(~(z). z)[ >> a(~(z). ~) >> l=(~)-ze-r(z). 

On a aussi, pore" tout z dans OnD et tout t dans [ - I ,  I] v6rifiant 17(t)-z}<o', 

IH(~ (t), z)[ >> ]Im H(~(t), z)l + R e  H(7 (t), z) >> 17(t)-=(z)l + l e ( t ) -z l~-~(z )  

> >  Iv(t) - ~  (~)l +In(z) - z l ~ - 2  Ir ( 0 - ~  (z)l 1~ ( z ) - z l - r ( z ) .  
Quitte h r6duire O, on obtient, pour tout z dans O n D  et tout t dans [ - 1 ,  1] 

v6rifiant 17(t)-zl<,7" 

(14.11) [H(r (t), z)] >> lr (t) - rc (z)] + rz (z) - zl ~ -  r (z) 

c'est-~t-dire, d'apr6s (14.9) et (14.10), 

(14.12) [H(r(t), z)[ >> q(r (t), u (z) )+e(u(z) ,  z). 

Ici encore, on remarque que si l 'on a [v(t)-zl>=~l ", l'in6galit6 (14.12) est triviale- 
merit v6rifi6e ce qui ach6ve la preuve du lemme 14. 

Lemme 15. Soit un entier p > l .  Soit ~: [ - 1 ,  1]P-OD une sous-varidtd de 
classe C ~ de OD dont l'espace tangent en chaque point n'est pas dans l'espace tangent 
complexe d ~D. Soit E un sous-ensemble compact de 7( ] -1 ,  I[P)=F. 1l existe un 
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voisinage ouvert 0 de E dans C n, une constante C > 0  et une application rc de 0 dans 
Fc~O de classe C ~ tels que 

a) si z appartient ~ Fc~O, on ait r~(z)=z, 
b) pour tout z dans Oc~D et tout t dans [ - 1 ,  1] p, on air 

z)r z)]. 
Preuve. Comme dans la preuve du lemme 14, on pose ~3(t, z )=ImH(~( t ) ,  z), 

t ( [ - 1 ,  1] p, z (Dp.  Si z appartient ~ F, il existe une unique valeur de t dans [ - 1 ,  1] p, 
notOe tz, telle que z=~,(tz). On a alors 3(G,  z)=0.  Des propriOtOs de H e t  de l'hy- 
poth~se (12.2) faite sur la sous-vari~t6 F, on dOduit qu'il existe une eonstante bp>0 
telle que, pour tout z de F, on ait 

IId,~(t,, z)ll >= bp. 

De la r6gularit6 de ~, on d6duit qu'il existe t />0  et un ouvert O de C n eontenant E 
tel que, pour tout z dans O et tout t dans [ - 1 ,  1] p v6rifiant lv(t)-zl<rt, on ait 

(15.1) IldtZ(t, z)l[ --" ~ - .  

Pour tout z dans O, on note W~={tE[-1,  1]P; Ir(t)-zl<n}. Alors, quitte h 
r6duire t /e t  O, {tEW~; ~(t,  z)=0} est une sous vari6t6 de dimension p - 1  de I.V~. 
On la note N~. On pose R(t, z ) = R e  H(y(t) ,  z), t ~ [ - 1 ,  1] p, z~Da. On d6duit des 
propri6t~s de Re H que l'on a 

(15.2) R(t~, z) = 0 dtR(t , ,  z) = 0, si zEF, 

et qu'il existe une constante C~ teUe que, pour tout zEF et tout t de [ - 1 ,  1] p, 

(15.3) R(t,  z) ~= C~lt- t , l  ~. 

De l~t, quitte ~t r6duire O et ~/, on d6duit que la restriction de R(t,  z) ~ N,  admet un 
minimum absolu unique en un point not6 p(z). 

On remarque que, si z appartient h Fc~O, on a alors p(z)  = t, et que la fonction 
z-*p(z)  est une application de classe Coo de O dans [ - 1 ,  1] p. 

On note n l'application d6finie par n(z )=7(p(z ) ) .  Quitte ~t r6duire O, e'est 
une application de classe Coo de O dans F n O  qui v6rifie rc(z)=z, pour tout z de 
F n O .  

On a, pour tout z dans 0 et tout t dans [ - 1 ,  1] p, 

~(t ,  ~) = ~(p(~), ~)+d,~(p(~),  ~ ) ( t - p ( ~ ) ) + o ( I t - p ( z ) l g .  

Or 
I1 existe done une constante C,:~O telle que, pour tout z dans 0 et tout t dans 

[ - 1 ,  1] p, on ait 

(15.4) I~(t, z)l ~- Id, Z(p(z), z)(t-p(z))l-C2lt-p(z)[ 2. 
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On a, par ailleurs, une autre minoration 3 (t, z). En effet, 

(15.5) ~(t ,  z) = ~(t,  zc(z))+[~(t, z)-~( t ,  ~(z))], pour tout (t, z)E[-  1, 1]P• 

Si on note 

(15.6) 

on v6rifie que l'on a 

A(t, z) = ~(t, z)--~(t ,  r~(z) 

A(p(z), z )=  0). 

De plus, compte tenu de la r6gularit6 de ~, il existe une eonstante C3>0 telle que 
l 'on ait, pour tout ( t , z )E[ -1 ,  l iP•  

]ld, A (t, z)][ =< Ca l z -  zc(z)l. 

La formule de Taylor appliqu6e ~ A(t, z) au point (p(z), z) conduit, pour tout 
( t , z )E[ -1 ,  1]PXO, ~t 

(15.7) Ia(t, z)l <= C81z-~(z)l It-p(z)l <= C3[Iz-~(z)l~ +lt-p(z)l~]. 

On d6duit done de (15.5), (15.6) et (15.7) que l 'on a, pour tout (t, z ) 6 [ - l ,  l iP•  

(15.8) ]~(t, z)l >= !Z(t, •(z)) I -Ca[lz-~(z)]2 + [t-p(z)[2]. 

On se propose maintenant de minorer R(t, z). On ~crit, pour tout (t, z ) E [ -  1, 1]~• O, 

(15.9) R(t, z) = R(t, zt(z))+[R(t, z ) -R( t ,  n(z))]. 

De la propri6t6 (6A) de Re H, on d6duit qu'il existe une eonstante C4>0 telle que 
l 'on ait 

R(t, ~(z)) >= C, It-P(Z)[ ~. (15.10) 

Si on note 

(15.11) 

on v~rifie que l'on a 

B(t, z) = R(t, z ) -R( t ,  ~(z)) 

s(p(z) ,  z) = z) 
et d'apr~s (15.2), 

(15.12) d,B(p(z), z) = d,R(p(z), z). 

Or le point p(z) r6alise le minimum de R(t, z) en restriction ~t Nz. 
On a done une situation d'extrema li6s qui se traduit par l'existence, pour tout 

z dans O, d'une eonstante 2~ telle que l'on ait 

dtR(p(~), ~) = 2zd,~(p(~), ~). 

On remarque que, pour tout (t, z )E[ -1 ,  1]PXO, 

s(t ,  - 0. 
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On en dMuit done qu'il existe une eonstante C~>O telle que l'on ait, pour tout 
(t, z)C[-1,  l ] 'XO,  

lld,~(t, z)ll <- C~lz-~(z)l, 
lld~,,S(t, z)11 <- C~ l z -  ~(z)l. 

Ceci implique, en utilisant (15.1) et (15.12), qu'il existe une constante C8>0 telle 
que l'on ait, pour tout z dans O, 

I&=l <= C~lz-~(z)l, 
et aussi, en appliquant la formule de Taylor ~t B(t, z) au point (p(z), z), 

nit, z) >- R(p(~), z ) -C~lz -  rc(z)l [d,Z(p(~), z ) ( t - p ( z ) ) I - C d z -  ~(z)l l t-p(z)l  2 

et done, d'apr~s (15.9) et (15.10), 

(15.13) R(t, z) >- C41t-p(z)l~+R(p(z), z)-Cnlz-~(z)l [d,Z(p(z), z)(t-p(z))[ 
- C5 [z - r~ (z)[ It - p  (z)[ 2. 

Pour minorer ]~/(r(t), z)] on 6erit, pour tout z dans Oc~D et tout t dans [ - 1 ,  lip 

1 
(15.14) [H(y (t), z)[ -> (d+e)[~(t, z)[ + - - ~  R(t, z) 

1 
avee 0 < d ,  0 < e  et d+e <-~. r 

On utilise (15.4), (15.8) et (15.13) en minorant dans (15.3) R(p(z),z) par 
l m 2 R(p(z), z)+.-f ]r~(z)-z],  ce qui est justifi6 d'apr6s (6.1). On obtient alors, pour 
2 
tout (t, z )E[ -1 ,  1]P• 

[H(r(t), z)] => 2@R(p(z), z)+elZ(t, rc(z))] 

m 

[a - c "  tz-~(~)l]. +]r z)(t-p(z))[ [ f f  

.<1 
On peut ehoisir d et e v6rifiant d>0 ,  e > 0  et d+e=-l--~ et r6duire O en sorte 

clue tousles crochets figurant dans cette somme soient strictement positifs. On obtient 
alors qu'il existe une constante C~>0 telle que l'on ait, pour tout (t, z ) 6 [ - I ,  1]P• 
(oc~B), 
(15.15) {H(~(O, 81 -~ c,[R(e(~), ~)+ l~(t, ~(~))1 +lt-p(~)l*]. 
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Compte-tenu des propri6t~s de p(z) et de H, on a, pour tout t dans [ -1 ,  1] vet  tout 
z dans O:~D, 

R(p(z), z) = Re (~(z), z) = [n(~(~) ,  z)[ ~ 0(~(z) ,  z) 
et 

l.~(t, zr(z))]+lt-p(z)l ~ ~ [H(v(t), z~(z))l ~ Q(7(t), z:(z)). 

Ceei, d'apr~s (15.15), 6tablit le lemme 15. 

16. Corollaire. Sous les hypotheses des lemmes 14 et 15, avec les m~mes nota- 
tions, on a 

IH(,~(z), z) I ~ ~(z,~(~)) ~ e(,r), pourtout zCO:~D. 

Preuve. La premiere ~quivalence n'est autre que (6.2). La deuxi~me sa d~duit des 
in6galit6s (14b) et 15b). En effet on a 

inf [H(y(t), z)[ >> Q(n(z), z) >> Q(z, F). 
t E [ - I ,  IIp 

On conclut en utilisant h nouveau (6.2). 

17. Dans la suite, E 6rant un sous-ensemble compact d'une sous-vari6t6 F de 
OD, pour 6tablir rexistence d'une fonction q/ qui permette l'interpolation, on est 
amen6 ~t distinguer deux cas selon la dimension de F. C'est robjet des propositions 
18 et 19. 

18. Proposition. Soit ~: [ -1 ,  1] ~igD une courbe de OD dont la tangente en 
chaque point n'est pas dans l'espace tangent complexe ~ OD. Soit E un sous-ensemble 
compact de ?( ] -1 ,  1D=r v6rifiant la condition 

08.1) f :  N~(B, n E )  d~ << r (log 1]r +O(l))  

pour tout r, 0<r<_-I et route boule B, de rayon r centrde sur OD. Alors il existe une 
fonction ~ holornorphe au voisinage de tout point de D~E,  de partie r~elle stricternent 
positive dans D \ E  qui v~rifie les estimations suivantes 

1 
a) Re ~b (z) >> log Q(z, E) +O(1), pourtout z de D \ E ,  

1 
b) Reff(z)<<log Q(z, F) +O(1), pour tout z de D \ F ,  

c) ID~(z)l  <:C(I~I)Q(z, E)-I~I-1, pour tout multi-indice ~ de longueur [~[ et tout 
z de D~E. �9 

Preuve. La condition (18.1) implique la condition de Carleson (8.1), h savoir 
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qui s'~crit encore 

(18.2) ~ = 1 2 - k N 2 - k ( E )  < o~. 

Soit ~ la foncfion d6finie sur D par 

.5,NZ_~(E) 2 -k 
(18.3) g,(z) = Z ~ = I ~ j ~ I  2-~+H(~j,k, z) 

off, pour chaque entier k, (~,k), J =  1, ..., Nk=N2_k(E) d6signe la suite des centres 
des boules B.hk, j =  1, ..., Nk =N~_k(E) d'un 2-k-recouvrement de E. On sait que, 
par d6finition, ~j,k appartient ~ E. On v~rifie, comme dans la preuve de la proposition 
8, que ~b est holomorphe au voisinage de tout point de D \ E ,  de partie r6elle stricte- 
ment positive dans D \ E  et satisfait les estimations a) et c) de la proposition. On se 
propose d'obtenir l'estimation b). On a, pour tout z de ~ \ F ,  

2 - k + R e  H(( j  k, Z) 
Re~O(z)~ ~ 97 k S  ' ~  

L.Uk=l-- ~--J/=1 12-k+H(~hk, Zl)~ " 

De l~t, si on suppose z dans O e t  O(z, n(z) )<  1, on a, en utifisant les propri&6s de H 
et (14.2), 

Re ~(z) << .~;=x 2-k ~ 'Nk 2--k'bl(j'k--Zl2--r(z) 

ou encore 

Req,(z)<< ~ -  2 -k 5 ~N~ 2-~+l(J'k-rc(z)l~+lrc(z)-zl2-r(z) 
~=~ - J = ~  2 -~+Q(Cj ,~ ,  ~ (~ ) ) '+0 (~ (~ ) ,  ~)~ 

En utilisant (14.1) et l'in6galit4 [~(z)-z]~-r(z)<-e(,~(z), z) on a 

Rer << Z/=I 2-k u~ 2-k+0(( j ,k ,  ~(z))~+0(~(z), z) 
Z j=l 2-~k+0(~i,k, n(z))~+Q(z(z), z)2 

et donc, ~ l'aide de (18.2), 
2 - k +  0(re(Z), z) 

Re r  << O (1) +Z~L~ 2 -~ z ~ ,  2-2k+0((j,k, n(z))"+ O(n(Z), z) ~ 

2--2k 
(18.4) Re~O(Z)<<O(1)-k-Z2_~,~O,(z),~:)ZjNkI 2_2k + O(n(Z), ~l,a)~ 

~k 2 - ~ (~ (z), z) 
+ Z,-~(~(~,=~ Zj=~ e(.(~), ~),+ e(~(z), ~,~)' " 

Soit S~ et $2 les deux s&ies intervenant dans cette in6galit& On se propose de majorer 
tout d'abord Sa. Pour cela, on note, pour k et I entiers positifs, 

A,,k = {j; 2'2 -k -< O(n(z), r ~- 2'+~2-~} , 

B~,k = {j;  0(~z(z), ~/,k) <-- 2'2--k}, 
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et card Al, k [resp. card Bl, k] le cardinal de Az, k [resp. Bl, k]. On a alors, en utilisant 
(14.1) et en remarquant  que les ~,k sont situ6s le long d 'une eourbe ~t une distance 
mutuelle au moins 6gale ~t 2 -k, 

eardB~.k<< 2 t et cardA,,k <- cardBt+~,k. 
De l~t 

Sl<<TZ2-k~_q(n(z),z)(ZJs163 1 122V) 

<< Z~-k~ q(.(~), ~) (card Bo, k + Z~~ 1 + 2 ~l 

2/+1 ) 
1 + 2 ~l 

1 
(18.5) $1 << ~'~_k~_ Q(n(,),z) 1 << log Q (~r (z), z)" + O  (1). 

Pour majorer $2, on note, pour k et 1 entiers positifs, 

C,,k = {j;  2 'e(n(z),  z) < Q(u(z), (j,k) <- 2'+~Q(rC(Z), Z)}, 

o,,~ = {j; ~(~(~ ,  ~J.3 ~= 2'Q(~(~), ~)}. 
On a 

(18.6) cardD,,k <= N,-k(B,~(,,(z),,)c~E) et card Cz, k <= cardDl+l , ,  

et done 

1 [~'2_k<o(~(~),z) 2-kDo, k ,~=o2-kcardD,+~,k]. s~ << e(~(~), z) +Z~-~<~(.(.),.) l +2  3, 

On majore $2 en rempla~ant 
2-~ 

~-~<q(~(~) , , )~=o 1+2  zl cardDl+~,k par 

1 k 
~*=0 lq52~i-~2-~<~'q("(')'')2-- eardDt+l,k, 

on utilise ensuite l 'hypoth5se (18.1) et (18.6) pour remarquer que, pour  tout  l, on a 

[ 1 ] 
~2_k<~,o(=(=),z ) 2-keardDt,  k <= 2'0(u(z),  z) log 2'0(U(z), z) t-O(1) . 

2 ~ 1 
On a done, puisque Z ~ l l ~ l O g - ~ < ~ ,  

1 
(18.7) $2 << log O(rc(z), z) +O(1). 

On ddduit de (18.4), (18.5) et (18.7) que, pour tout  zEB\F, on a 

1 
Re ~b(z) << log Q(u(z), z) +O(1) '  
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ce qui aeh[ve la preuve de l'estirnation b), d'apr& le eorollaire 14. La proposition 18 
est done &ablie. 

19. Proposition. Soit un entier p > l .  Soit y: [ - 1 ,  1]v-~OD une sous-vari~t~ de 
classe C ~ de OD dont l'espace tangent en chaque point n'est pas dans l'espace tangent 
complexe ~ OD. Soit E un sous-ensemble compact de 7(] -1 ,  l[V)=F v&ifiant la 
condition 

(19.1) f o N~(B, c~ E) de << It 

pour tout r, O < r ~ l  et toute boule B r de rayon r centr3e sur OD. Alors, il existe une 
fonction ~b holomorphe au voisinage de tout point de D \ E ,  de partie r3elle strictement 
positive dans D \ E  qui vdrifie les estimations suivantes: 

1 
a) Re ~(z)>>log +O(1), pour tout z de D \ E ,  

O(z,E) 
I 

b) R e ~ ( z ) < < l o g -  t-0(1), pour tout z de D \ F ,  
e(z, r) 

e) [D'~(z)[<<Q(z, E)-I ' l-1,  pour tout multi-indice o~ de longueur Io~[ et tout z de 
O\E. 

Preuve. On d6finit, eomme dans la preuve de Ia proposition 18, Ia fonetion ~9 
par 

~(Z)  : -r-ak=l ~,aj=l 2-k+H((j ,k ,  z ) '  

avee les memes notations. Seule, diff~re la preuve de l'estimation b )que  l'on 
d~veloppe maintenant. 

On a pour tout z ~ D \ r  

Re ~9 (z) .~;=1 2-k Nk 2-k + Re H(~J'k' z) 
<-- Z j=I  12-~+Lr(~j,~, z)l~ 

Done, en utilisant le lemme 15, si zes t  dans O et si on suppose O(n(z), z)<  1, on a 

Re~(z)<< ~ '~  2 -k ~ , N ~  2-k+ReH(~j ,k,  Z) 

On utilise maintenant les propri6t6s de Re H e t  de la pseudodistance 

Re H(~j,k, z) << l~j,k--Z]~--r(z)<< [~j,k--n(z)l~+ I~(z)--z[~--r(z) 

<< o(~(~), ~J,3+Q(~(~), z). 
On a 

Re~(z )<<  x'~ o-a x,N~ 2-k+Q(~(z) ,  Z)+0(~(Z),  (;,k) 
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et donc 
1 

(19.2) Re ~b (z) << ~ = ~  2 -~ ~ , ~ 1  
2-k+0(~(z) ,  ~)+Q(~(z),  Cj,~) " 

Ici encore, on note 

C,,k = {j ;  2te(n(z), z) < Q(lr(z), Cj, k) <= 2'+~e(zc(z), z)}, 

D,.~ = {j; ~(= (z), r <: 2' ~(=(z). ~)}, 
et on a 

(19.3) card Dr, k ~- N~-~ (B~,~o,(=), ~) o E). 

On d6duit de (19.2) 

( card Do k L. card Ct, r, 
R e $ ( z )  << Z~*=l 2-k 1 ,2_k+0(n(~,  z) + 2 , = 0  2-k+2tO(rt(z),z))" 

1 
Ici 2tzQ(z, =(z)) est 6quivalent ~ 1 ce qui implique L.<<log O(rc(zk--~+O(1),.., 

car D est born& 
On integre par parties la somme portant sur l; on obtient 

~.o 9_ ~ ~ ,L=  2t0(n(z), z) cardDt k+O(1). 
Re~,(z)<<~..~k=l_ ~-~l=x 2-2k+22,O(rc(z), z)2 

On 6change les sommations et on coupe la somme sur k en deux parties 

Re ~ (z) << Z/L..: 1 210 (7~ (g), z) (Z~-k<:2tl?(n(z), z) + Z2-k_~ 2lQ(n(z), z)) +O (1) 

c'est.~t-dire 

(19.4) 

avec 

Re ~(z) << ~t+2~2+O(1) 

1 
Zl = 2/=Zl 2l~(7~(Z), ,7,) 22-k<210(~(z)'z) 2-k card Dt, k. 

Mais d'aprbs (19.3) et l'hypoth~se (19.1), on remarque clue, pour tout l, on a 

z~ 2-~< 2,~(~(~), ~) 2 -  ~ card Dr, k << 2Z e (n (Z), Z), 
et done 

(19.5) 
1 

zl << L, << log e(~(z), z) +o(1).  

L, 

mais ici card Dr, k est major6 par une constante absolue. En effet, on compte dans la 
boule de centre re(z) et de rayon 2ZO(z, re(z)) des points 6cart6s d'une distance sup6ri- 
eure ~t son rayon [9]. 
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De plus 

On a done 

(19.6) 
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1 
272 << L= <<log Ql, t)-'rt'z', z') +0(1) .  

De l~t, d'apr~s (19.4) et (19.5), on d6duit que pour tout  z dans O m ( B \ F ) ,  v6rifiant 
0 ( n ( z ) , z ) < l ,  on a 

1 
Re ~b (z) << log O (r~ (z), z)  + O (1). 

Ceei aeh~ve la preuve de la proposition 19. 

20. Proposition. Soit E un sous-ensemble compact d'une sous-varigt~ M de OD 
totalement r&lle. On suppose qu'il existe un ouvert 0 de C n contenant E tel que 

a) pour tout entier p, il existe une fonction Fp de AP(D) de classe C* dans D \ E  

vdrifiant 

(20.1) Fp(z)=O si et seulement si z appartient d E, 

(20.2) pour tout multi-indice o~, [~[<-p, et pour tout z de E, D~Fo(z)=O, et, plus prd- 
cisdment, pour tout multi-indice cr il existe une constante C(I~[) telle que l'on 
ait, pour tout z de D \ E ,  

[Z Fp(z)l _-< 

(20.3) il existe deux constantes Cp et C'p strictement positives telles que l'on ait, pour 
tout z de DmO, 

IF (z)I -> C O(z, M)%,  

b) pour tout ~I, 0<~/<1,  il existe une fonction L~ de A*~(D) v&ifiant 

(20.4) L~(z)=0 si et seulement si z appartient gz E, 

(20.5) pour tout multi-indice ~ et tout z de E 

D ' G ( z )  = O, 

(20.6) pour tout z de B \ E ,  lim~. 0 L , ( z )=  1, 

(20.7) pour tout multi-indice ~, it existe une constante C([~[) et un entier q(l~[), ne 

d~pendant pas de ~1 tels que ron ait, pour tout z de D \ E ,  

ID G(z)[ <= 

alors E est un ensemble d'interpolation d'ordre infini pour A~(D). 
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Preuve. On reprend ici des id6es d6jh d6velopp6es dans [5]. Soit g une fonction 
de classe C ~ dans C n dont le 3 s'annule ~t l 'ordre infini sur E; on se propose de 
montrer tout  d 'abord que, pour chaque entier p_~0, il existe une fonction Gp de 
A~'(D) telle que, pour tout multi-indice a v&ifiant Ia]~_p, on ait 

(20,8) D~G~,=D~g sur E. 

On sait [12] qu'il existe une fonction g ~t support compact de classe C'* dans O 
telle que 

(20.9) 0g = 0, h l 'order infini sur M, 

(20.10) le jet d'ordre infmi de g soit 6gal au jet d'ordre infini de ~ sur E. 
Soi tp  un entier positif et up la (0.1) forme 0-ferm6e d6finie dans D par 

/ ' /P-- Fp 

Des propri&6s de Fp et de (20.9), on d6duit que up se prolonge en une forme de classe 
Coo dans O et done [13] qu'il existe 

La fonetion 

une fonction hp de classe CO* dans B telle que 

~hp = up. 

G = ~+hpFp 

appartient ~ A p (D) et v&ifie d'apr6s (20.2), pour tout multi-indice r l~l~p, 

ce qm 6tabl/t (20.8), d'apr~s (20.10). 
On pose 

H,, = G+I-G. 

Hp appartient done h AP(D). C'est, de plus, une fonction de classe C ~ dans D \ E  
qui s'annule h l 'ordrep sur E. On assoeie h Hp la famille de fonctions Hp,, d6finie par 

= L,H,. 

Hp,, appartient ~t Am(D) et s'annule ~t l 'ordre infini sur E. Des propri4t~s de Hp 
et de (20.7), on d6duit qu'il existe p0>0  et une fonction k croissante sur {hEN, 
n>-po} ~ valeurs enti~res tendant vers + oo tels que, si on note p*=k(p ) ,  pour tout 
P>=Po, la famille (Hp, n), soit born6e dans CP*(D) done relativement compacte dans 
CP*-a(B). De lh, en utilisant (20.6), on d4duit qu'il existe une suite (~/,),cs tendant 
vers 0 telle que la suite (Hp, , ) .  converge vers Hp dans C: -~( / ) ) .  Pour tout p sufi- 
samment grand, il existe done t/(p) tel que 

1 
l]n~,z.o,)--Hpll < ~- p*--2 ~--- 



52 Jacques Chaumat et Anne-Marie Chollet 

On consid~re maintenant la s6rie 

ZT=o (H.- 

Pour tout m ( N ,  cette s6rie converge dans C,,(D). Puisque les fonctions tIp,~(p) 
appartiennent ~ A=(D), cette s6rie d6finit une fonetion de A=(D), not6e G. Sur E, 
pour tout p, le jet jusqu'~t l'ordre p de G est 6gal au jet jusqu'~t l'ordre p de G~, 
done de g. Ceci 6tablit que les jets d'ordre infini de Get  de g sont 6gaux sur E done h 
proposition. 

21. Th~or~me. Soit D u n  domaine bornd strictement pseudoeonvexe de C" gt 
fronti~re de classe C "~ et soit F une courbe de classe C ~ sur 019 dont la tangente n'est 
situ~e en aucun point dans l'espace tangent compIexe gt OD. 

Un sous-ensemble compact E de F est un ensemble d'interpolation d'ordre infini 
pour A*~ si et seulement si il existe deux eonstantes C et C', strictement positives, 
telles que, pour tout r, 0 < r ~  1, et toute boule B~ de OD de rayon r centr~e sur E, 
on air 

(21.1) f'o N~(B,c~ lO d~ <= Cr l o g l +  c 'r .  
P 

Preuve. La condition (21.1) est dairement 6quivalente ~ la condition (5.1) de 
la proposition 5, eompte-tenu de la proposition 3 et de la remarque 4 de l'appen- 
dice. 

On consid6re eomme espace homog~ne la conrbe F munie de la mesure lin6aire 
et de la distance euelidienne d. On sait en effet d'apr6s (14.1) que, le long de la courbe 
F, la distance euclidienne d et la pseudo-distance 0 sont 6quivalentes. 

La n6eessit6 de la condition (21.1) fait done l'objet de la proposition 5. La suffi- 
sance est une consequence du th6orbme 9 et des propositions 18 et 20. En effet F 
est totalement r6elle; done si on eonsid~re, pour tout entier p, la fonction Fp(z)= 
exp ( - k (p )~ ( z ) ) ,  off ~ est la fonction introduite dans la proposition 18, on peut 
choisir un entier k(p) sufisamment grand pour que la condition 20a) soit v6rifi6e. 
Quant ~ la condition 20b), elle est satisfaite d'apr~s le th6or~me 9. 

22. Remarque. Le thdor~me 21 est l'extension naturelle aux eourbes F gur OD 
dont la tangente n'est situde en aueun point dans respace tangent complexe 30D d'un 
rgsultat connu dans le eas du disque unit~ du plan complexe [1], [2]. 

23. Th~ori~me. Soit D u n  domaine borr~ .r pseudoconvexe de C" gt 
fronti~re de classe C*" et soit 1" une sous-vari~tJ de classe C ~ de OD, totalement rdelle, 
de dimension rJelle p > 1 dont respace tangent en chaque point n'est pas situJ dans 
l'espace tangent complexe d OD. 



Ensembles de z6ros et d'interpolation ~ la fronti6re de domaines strictement pseudoconvexes 53 

Soit E un sous-ensemble compact de F. On suppose qu'il existe une constante C 
strictement positive telle que, pour tout r, O<r-<l ,  et route boule B r de OD de rayon 
r centr~e sur E, on ait 

(23.1) f N~(Brc~ E)  de <= Cr. 

Alors E est un ensemble d'interpolation d" ordre infini pour A*~(D). 

Preuve. C'est une cons6quence des propositions 19 et 20. 

24. Remarque. La condition (23.1) est ~quivalente aux conditions (24.1) et (24.2) 
(24.1) pour route boule Br de OD de rayon r centrde sur E 

1 t "  da(z) 
.l ~r ~ ( z ,  E )  "-1 <<r~ 

(24.2) pour toute boule B, de F de rayon r centrge sur E 

1 
f Br ~(z, E)  ~p-1)/~ dar(Z) << r. 

Preuve. I1 s'agit 1~ d'une consequence de la proposition 3 et de la remarque 4 
de l'appendice selon que l'on consid~re comme espace de nature homog~ne (OD, ~, a) 
ou (r ,  ~, O'r). Ici a d6signe la mesure superfieieUe sur OD et ar  la mcsure superficielle 

sur F. On a bien ar(B,),~r--7. 

Remarque sur la dimension de Hausdorff 

La m6thode d6vclopp6e ici &ablit l'existence d'ensembles de z6ros et d'interpola- 
tion de dimension de Hausdorff 1.5 darts C ~, 2 darts C", n>2.  Une adaptation de 
cette m6thode utilisant un ,,empilement" de vari6t6s dont l'espacc tangent est situ6 
dans l'espace tangent complexe ~ OD ~tablit l'existence d'ensembles de z~ros et d'inter- 
polation de dimension n darts C". Ce r6sultat, en ce qui concerne les ensembles d'inter- 
polation, est le meiUeur possible darts la mesure o~ ceux-ci doivent ~tre situ~s sur des 
vari6t6s totalement r6elles de C". 

Appendice 

Les d6finitions sont celles de [9, chap. III]. 
Soit (X, Q,/~) un espace born6 de nature homog6ne. On suppose qu'il v6rifie 

la propri&6: il existe une constante a_->l telle que l'on ait, pour toute boule B, 
de rayon r pour la pseudo-distance 0, 

#(B, )  ~ r ~, pour  tout  r, 0 ~_ r < 1. 
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Soit E un sous-ensemble compact de X et 8 un r6el, 0<8_~1. On note ~ , (E )  le  

nombre minimal de boules de rayon 8 dont la r6union recouvre E. On pose Q(z, E ) =  
inf {Q (z, x) ; x~E} et E,={xCX;  r (x, E)  -<_ 8}. 

1, Lemme. La fonction N~(E) est cldcroissante et vgrifie, pour tout 8, 0 < 8 < 1 ,  

Preuve. Soit (xl . . . . .  XN~CE)) une famille maximale de points de E v6rifiant 
0(x~, x i )~8  pour j ~ i .  Si K d6signe la eonstante intervenant dans la d~finition de la 
pseudodistance, les boules B~/~(x~), i= 1 . . . .  , N~(E), sont deux ~ deux disjointes et 
leur r6union est contenue dans E~. On a done 

(1.1) N,(E) ~ <- N~(E) ~_ I~(E,). 

Soit maintenant (x3, i =  1, ..., .~(E) ,  les centres des boules de rayon 8 consti- 
, ,~(E) tuant un recouvrement minimal de E. On a E~c U~=I B~x~(x~) et donc 

(1.2)  (E3 <- 

De (1.1) et (1.2), on d6duit le 1creme et aussi 

(1.3) N,(E)  ~ ~ , (E) .  

2. Proposition. Pour tout 8, 0<8<=1, il existe une famille de points de E, 
(x~, ..., xuo(u)), vdrifiant 

a) e ( x , , x s )  >= i j ,  

b) UtT=' , E, 

e) N,(E)  ~- N, (E)  m , - ' # (E , ) ,  

d) N,(E)  est une fonction d~croissante de 8. 

Preuve. Elle reprend les iddes de la preuve du lemme 1. 

3. Proposition. Sol ~=1. Les conditions suivantes sont dquivalentes: 

(3.1) pour toute boule B~ et pour tout r 

1 f~. log ~o(z, E) dlt(Z) << r(log 1/r+O(1)), 

(3.2) pour toute boule B, et pour tout r 

f oN,(B,r~ E)d~ << r(log m/r +O(1)). 

Soi a > l .  Les conditions suivantes sont dquivalentes: 
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(3.3) pour toute boule B, et pour tout r 

1 t "  d# << r, 
J n, O(z, E) ~-x 

(3.4) pour toute boule B, et pour tout r 

f 2  N, (B, n E)  ds << r. 

Preuve. On se propose ici de d6tailler le cas ~=1.  Le cas ~>1 se traite de 
fa~on analogue. 

On peut supposer sans restreindre la g~n6ralit~ que l 'on a 

O(z,E)< 1. 
On a alors 

1 
f n ,  log Q (z, E )  d/z (z) >> z~t_~0 l# [B, ra (F_~-~\Ez-,-0] 

>> Z ~ 0  t[z (/~, n E , - , ) -V  (B, n E~-,-,)]. 

On obtient en somrnant par parties 

1 f., log eCz, E) dlt(z) >> Z,~_x#(B, oE2-O >> Zz-'~_,12K/z(B,n E2-,). 

Or, on a, pour tout r, si 2-t~_r/2K 

et donc 
E~-,nB, ~ (EnB,/~K)~-, 

1 
r e ,  l ~  0 (z, E) dl*(2) >> z~,~_,12 r I* (Ec~ B,I~K)2-, 

>> Z~-,~,/z~ 2-~ N~-, (E n B,/~) >> f'o I~x N, (E r~ B,I~a ) de. 

Ceci 6tablit que (3.1) implique (3.2). 
Dans l 'autre sens, r 4tant tix6, r<-l ,  on consid~re un enfier lo v4rifiant 2-~0~ 

r<2-1e -1. 

On a alors 

1 1 1 

<< ~,  z._~t (1 + 1)/t [B, o (Ez- : \E2-,-0] + r log 1/r << z~z-,-~_, # (B, o E2- 0 + r log 1]r. 

Or on a, pour tout r, si 2-t- l~_r,  

E2-,nS, c (EnB4K,)r,, 
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d'ofi 

1 

<< ~- ,~_~ ,  2-tN~-,(Ec ~ Bar,) + r  log 1/r << f4oK" N~(En B4x,) de+r log 1/r. 

Ceci prouve que (3.2) implique (3.1). 

4. Remarque. Dans I'dnonc~ de la proposition 3, on peut indiffdremment changer 
dans une des conditions l'expression "pour toute boule B, et pour tout r'" par "pour 
toute boule B'~ centrde sur E et pour tout r". 

Preuve. Soit ~=  1. On note (3.1)" et (3.2)' les conditions obtenues en rempla~ant 
dans (3.1) et (3.2) B, par B~. On v6rifie que  (3.1)' et (3.2)" sont simultan6ment v6ri- 
fi6es. I1 est clair que (3.2) implique (3.2)'. On suppose maintenant que (3.2)' est 
r6alis6e. Soit/3,  une boule quelconque de centre x sur X, alors, ou bien B, n E  est 
vide et donc N,(B,c~E)=O ce qui prouve (3.2), or1 bien B, n E  est non vide. Dans 
ce cas, soit z un point  de B,c~E, on a alors 

B(x, r)c~E ~ B'(z, 4Kr) c~E 
et done 

N,[B(x, r )n  E] <= N,[B" (z, 4Kr)c~ E]; 

ee qui 6tablit (3.2) puisque (3.2)" est satisfaite. 
Le cas ~>1 se traite de fagon analogue. 

5. Proposition. Les intOgrales suivantes sont simultandment convergentes 

si ~ =  1 

si ~ >  1 

1 

1 1 
f x  Q(z ,E)  "-x dg(z) et f s  N.(E)de. 

Preuve. Elle utilise les id6es de la preuve de la proposition 3. 
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