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Soit o9: R"~[0, + co[ un poids, et A,o l'espace de Hilbert ~ o9(x)dx), o ~  

d~signant la transformre de Fourier. Quand co(x)--(l+ Ixl~) s, A~ est l'espace de 
Sobolev bien connu HS(R"). Nous nous proposons ici d'rtudier le cas off o9 est ~t crois- 
sance rapide (c'est-~-dire limlxt~o Ixl-kog(x)-= + o~ quel que soit k), en comparant 
A~, aux espaces de Sobolev. 

D'emblre, trois diffrrences essentielles apparaissent. La premirre est que l'es- 
pace Ao,, quand o9 vrrifie la condition 

Log co (x) 
, + 1  r  ' 

(1 + Ixl~) -r  

est quasi-analytique ou analytique, et donc en particulier ne contient aucune fonction 
~t support compact. La comparaison avec les espaces de Sobolev perd alors route 
signification, et la plupart des probl~mes que nous nous poserons n'ont plus de 
pertinence. Nous nous limitions done au cas non quasi-analytique, supposant que 

Log o9 (x) EL l(Rn). 
n-r 

(1 + Ixl~) -r  

Cette condition n'est d'ailleurs pas suffisante pour assurer l'existence de fonctions ~t 
supports compacts clans A,~ (voir Beurling et Malliavin [1]). Nous imposerons plus 
tard d'autres conditions ~t co (pattie 1). 

La seconde diff6rence tr6s importante entre Ao et les espaces de Sobolev est que 
les dilatations (par un coefficient de module > 1) sont interdites quand le poids o9 est 
~t croissance rapide. Ce point sera pr6cis6 dans la deuxi6me partie. 

Enfin, alors que la norme dans H s petit s'exprimer directement, sans passer par 
la transform~e de Fourier, il n'en est a priori rien dans notre situation. Mais nous 
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verrons dans la troisi6me partie comment d6passer cet a priori, quand le poids o9 
est suffisamment r6gulier. Cela nous permettra, dans les parties 4, 5 et 6, de donner 
un th6or6me de trace et de caract6riser les multiplicateurs et les fonctions qui op6rent 
sur A,~, quand A,~ est une alg6bre de Banach. 

La premi6re partie reprend des r6sultats de [5], mais sous une forme plus eourte 
et plus conceptuelle, qui m'a 6t~ sugg~r~e par Yngve Domar. 

Cet article a 6t6 r6dig6 dans l'ambiance extraordinairement agr6able et propiee 
au travail du d6partement de math6matiques de l'universit6 d'Uppsala, dont je vou- 
drais ici remercier tousles membres pour la qualit6 de leur accueil. Je pense plus 
particuli6rement ~t Henrik EgnelI, Matts Ess6n, H~kan Hedenmalm, et au professeur 
Y. Domar, avec qui les discussions ont 6t6 tr~s utiles et 6clairantes. 

1. R~sultats pr6liminaires sur les espaees ~4,o non quasi-analytiques 

Nous voulons ici obtenir l'existence dans Ao,, non settlement de fonctions ~t 
supports compacts arbitrairement petits, mais surtout de partitions de l'unit6 arbitraire- 
ment fines. 

Le poids co doit done v6rifier la condition de non quasi-analyticit6 

(1) Log og(x) ~+1 ~LI(Rn)' 

(1 + Ixl9 ~ 

mais pas uniquement. Suivant Beurling et Malliavin ([1]) alin d'obtenir des fonctions 
supports compacts dans A,o, nous supposons, ~crivant o9 = e 2~ : 

(2) V t E R  n 0~( t )=  sup IO(x+t)-O(x)l < + ~ .  
x E R  n 

Enfin, pour obtenir I'existenee de partitions de l'unit6, nous renlbr~ons (I) de la 
faqon suivante : 

(3) 0**(t) ELX(R,,)" 
n + l  

(1 + l t l  ~ ) 
Proposition 1. S i  09 v~rifie (2) et  (3), alors quel  que soit a>0,  il  ex is te  dans ,4,, 

une fonct ion  AECg(R") telle que : 

(4) A = 1 sue [ - a , a ]  ~ e t  suppA c [ -2a ,  2a] ", 

(5) ~7.k e Z- A (X-- 3ka) = 1. 

Le r6sultat est d~montr~ dans [5]. Nous proposons ici une nouvelle dSmonstra- 
tion, plus simple, qui nous a 6t6 sugg6r6 par. Y. Domar. Elle repose sur l'utilisation 
du th6or6me de Paley et Wiener et sur la construction d'tme alg6bre de Banach r6gu- 
li6re contenant A,~. 
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Commengons par le cas n=  1. On pose oh(x)=(l+x=)e ~~ Alors, oJ,_->~o, 
de telle sorte qu'il suffit de trouver la fonction A voulue dans A%. Mais, s i p  (x)= 
1 + x =, on sait que 

1 1 6 
(6) - - * - -  (x) --<-- . 

p p p(x) 

D'autre part, (2) implique ais6ment 

(7) Ooo(x+ y) <= O=(x)+O=(y). 

Les deux in6galit& montrent alors que 

1 1 6 

Cela implique que A,o ' est une algSbre, en vertu du lemme bien connu suivant (voir par 
exemple [5]) : 

1 1 C 
Lemme 1. L'espace A~ est une algdbre dkx que --*--<=~.  

O9 (D O9 

D'apr~s (3), (1 +x2) -1. log col(x) ELl(R). Le th6or~me de Paley et Wiener ([4], 
p. 16, th. XII) nous assure alors de l'existenee dans A,o ' de fECO~ telle que S u p p f c  
[xo, + co[, pour un certain x0ER. Et puisque A~,, est invariant par translation, nous 
pouvons supposer x0= - a/2, a>O &ant fix6. 

Puisque A,o ~ est tree alg~bre auto-adjointe, g (x )=  [ f ( x ) f ( a - x ) ]  2 EA~.  Nous 
pouvons imposer f g =  1. Soit Z la fonction caract6ristique de l'intervalle [--3a/2, 
3a/2]. Alors, A=g. •  satisfait auxconditions requises. 

Pour obtenir le m~me r~sultat en dimension n, on 6crit A (Xl . . . . .  x,)=Al(xl).. .  
...A,(x,), A~ v6rifiant (4) et (5) en dimension 1, et Ai appartenant ~t l'alg~bre Ao,,, 
off co~ est un poids d6fini sur R par 

cos(y) = (1 +y~)e~~ ) 

e~ 6tant le i-~me vecteur de la base canonique de R". 
La proposition sera compl~tement prouv6e quand on aura v6rifi6 que A appartient 

bien ~t A,~ et que chaque poids co~ v&ifie (3), en dimension 1. Or, la suite d'in6galit6s 
suivantes permet de prouver que A E Ao, : 

to (x) = co (Z~  x, e,) <= e '~ (zr x, e,) ~ eZ~ ~| 

D'autre part, d'apr~s (3), on a 

/ ,  Log 0~(xe) dx < + oo 
O R  1 + x  ~ 
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pour presque toutes les directions e. Grftce ~t (7), cette relation est en fait valable pour 
toutes les directions, ce qui permet de conclure la ddmonstration. 

Nous aurons besoin, au w 5, d'un autre rdsultat, que nous indiquons main- 
tenant. I1 s'agit d'une relation de presque-orthogonalit& 

Proposition 2. Soit o)=-e ~~ vdrifiant (2), et cor ~~ Alors, pour toutes fEA~o 
et g E A r ,  il existe C (dgpendant de g) telle que 

1 
(10) ~ [Ifila,~ ~ ( f .~ [If(x)g(x-t)li]o, dt) a/~ <= CIIfIIa,o. 

La preuve repose sur le tMorSme de Plancherel. En effet, on a 

L. lli(x) a, = L.  Lo IL. e'U'"g>(v)f(u- v) dvl'co(u ) du dt, 

et en int6grant d'abord par rapport 5 t, il vient 

JR. [[f(x)g(x-t)[l],o dt = (2n)-"f .~ f .~  i~(v)pIf(u- v)l~co(.) a .  d~ 

qu'on majore et minore ais6ment avec la relation suivante, d6duite de (2) : 

1 co(u) 
- -  -< _-< c o = ( v ) .  
co=(v) - c o ( u - v )  

Nous passons maintenant 5. l'6tude des espaces A,o quand co est un poids radial, 
/t croissance rapide, qui v6rifie les conditions (2) et (3). Les exemples que nous avons 
en rue sont notamment les poids de Gevrey e "1~1", a > 0  et 0<c~< 1, et les poids 
e ("(L~ a > 0  et ~>1 (pour Ixl=>e). 

Nous commen~ons par un r6sultat qui pr6cise les changements de variable auto- 
ris6s dans les espaces A~. La d6monstration permet d'introduire les techniques qui 
vont ~tre syst6matiquement utilis6es par la suite. 

2. Changements de variable 

Th~or~me 1. Soit un poids co radial, gt croissance rapide qui v&ifie (2) et (3). Soit 
(p : R"-~R nun  changement de variable prdservant Ao~. Cela signifie que ~o est bijective 
et que foq) et fo~o-lEA~ dos que fE Ao~. Alors, ~o est une isom~trie affine. 

Nous allons en fait montrer que, si ~0 op6re sur A~, alors, en 6crivant ~o= 
(~ol . . . . .  q~,), on a IlGrad ~o~!1=<= 1, pour tout i, pour la norme euclidienne. 

Commengons par choisir fEA~ telle que f ( x ) = x i ,  oh iE {1, ..., n}, sur une 
boule arbitraire, ce qui est possible d'apr~s les prdliminaires; dcrire focp EAo, revient 

dire que chaque (Pt appartient localement ~ A,o, et entralne clue ~pIEC=(R"). 
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(12) 

On choisit alors 
qu'on 6erit 

Supposons maintenant qu'en un point x0 il existe une eoordonn6e de r disons 
~o~, qui v6rifie fGrad q~l(xo)l>l. On se ram~ne imm6diatement ~ xo=0  et q~(0)=0. 
II existe alors une direction u, et deux r6els k > l  et 5>0 tels que Iq~(2u)l>--k2 si 
0-<2<-5. 

Posons M=SUPlxl~_elq~(x)[/lx l, puis a = # M .  
Soit A~Ao, tel que IlAI]~=A(0)=I, 0=A(0)=0 si I~[=>l, et suppAcB(O ,a ) .  

On forme la suite de fonctions Av de la fagon suivante : 

A0 = A, et A v = AoQv, lO~OOQv,~o~oo...oQv, voq~, 

off chaque 0v, a est tree rotation satisfaisant gt une condition qu'on va pr6ciser dans un 
instant. 

Comme co est radial, les rotations agissent isom&riquement sur Ao, et done 
AvCAo, pour tout p, avec 

(11) llA lho <- cO) llmllao. 

Nous allons montrer que, avec un choix correct des rotations ev, q, nous avons 
O~A v ((ak-V) u)= 0 pour tout ~ N". I1 suffit pour cela de montrer que, pour tout 

(O~' A)o Qv,aocpo... o ~v, vocp = O. 

Qv,~, de telle sorte que Qv, voc, o((ak-P)u) soit dirig6 suivant u, ce 

Qp, pOq) U : a p _ l U  

(on devrait en fait 6crire av, v_lu, mais ce d&ail est n6gligeable). D'apr6s ce qui pr6- 
chde, on a av_l>=ak a-v, et aussi av_l<=Mak-V<-e. De m~me, on choisit Qv, v_l de 
fagon que 

ev, v_ao~o(av_l u) = %_~u, 

et on aura ak~-V<-av_~<=5. De proche en proche, on tombe sur 

( a )  (O~A)oov,~o~oo...OOv, vOCP ~-Tu = ~ a ( a 0 u ) ,  

oh ao>=a, d'ofi (12). 
D'autre part, on a Av(0)=l=IIAvHoo, et 0~Av(0)=0 si [~[=>1. On en d6duit 

l'in6galit6 trr simple suivante, oh sEN : 

~ - k a )  ' 
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que l'on transforme ainsi : 

(13) ( ? f  ~ f R. lxlSl2p(x)ldx 
n + l  

C(n) (fR. I~p(x)12lxl2~(1 +[xl')"~-- dx}Xl'" 
Posons 

Alors 

n+l 

Ixl~(1 + lxl=) -x- M(s) = sup (x)1/2 , et 
xER" 03 

d'oh, d'apr6s (13) : 

r(Ixl) +~* Ixl2S 
= Z~=0'2SM(s)Z �9 

Z(lxl) < = 2 
(1+1xl2) " T  

fvp~ 
J < C(n)ll  P to* 

L'in6galit6 (11) nous donne alors 

T( k-~-~ ) ~- C(n) llAIl~o, C(~o) 'p, 

quel que soit p g 0 ,  ce qui est impossible puisque T est ~t croissance rapide. Ceci 
cl6t la d6monstration du th6or6me 1. 

Pour obtenir d'autres r6sultats, nous sommes parvenus au point off nous devons 
mieux connaitre les poids radiaux ~t croissance rapide, ce qui motive le prochain 
paragraphe. 

3. Poids radiaux ~t croissance rapide 

Dans tout ce paragraphe, nous noterons 09 un poids radial ~t croissance rapide, et 
nous 6crirons indiff6remment cg(x), oh x~R", et og(r), off rest  un r6el positif. Notre 
but est d'6crire co sous la forme simple d'une s6rie, semblable h celle qui d6finit l'expo- 
nentielle. Naturellement, obtenir une 6galit6 est hors de question, et mSme inutile. 

Nous dirons que deux poids c01 et co2 sont 6quivalents, et nous noterons cot,-,co~, 
s'il existe une constante C > 0  teUe que 1/C. o91<-~o2<-C. 091. Ce que nous voulons 
s'6nonce alors ainsi : trouver une suite (sp)pe Net des quantit6s M(sp) telles que 

Ixl 2s, 
(14) o~(x)~,, z~ +~0 M(sp)~ . 

La motivation prineipale de (14) est que, dos qu'une telle 6cdture est vraie, une font- 
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t ionfappar t ient  ~t A,~ si et seulement s'il existe une suite (e(sv))El ~ telle que 

(15)  llfllBs p =< e ( s p ) M ( s o )  , 

oh BSp est l'espace de Beppo--Levi ~ - tL2(R" ,  IxlZ~,dx). I1 est bien connu que II flIB s, 
peut s'exprimer en utilisant seulement la fonction f e t  ses d6riv~es, ce qui montre que, 
d~s que (14) est vrai, on peut se passer de la transform~e de Fourier pour 6crire 
l 'appartenance/t  A~,. 

Le cas le plus simple est bien stir celui oh sp=p. Mais cela ne peut pas toujours 
&re. 

Un contre-exemple est donn6 par le poids og(r)=e ~pt4/8~176 si r>=e. Nous 
verrons que co v6rifie (14). En revanche, il n'existe pas de quantit6s M ( p )  telles que 

(16) e41a(L~ +.0 r~P 
M(p)2  " 

Car, si (16) Stait vrai, on aurait 

M ( p )  ~_ sup rP e -~lS(L~ = e p*/s. 

Or, un calcul permet de prouver que, si r>=e, 

r 2p ~ e(41a)(LogO3/~-~(LCE-~7. N) s ~ ,  
Z+o "~ e(~/s)p. 

c.r qui contredit (16). 

Le contre-exemple fait sentir l 'importance des quantit~s SUPrra'/o(r). Leur 
r61r est crucial dans des 5critnres du type (14). 

Th~or~me2. Soit  0:[0, +oo[~[0, +oo[ une fonction continue et og=e s~ On 

ddfinit pour tout s ~  0 

(17) M(s)  = sup r~ e -~ 
r_~0 

Alors, les propositions suivantes sont ~quivalentes: 

a) lirn,_..o 0 (r)/Log r = + oo et il existe une constante C telle que 

(18) Vu, v => OV2E[O, 1] co(u% 1-~) <- Co(u)%~(v) l -a;  

b) il existe ~ = e  ~~ tel que ~ soit de classe C ~, rO'(r) soit croissante non born~e, et 

og,~Eo; 
i ~2s 

c)  ~o (r) ~ sup 
�9 ~o M ( s )  ~ '  

d) il existe une suite croissante non born$e (s.).E N, avec so= O, telle que 

r2Sn 
o9 (r) ,-- sup M(s~)2; 
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e) il existe une suite croissante non bornde (S,),eN, avec s0=0, telle que 

r2Sn 

De plus, on peut prendre la m~me suite clans d) et e). 

Nous aUons pr0uver les implications dans l'ordre suivant : e)=~a)=~b)=~c)~=~ 
d)=~e). On pose p ( s ) = L o g  M(s).  Si e) est vrai, alors O(r)>=s, Log r - # ( s , )  pour tout 
n, d'ofi lim,_,.o (O(r)/Log r ) =  + oo. D'autre part, l'in6galit6 de H61der avec les expo- 
sants 1/t et 1/(1--2) prouve imm6diatement (18). On a donc e)=~a). 

Soit alors co= e z~ v6rifiant a), et posons f ( r ) =  0 (e'). (18) se r66crit ainsi : 

(19) f ( 2 u + ( 1 - 2 ) v )  =< 2 f ( u ) + ( 1 - 2 ) f ( v ) + C .  

I1 n'est pas difficile de voir que, gfftce ~t lim,_,oof(r)/r= + ~,  on peut d6finir une 
fonction convexe g qui minoref,  qui soit atfine par morceaux l~t off elle n'est pas 6gale 
~t f ,  et qui ~gale f sur un ensemble non born6. Alors, si g(r)<f(r) ,  on peut 6crire 
r=2u+(1-~)v ,  avec g(u)=f(u),  g(v)=f(v) ,  et g atfine sur [u, v]. Utilisant (19), 
on en d6duit 

(20) Vr g(r) <=f(r) ~_ g(r)+C. 

Posant alors 0 ( r )=g  (Log r), on a co,,~ ~ - - e  ~ et r~'(r)=g'(Log r) est bien croissante 
ce qui achbve de prouver a)=*b). Nous supposons donc maintenant (61iminant la 
notation ~) que 0 est d6rivable et que ~ ( r )= rO'(r) est croissante non born6e. Alors, 
au moins pour r assez grand, on a co(r)= sup,_~o rZ'/M(s) ~, le supremum 6tant atteint 
en s=f f ( r ) ,  ce qui prouve c). 

Posons q~-~k-1. Les lignes pr6c~dentes montrent que 

(21) #(s) = s Log q~(s)-0oqg(s), 

d'ofi la relation importante suivante : 

(22) #'(s) = Log r (s). 

Cette relation permet de retrouver le fair, 6vident avec la d6finition de M(s) ,  que #(s) 
est convexe. On normalise, pour plus de commodit6, le poids co en supposant 0(0)= 
~b (0)= 0. Pour prouver d) et e), nous utiliserons la suite (s,) d6finie ainsi : 

(23) 

S = 0, 
Sl est tel que min {p(sl), sl#'(sl)--p(sl)} = 1, 
si s . - I  est connu, s. est tel que 
rain {(sn--s,_l)#'(s,)--p(s,)+#(s,_l),  #(sn)--p(s,-1)--(s~--s,_l)#'(s._l)} = 1 
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(23) d6finit une suite eroissante non born6e en vertu des observations suivantes 
i) si t->0 est fix6, s ~ ( s - t ) # ' ( s ) - # ( s )  est eroissante non born6e sur It, + oo[ 

ii) de m~me, s + # ( s ) - ( s - t ) # ' ( t )  est croissante non born6e sur It, + oo[ 
iii) i , ( s , ) -#(s ,_a)  >- 1. 
Prouvons alors d). I1 suffit d'obtenir une constante C telle que 

F2S. 
a)(r) <= Csup M(s,)~ . 

Soit r -> 0 : il existe p tel que rE [~o (sv) , q~ (sp + 1)]. Par cons6quent, 

r 2s" ( r~Sp r2%+~ ) 
(24) sup M(s,)-------- ~ -- max [.M--~p)~, M(sp+O 2 . 

Posons a = ~ ( r )  et, pour tout s, v ( s )=s  Log r , # ( s )  (v d6pend de r, qui reste fix6). 
Alors, d'apr6s (21) et (22), v(a)=O(r) et Log r=# ' (a ) .  Done : 

0(r)-v(s~) = ( ~ -  s~)~'(~)-~(~) +~(s,) 

<- (Sg,+ ~ -  s,,) / :  (Sl,+ O -/4s~+ O + /~(s~), 
et de m~me 

O(r) - v(s ,+ l) <- ~ (s,+ O -  , ( s , )  - ( s , +  i -  s,) #' (s,). 

D'apr~s (23), on a 
min {O(r)-v(s,),  O(r)-v(sp+l)} <---- 1, 

ce qui prouve d), d'apr6s (24). I1 est 6vident que d)=~e). Supposons e) vrai, et prouvons 

e). Nous nous ramenons au eas off o~ ( r )=  sups r2S/M(s)2. Alors, M ( s ) =  sup, :~I/to (r) 
done # ( s ) = L o g  M(s)es t  convexe. Soit ~ = ( # ' ) - L  Les m~mes ealculs donnent, si 
( . O = e  20 .. 

(25) O(r) = Log r 7: (Log r ) - p o ~ ( L o g  r). 

A partir de (25), on retrouve (21) et (22), et on construit la suite (s,) v6rifiant (23). 
I1 reste ~ prouver que 

1,2sn 
(26) T(r) = ~ + ~  M(s,)----- T <-- Cog(r). 

Soit r=>0 et p tel que ~b(r)([sp, Sp+x]. Supposons p-> 1. On pose v(s)= s Log r -  
#(s). Soit k<-p -1  et /E{k+ l  . . . . .  p}. 

v(st)--5(sl-1) = (st--h-l)  Log r--kt(sl)+ ~t(St_l ) >= 1 

d'apr6s (23) et le fait que Log r_->#'(st). Par cons6quent, v(sp)--v(sk)>--p--k, d'ofi 

p--J  p - -1  Zt,=o e2"(s~) <= e~(sP)Z,,,=o e-2(p-k) <= Co(r).  
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De mSme, si k->p+2, on prouve v(sp+l)--v(sk)>=k--p - 1 d'ofi 

+.0 z~=~+l e~'(sk~ ~- Co~(r). 

Ainsi, le th6or6me est-il compl&ement prouv6. 
Dans [2], Yngve Domar prouve l'implication b)=~e) sous les mSmes hypoth6ses 

que les n6tres. Sa d6monstration est en fait tr6s peu diff6rente de celle que nous avons 
propos6e, et permet une compr6hension g6om6trique de la suite (s,). Posons t ,=  
Log ~0(s~), et soit (T~) la tangente en t n ~t la courbe y=O(et). Avec les (T,), on peut 
eonstruire une fonction convexe atfine par morceaux qui minore O(et). (23) exprime 
alors que la distance entre cette fonction convexe et 0(e t) est 6gale ~t 1. 

Bien que la preuve pr6c6dente soit constructive, on souhaiterait donner du 
r6sultat une version plus maniable, qui permette des calculs ais6s. Naturellement, 
eela implique de faire certaines hypoth6ses suppl6mentaires sur le poids co, que satis- 
feront n6anmoins les exemples que nous voulons traiter. 

I1 ressort de la d6monstration du th6or6me que les fonctions importantes dans 
cette question sont ~k(r)=rO'(r) et # ' ( s )=Log ~0(s), off q~=~k -x. En particulier, 
on peut voir que la r6partition des (s~) par rapport aux entiers naturels d6pend de la 
concavit6/convexit6 de la fonction Log q~. Dans le cas o~ Log q~(s)=Cs, c'est-~t-dire 
quand O(r)=K(Log r) ~, on peut prendre s~=n. Quand Log 9 est concave, on a en 
fait 

r2nk 
o ~ ( r ) ~ Z  +~* M(nk)Z , n~EN. 

I1 serait plus commode de pouvoir 6crire 
pen 

+= e(n)2 '  

off l'on pourrait d6duire facilement les quantit6s P(n) des quantit6s M(n). A l'oppos6, 
quand Log cp est convexe, on a 

r2Sn 
09 (r) ~ ~ +  ~0 M(s~)Z , 

les an &ant non entiers pour la plupart. On souhaite alors pouvoir les d~crire de fa~on 
plus explicite que par les formules (23). 

Proposition 8. On d~finit, pour un poids ~o=e ~~ tel que ~k(r)=rO'(r) soit crois- 
sante non born~e, les f onctions (p=$-~, ?=q~'/ q~, et M(s)=sup ,  rS e -~ 

a) Supposons que ~ soit d~croissante, et qu'il existe une constante cE]0, 1[ telle 
que 

(27) pour tout s assez grand, ? ( s + ~ ( s)-ll~)>= c? ( s). 
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Alors, on a 

r ~ 
(28) o~( r ) , . . Z  +~ p(n)  ~ , o5 P(n)  = ~(n) - l /4M(n) .  

b) Supposons que T soit croissante, et qu'il existe une constante C telle que 

(29) pour tout s >- O, r ( s +  1) ~_ Cv(s) .  

Alors, on peut  ~crire 

(30) f o ( r ) , , , Z  +.0 r ~ . / M ( s . )  2, of~ la suite (s~) est ~gale d la suite des p + k r ( p )  -x/~', 
p E N  et O~_k<=E(T(p)-Xl2)-l .  

Indiquons tr6s bri6vement la preuve de ce r6sultat. Dans le cas a), qui correspond 
Log q~ concave, on commence par prouver que, dans le th6or6me 2, partie e), on 

peut d6finir la suite (Sk)kEN par 

c'est-~t-dire f~+~ [#'(sk+t~)-#'(s)] ds..o Cte. 
On montre ensuite qu'on peut prendre Sk+~=Sk+#"(Sk) -11~ (remarquer que 

#"=T). En effet : 

e t  

(s)] ds ~_ (sk + l - Sk)~ #"  (Sk) = 1, sk 

1 2 t, C 
f § ' O," (s~ + O - t,' (s)] ds ~_ - f  (Sk + x -- Sk) It (Sk + t) ~-- - f  . 

Enfin, on prouve que, pour tout r, 

st, + a r2n 

p(n), 

c e  qui est une cons6quence de 

T2slr T2Sk + 1 

M(s~)2 ~ M(sk+x)2 ' 

�9 k+l u n l/2.,.Cte Z.=sk  ( ) �9 

Le cas b) est une application directe de la preuve du th6or6me 2, que nous 
laissons au lecteur. 

La condition (27) est seulement une condition de r6gularit6, tr6s peu exigeante. 
En revanche, la condition (29) porte aussi sur la taille de co, et impose o~(r) -> 
eaLogr LogLogr pout une certaine constante a>0 .  

Pour iUustrer ces r6sultats, voici quelques exemples : 
1) og(r)=e ~a', a, ~>0.  Alors, co v6rifie (28), avec P(n)=nll4(n/ao~e) nt~. 

2) co(r)=e ~~176 (pour r>=e), a>0 .  I1 faut distinguer deux cas. En premier, si 
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cL~2, co v&ifie (28) avec 

P(n) = n'-*/'(~-t)e b ' ' ' - l ,  off b - ~ - 1  -[__1 -I '`~-1 
- -  a k a c ~  ] " 

Si l < a < 2 ,  on a seulement (30), la suite (s,) pouvant par exemple ~tre 6gale h la 
suite des p + k  (~-z)l~(~-~), off pEN et O<=k~p (~-')a('-~ et M ( s ) = e  bs'/'-~, b &ant 
dSfini comme clans le premier cas. 

Nous terminons ce paragraphe avee un r&ultat que nous utiliserons plus tard : 

Lemme 2. Soit co=e ~~ un poids tel que ~(r )=rO' (r )  soit croissante non born~e 
et tel que 0 ( r ) - L o g  r soit concave. DOfinissant M ( s) de la facon habituelle, on pose 
ak= M(k) /k! .  Alors, la suite (ak) est log-convexe, et il existe une constante C telle que 

O1) 

Si, de plus, co vdrifie les hypothOses a) de la proposition 3, alors on a le  m~me r~sultat 
avecla suite des b~ = P(k) /k  !. 

Nous allons en fait montrer que la suite k a k = M ( k ) / ( k - 1 ) !  est log-convexe, 
ce qui suffit/t prouver la premi&e partie du lemme. Pour cela, i l faut  d6montrer que la 
fonction s - - -M(s ) / ( s -  1 ) M ( s -  1) est croissante, c'est-gt-dire que 

1 
(32) p ' C s ) - # ' ( s - 1 ) -  1 - s  ~ 0. 

Or, il existe, pour chaque s fix~, un r6el gel0, 1[ tel que # ' ( s ) - p ' ( s -  1 ) = / l ' ( s - a ) .  
(32) est alors tree cons6quence 616mentaire de la concavit6 de O ( r ) -  ( l - a )  Log r. 

La deuxiSme partie du lemme d6coule de la premi&e et de l'hypothSse que Log q~ 
est concave. 

Les applications que nous pr6sentons rnaintenant du th6orSme 2 g6n&alisent de 
mani6re naturelle des r&ultats connus dans le cadre des espaces de Sobolev. 

Pour all6ger le texte, nous dirons que co est du type 1 si co v6rifie Ies conditions a) 
de la proposition 3 et si la suite des bk = P(k)/k!  est log-convexe et v6rifie (31) ; et 
nous dirons que 09 est du type II si co est tel que Log ~p soit convexe (c'est-h-dire 7 
croissante) et si la suite des ak=M(k) /k !  est log-convexe et v6rifie (31). 

On peut voir que, quand 09 est du type II, on a 

r2sn 
co (r) ... Z +*~ M(s~), , 

off la suite des s n contient tousles entiers naturels. 
Tousles exemples de poids que nous avons cit6s sont du type I ou du type IL 
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4. Un th~or~me de trace 

Soit 12 un ouvert born6 rrgulier de R", de fronti~re F, la normale intrrieure ~t F 
6tant notre v. Si f e s t  de classe C = dans un voisinage de f2, on drfinit la trace sur F de 
/:par 

(33) T r f = "  [ f l r ,  Of , Okf[ . . . .  ]. 
- ~  r . . . .  Ov k Ir 

co 6tant donn6, on d6finit l'espace A~(f2) des restrictions ~t f2 des 616ments de Ao,, 
et l'espace Ao,0(f2) des 616ments de A,~ nuls sur f2 c. On a alors : 

Th~ori~me 3. Si co est un poids v~rifiant les conditions a) du th~orkme 2, alors 

ao,  o(O) = {fEAo((2); T r ( f )  = 0}. 

Dans cet 6noncr, nous confondons dans la m~me notation l'6lrment f de Ao, 
et sa restriction ~ (2. 

Puisque AocC~176 il est clair que 

Ao,0((2) c {fEAo(f2); T r f =  0}. 

Rrciproquement, soitftelle que Tr f =  0. On drfinit gE C = (R") par g(x) =f(x)xo(x), 
X~ 6rant la fonction caractrristique de f2. Alors, on a 

(34) V~EN" 0"g = (0"f)zo.  

On en drduit clue, si kEN, alors HgllB~<=l[fl[n~. Ensuite, par interpolation 
complexe, il vient 

(35) Vs => 0 I[g[[~" ~--/Ifl[w. 

Grace au th~or~me 2, on peut ~crire 

og(x) ~Zo+OO Ixl 2s" 
M(s,)2 �9 

(35) implique immrdiatement quegEA~, et IlgJlAo<=C[Iflla~, oCa C ne drpend que 
du poids o9. Cela prouve le throrrme 3. 

5. Muitiplicateurs sur les alg~bres Ao, non quasi-analytiques 

Nous supposons maintenant que Ao est une algrbre de Banach non quasi- 
analytique. C'est le cas en particulier quand o9 est un poids de Gevrey, ou quand 
o9(x)=exp [a(Loglx[)'], a > 0  et e >  1 (on le volt en appliquant le lemrne 1). Dans ce 
paragraphe, nous nous proposons de caractrriser explicitement les multiplicateurs 
ponctuels de A~, quand co est un poids ~t croissance rapide du type I ou II. 
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I1 n'est pas ditiieile de voir clue, si A,, est une alg6bre, co v6rifie (2), avee O**(t)~_ 
O(t)+C. Si ~/,~ est non quasi-analytique, to v6rifie done (3) 6galement. On en d6duit 
alors, ~t l'aide des propositions 1 et 2, le lemme suivant �9 

Lemme 3. re(x) est un multiplicateur ponctuel de A,~ si et settlement si m appartient 
localement uniformdment d A~, c'est-d-dire si et seulement s'il existe AE,4~ valant 
1 sur [ -  1, 1] n telle que re(x) A ( x -  t)~,4o, uniform~mentpar rapport ~ t~R ~. 

Naturellement, on peut remplacer le cube unit6 par n'importe quel compact 
d'int6rieur non vide. Le Iemme est laiss6 au Ieeteur (la preuve se trouve dans [5]). 
I1 permet de prouver le 

Th~ori~me 4. Soit ~1~ une alg~bre non quasi-analytique. 
a) Si to est du type I, alors re(x) est un multiplicateur de A,~ si et settlement s'il existe 
une suite (8(~))~/~(N ~) tetle que 

(36) VctEN" sup I lO'm(x)z(x-Oll ,  ~- e(~t)a(~t), 
tER n 

oit Z est la fonction caract~ristique du cube unit~, et oiz 

(37) a(~) = f =lt.. .~.t )1~' 
I~lt P(I~I), 

la suite (P(k))  ~tant donnde par (28). 
b) Si 09 est du type II, on dcrit 

Ixl~Sk 
to(x)" Z+~ M(sk)' ' 

et on note s k= rt k-I- r O~t n~ est la partie entigre de s k. On pose ensuite, si ctE N ~ : 

R(~, 0) = ( ~ | M(I~I), et 
/ 

(38) /R(~ ,  a ) f.o~l!...o~,!) 11" M([~[ + a )  
I, ]~l! tr~/~( l_tr)~/~ si 0 < tr < 1. 

Alors, re(x) est un multiplicateur de Ao, si et seulement s'il existe une suite (e(u, trk))C 
I~(N"• N) telle que 

csup l [~m(x)z(x-OIl~ <= e(~, 0)R(~, 0), et 

fERn Iff (39) 
t t 6 R  | s u p n  IO~m(xq -Y ) -O~m(x ) l~Z(x - t )dxdy )  l l ~ [ y l ~ + ~ ` k  ) "< - -  g (~ '  ak)R(t~ '  170 

si O< a~< 1 (Zest  encore la fonction caract$ristique du cube unit~). 
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La d6monstration est lourde, surtout dans le cas b). Celui-ci ne diff&ant du cas 
a) que par des modifications non essentielles, nous ne donnons que la preuve de a). 

Indiquons toutefois que le coefficient a ( 1 - a )  qui apparait dans (38), et peut 
sembler &range, provient de la relation suivante : 

ff I f (x+y)  - -  f (*d~) [ 2 f if(u)12lul ~'du c(~,-" = , , j j  ~ axay, 

oll C(~, n),,, ~(1-  a)C(n). 
Prouvons done a), co 6tant du type I, on a 

r  Ixl =~ 
P(k)~ " 

E n  d6veloppant Ixl~=(x~+ ~ ~ ... § x , ) ,  il vient 

X2~t 
(40) r  a(~)' ' 

O{1 2~ 2~ t 2~ n x = x 1 . . .x,  . Le lemme 3 permet alors de conclure ~t la n6cessit6 de la condi- 
tion (36). 

R6ciproquement, supposons que re(x) v&ifie (36), On choisit A6Co(R" ) 
support dans le cube unit6, par exemple, et telle que 

llO'all.. <-- a (~)  (1 +=1)...(1 §  

(A existe parce que co est non quasi-analytique). Alors, on a 

ilO, m(x)a(x_t ) lh  ~ Zk+,= c, kl ,-,k. ark) 
~'1 . . . . .  " ( 1 - I - k x ) . . . ( l + k , , )  8 ( / ) a ( / )  

~-- {Zk +,== [C~k~ ~... C~:]' a (kf' a (/)*}~/~'8" (a) 
o~ 

~(/)' )I/'E/2(N.). 
g* (~r = ( • k  + t= ~ ( 1 § k l )~ . . .  (1 § k,)* ) 

D'apr6s le lemme 3, il suffit, pour prouver le th6or6me, de montrer qu'il existe 
une constante C telle que 

(41) Zk+,== [C~... C~]Za (k)*a (1) 2 <- Ca (~)'. 

On utilise la relation 

Z k l +  ... +Rn=m ~"~kl I"Wkn m ~ x  . . . .  ~ ---- CI~I ,  

ee qu'un d6veloppement de l'identit6 suivante fair voir tout de suite : 

(1 +t)%..(1 +t ) ' -  = ( l + t )  I'l. 
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On en d~duit alors que (41) se ram6ne ~t 

e(m)  ~ e ( l ~ l "  m) ~ e ( l~ l )  ~ 
Z~Lo m!~ ( l~ l_m) !~  <=C i~1! ~ , 

qui nous est donn6 par le lemme 2. 
La partie a) du tMor~me est done d6montr6e. Comme nous l'avons annone~, 

nous Iaissons Ia partie b) au lecteur int6ress6. 

6. Fonctions qui op~rent sur les alg~bres A~ non quasi-analytiques 

Nous nous plagons, dans ce dernier paragraphe, en dimension n =  1. Nous 
dirons que g: R-~C opSre sur Ao si gofCA,o d6s q u e f e s t  A valeurs r~elles et .fEA,~. 

Si A~, est non quasi-analytique, choisissant fCA~, telle que f ( x ) = C x  sur un 
intervalle born6 de R, C >  0 6tant arbitraire, on voit que, si g opSre sur Ao,, n6cessaire- 
ment g(Cx) appartient localement ~ Ao. Le fait que la constante C soit quelconque 
est 6videmment crucial quand le poids r est ~ croissance rapide. En fair, nous avons 

TMor~me 5. Supposons que o~(x)/(l + x 2) soit du type I ou II, et v~rifie (1) (con- 
dition de non quasi-analytic#d). Alors une fonction g opkre sur A,o si et seulement si 
g(0)=  0, et g(Cx) appartient localement d Ao, quel que soit C > 0 .  

La preuve de ce th6or6me est fond~e sur le lemme suivant : 

Lemme 4. Sous les hypothdses pr~cddentes, il existe une constante A, ddpendant 
de m, telle que, si fE Ao, est gt valeurs rdelles et si tC R +, alors 

(42) l ie"S-IlIA<~ <= og(Allfl lao, t) ll~. 

On peut voir, grfice au lemme 1, que les hypotheses du tMorSme entralnent que 
A~ est une algSbre. De sorte qu'on a toujours e ~t:- 1CAo,, mSme s i f e s t  ~ valeurs 
complexes. Pour obtenir (42), le fait que f soit ~ valeurs r6elles est done primordial. 

Le lemme 4 permet de prouver le th6or6me 5 suivant une technique elassique 
(voir par exemple Kahane [3], ehapitre VI). Soit g ob6issant aux conditions requises, 
et fEAo, ~ valeurs r6elles. P u i s q u e f e s t  born6e, on petit supposer que g(Cx)~Ao~, 
of 1 la eonstante C sera choisie clans un instant. Alors, puisque g ( 0 ) = 0  : 

.os=  Sce":- 1)g(0 dt. 

I1 suffit alors de choisir C>AII f l l ~  pour obtenir goS~A ~. 
II nous faut donc dSmontrer le lemme. LA encore, nous nous contenterons de 

donner la preuve quand co est du type I, o~ tousles  ingrSdients essentiels sont r~unis. 
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Le point de d6part est la formule 
c = ( a ) ,  on a 

(43) 

off 

suivante, dite de Faa diBruno : s i f e t  ~oC 

~0of(") = ff~-=,l+...+,p C2~ ...... , - ~  f("O...f(n,) gO(p)o f, 
hi l l ,  l~_p~_n 

n! 
na!...%! " 

Le deuxi~me ingredient majeur, eomme d'habitude, est l'~criture 

~Z0+= x 
1 + x  2 P(n) 2 ~ 

qui montre que f~A,o si et seulement si I[ f(")l]nl<=e(n)P(n) off 8(n)~l~(N). L'int6r& 
d'exprimer l 'appartenanee ~ Ao, ~t l'aide des quantit& ][f(")l[H1 vient de ce que 
Ha(R) est une algSbre. 

Posons, tCR + &ant fix6, F=e ~tf- 1. Alors, (43) implique, si n ~  1 : 

"1 . . . . .  " ( i t ) p  u 
F(")(x) = Z ,= , ,+ . . .+ ,oC,  ,, --fi-. f%)(x)..f(",)(x)e f(~). 

e itf(~) est un multiplieateur de H ~, de norme inf~rieure h 1+ lie ~tf- I[[HI, et done 
1 + tll f[]~l : e'est iei qu'on utilise le fait quefso i t  ~t valeurs r6elles. Ainsi 

IlF<=>ll l ~ (1-t-t[lfl[~ 0 En=RI.~_ o-~nl~ C;l ..... np (609 .,_~l,a_~p~.- ~ [lUll ("P"" llf(~l" 

la eonstante 6 provenant de (6) et du lemme 1. 
On 6erit maintenant [[f(k)[]n1=~(k)P(k), avee ff, k e(k)2--~[[J[]],, et on pose 

b(k)=P(k)/k!. On a : 

liF(")][m <= (l+tl[f[[m) ff~n=-l+...+,, (6t)P b(na)...b(np)8(na)...~(np) P(n) 

soit 

(44) II/(")I[H~ <= ( l+ t~f ] lm)6t (e(n)P(n)+u, ) .  

Si B ~ 0  est une eonstante qu'on ehoisira plus tard, on a 

u, = Z,=-I+. . .+ , ,  (6Bt)P-1 B-P+1 
,~_x,~_p~_n P(P-- 1) - ' - 7 -  b ( p -  1)b (nl)...b(n~)~(nl)...a(np) P(n) b(n) ' 

d'oh 

u~ ~ Zpffi, p ( p _ l ) 2 )  i,.~p=, p2 v~,p b(n)" ' 
avcc 

vn,p = ff~,=,t +...+np b (p - 1) b (na)... b (np) 8 (nx)...e (np). 
n~_~l 
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Or, une r6currence permet, ~ part ir  du lemme 2, de prouver  qu'il  existe C > 0  
telle que 

b ( p -  1) ~ Z,=,1+. . .+% b(nx)L. .b(np) 2 <= C~~ b(n)  ~. 

Par  eons6quent, en posant  

8 , ( n )  = 
n~_~l 

on volt  que 
v~,p _~ C2p-~b(n)~%(n)L 

d 'oh  

n I_.L(Cl2P-*%(n)2P(n)," u] <_- c o ( 6 B t ) Z , ~  2 p2 I, B I  

+ o o  n 2.<: 2p Comme z~2=x ao( ) -IIfIIAo, en choisissant B=CIIfII.4, il vient 

z~fx+" p(n)~ u~* -< o~(6B0 = e~(6Cfifll,4.,t). 

Cette relation, jointe A (44), prouve le lemme, et ach6ve de prouver  le th6or6me. 
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