
R6alisations des espaces de Besov homog nes 

G. Bourdaud 

A c5t6 des espaees de Sobolev et de H61der usuels, sur R", on ufilise souvent 
leurs versions homogSnes. Ainsi l'espace de Sobolev homogSne/:/I(R") est l'espace 
des f E 2 '  telles que VfEL ~, sans qu'on ait n6eessairement fEL~; de mSme l'espaee 
de H61der homogSne ~'  ( 0 < s <  1) est d6fini par la condition 

If (x)-f(y) l  sup < + 0-. 
,,~,y I x - y [  ~ 

L'avantage des normes homog~nes r6side dans leur comportement simple vis-~t-vis 
des dilatations; on a en effet, pour 2>0,  

D~s que les hypotheses comportent de I'invariance par dilatations, les espaces 
homog~nes se substituent avantageusement ~t leurs homologues inhomog~nes. C'est 
ainsi que la transformation de Hilbert est continue sur Cs, mais pas sur C s (voir [1], 
chapitre IV); plus g6n6ralement les crit~res de continuit6 pour les op6rateurs d'int6gra- 
les singuli~res se formulent naturellement dans le cadre homog~ne (voir par exem- 
pie [3]). 

Cependant, les espaces homog~nes ont le plus souvent un d6faut d6plorable: 
en tant qu'espaces de Banach, ce ne sont pas des espaces de distributions, mais seule- 
ment de distributions modulo les polynfmes. Cela nous interdit, entre autres, de 
multiplier leurs 616ments par des fonctions r autrement dit de (docaliser)) ces 
espaces. 

On cherche d~s lors h ((r6aliser)) les espaces homog~nes; cela signifie: choisir 
dans chaque classe d'6quivalence (modulo !es polynbmes) un repr6sentant et un 
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seul, de fa~on eoh6rente - -  i.e. lindaire et continue. Dans les copies ainsi rdalis&s, on 
souhaite retrouver les agr6ables propridtds des originaux, A savoir rinvariance par 
translations et par dilatations. 

C'est le programme que nous appliquerons aux espaces de Besov /~'q et de 
Sobolev/:/~ dans les lignes qui suivent. 

Notations: 

Sr de Schwartz des fonctions C 0~ ~t ddcroissance rapide, sur R ". 
Sa '= espace des distributions tempdr~es. 
~=sous-espace de Se' formd des polyn6mes. 
5a0= orthogonal de ~ dans So. 
Le dual de Sr notd 5~0", s'identifie au quotient 6a ' /~;  la classe de fESP', modulo ~ ,  
est notde [f].  

Si pE[1, +*o], p '=  P est l'exposant conjugu& 
p - 1  

Co d6signera respace des fonctions continues, sur R ", tendant vers 0 ~t l'infini. 

I. G~ndralit~s sur les rdalisations 

Soit E un sous-espace de S~0', muni d'une structured 'espace de Banach, telle 
que l'injection canonique E ~ '  soit continue. On appellera rdalisation de E une 
application lin6aire continue ~: E-~S a' telle que, pour tout uEE, [a(u)]-u.  Par 
abus de langage le sous-espace a (E)cSe '  sera encore appeld une rdalisation de E. 
a &ant une bijection de E sur o-(E), l'espace a(E) hdrite de la norme de E et devient 
done un espace de Banach de distributions tempdr6es. 

Proposition 1 (Classification des rdalisations). Soit a0: E ~ S  r une rdalisation, 

d,image Eo. 
Pour route autre r~alisation a: E ~ SP', il existe une suite finie (rc~)l~/_~, ~ ~ N- de 

formes lindaires continues sur Eo telles que, en posant 

=  Jf)x 

on ait (croo'g~)(f)=f+rc(f) (VfEEo). 
Rdeiproquement, la donn& de n ( f )  ddtermine une r~alisation cr de E, gt savoir 

Preuve. La r6ciproque est dvidente puisque, par hypoth6se, n est une applica- 
tion continue h valeurs dans ~ (considdr6 eomme sous-espace de Sa'). 

Si a est donnde, alors 

n(f) = (o'oo-gl)(f)-fE@ 
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autrement dit r c ( f )=Z~eN,  rc~(f)x ~, off, pour chaque fCEo, on a rc~(f)=0 pour 
I~1 assez grand. 

La continuit6 de re: Eo-"Y'  entraine celle de chaque forme lin6aire rc~; enfin 
le th6or~me de Baire entraine l'existence de NEN tel clue 7r~=0 pour tout le l>N. 
C.Q.F.D. 

Pour a~R" et 2>0 ,  on d6signe par x, et dales op6rateurs de translation et de 
dilatation 

%f(x)  = f ( x - a ) ,  d~f(x) = f ( ~ ) '  

�9 , et da op&ent indiff~remment sur ~, 6P', 6eo, ~o'. 
Soit E un sous-espace de ~"  invariant (pas n~cessairement isom&riquement) 

par translations (resp. dilatations) et ~o une r~alisation de E, d'image Eo. On peut 
d6finir sur Eo des op6rateurs de pseudo-translation (resp. pseudo-dilatation) par 

r . f  = a0(%[f]) (resp. D x f  = ao(d~[f])). 

Soit a une autre r~alisation, d'image E. Alors E est invariant par translations (resp. 
dilatations) si et seulement si 

(1) %oa = ao% (resp. d~oa = aod~). 

Si f~+f+ n ( f )  d4signe l'application canonique de E0 dans E (voir la proposition 1), 
on tire aussit6t de (1), respectivement, pour tout fEEo, 

(2) *.(~(f))  = =(T . f )+  T . f  - T . f ,  

(3) dz (Tr (f))  = ~ (Dx f )  + D  z f -  dxfl 

I1 convient d'observer que (2) et (3) sont des identit~s entre polyn6mes. 
En remplaqant a par - a  et en faisant x =  0 dans (2), on obtient 

(4) rr(f)(a) = r ro (T_ , f ) .+( r_ , f -~ , , f ) (O)  

autrement dit rr est enti6rement d&ermin~e par la forme lin~aire rr0 et les pseudo- 
translations. 

Proposition 2. On suppose E isomdtriquement invariant par translations. Soient 
Eo et E des rdalisations de E, toutes deux invariantes par translations, et f~-,.f + rc(f) 
l'application canonique de Eo dans E. 

Alors, pour tout f~Eo, I t ( f )  est une constante; de plus la forme lindaire con- 
tinue ~r est invariante par translations. 

Preuve. L'identit~ (4) s'~crit 

(5) rc(f)(x) = rro(X_xf), d'o~t 

I~(f)(x)l  <- C[l~-~fllEo 

= Ci l f l l~o ;  
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n(f) est done une constante n ( f ) =  n0(f) et (5) signifie pr6cis6ment que re0 est invari- 
ante par translations. C.Q.F.D. 

Proposition 3. On suppose E invariant par dilatations et homogdne de degrd m~ R 
(i.e. lld~uIl~=2-mIlultF., pour tout 2>0) .  

(i) Si m~N, E admet au plus une rdalisation invariante par dilatations. 
(ii) On suppose mEN. Soient Eo et E des rdalisations de E, routes deux invariantes 

par dilatations, et .fi-~f+ n ( f )  l'application canonique de Eo dans E; on a alors 
~ ( f ) ( x ) =  ~l~[= m n~(f)x~ et 7r~(daf)=2-mTr~(f) (V2>0). 

Preuve. La relation (3) s'6erit 

d~(~Cf)) = ~ ( d j ) ;  
d'o~a, pour tout =~N ", 

n~(daf) = 2-1,1 n~(f). 

L'hypoth6se d'homog6n6it6 entraine 

l==(f)l <= c=&l=l-milfllEo (V2 > 0) 

et zc,(f)=0 pour I~l#m. C.Q.F.D. 

II. R~alisations usuelles des espaces de Besov 

On se donne, mac fois pour toutes, mac partition dyadique de l'unit~ 

Zjcz~k(2J~) = 1 (VEER"\{0}), 

oCa ~b~(R")  est port6e par la eouronne ~-~-l~l---2. La fonction 

, ( 0  = 1-Xs_~1~,(2-JO 

est C**, port6e par 1~I---2, 6gale ~t 1 sur I~1~_1. On d6signe par A s ( j~Z) et So 
les op&ateurs d6finis, sur Se'(R"), par 

( a / )  ^ (4) = ~,(2-J~)f(r (SOY) ̂ (4) = ~o (Of(O.  

Oil a Asf=O pour tout f ~ ,  de sorte que A s op6re 6galement sur S{o'; on a enfin 

u =  ZjEzAiU (Vue~ ' ) ,  

f = S o f + ~ j ~ x A j f  (VfC6a'), 

les s6ries eonvergeant respeetivement dans ~ '  et S e'. 
L'espace de Besov homo#ne /~;q(R,) (s~R, p, q~[1, ~o]) est le sous-espaee 

de a~ d6fini par 
1 [ ( 2 % ~ , u l l , ) , , z l l , ,  < +co, 
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L'espace de Besov inhomog6ne B~,q(R ") est le sous-espace de 5"  d6fini par 

][Sof[]p + 1[(2JSlIAjfll,)j~_al[,q < + ~ .  

L'espace de Sobolev /:/j(R") (s6R, p~]l, + co[) est d6fini par la condition 

(2 jCz 4ss [Ajf[z)ll2ELP, 

et sa version inhomo#ne Hj  par SofCL p et 

(~j~_l 4Js IAjfI~)I/~L ". 

Tous ces espaces sont isom&riquement invariants par translations; de plus, 
n 

quitte ~ les renormer,/:/j et/~'q sont homo#nes de degr6 s - - - .  
P 

Quand il ne sera pas n&essaire de les distinguer on no te ra /~  indiff6remment 
/:/~ ou/~'P (m~me convention pour les versions inhomog6nes); on utilisera syst6ma- 
tiquement l'injection canonique Ep "" ~. 

Si uC~'  la s6rie Zy_~I Aju converge dans 5 a'. Notons Ru sa somme dans 5r 
alors R envoie/~ dans s u - R u  est la classe, modulo ~,  d'une fonction analy- 
tique de type exponentiel; e'est en sp6cifiant le eomportement, en z6ro ou ~ l'infini, 
de cette fonction, qu'on obtiendra, le plus souvent, la r6alisation a(u). 

Construire une r6alisation d e / ~  revient h mettre en 6vidence un sous-espace E0 
de 5 v" tel que: 

1 ~ [E0]c/~; 
2 ~ ~[oute classe uE/~ contient une et une seule distribution f6Eo; 
3 ~ L'application u~-,f ainsi d6finie est continue d e / ~  dans 5e'. 

La propri&6 1 ~ sera toujours impos6e a priori dans la d6finition de Eo; la 
propri&6 3 ~ r6sultera imm6diatement de la construction de f ~ partir de u. 

Finalement, seule la seconde propri&6 nous donnera (un peu) de travail. 
n 

1. Le cas s = - - ,  p <  + oo, q= l. 
P 

C'est de loin le cas le plus simple. En effet l'in6galit6 [[Aju[i~<--C2mP[[Aju[[v 
entraine aussit6t que la s&ie 

Z j ~ z a l U  

converge normalement dans Co. Comme on a ~videmment CoM~'={O}, on est 
amen6 ~ ehoisir, pour/~/v,~ (p< ~o), la r6alisation 

(6) E0 = {fE Col[fl~ 

2. Le cas s=O,p=+oo ,  q = l .  
B~:~ contient des fonctions analytiques ne tendant pas vers 0 ~ l'infini, par 

exemple la fonction sin x~. Cependant sin 2x~ tend vers 0 au sens des distribu- 
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tions, quand 2--* ~. Cette remarque se g6n6ralise aux 616ments (convenablement 
r6alis~s) de /~1 :  

Ddfinition. Une distribution f t e n d  faiblement vers 0 & l'infini si d a f t e n d  vers 0, 
dans ~ ' ,  quand 2 tend vers 0. L'ensemble de ces distributions est not6 Co. 

Lemme. Toute fonction born~e, d spectre compact ne contenant pas l'origine, tend 
faiblement vers 0 d l'infini. 

Preuve. Soit f une telle fonction, 0E~(R" \{0})  6gale & 1 sur le support de 
f. Soit 

~ + Q 2 + . . . + Q .  = 1 

une partition C ~ de la sphere unit6, telle que ~j ne s'annule pas sur le support de Qj. 
On d6finit enfin les fonctions bornr ./~ par 

Alors f = z ~ ] = l  OjfJ et, pour gE~,  on a 

= %=1 Ojg>, 
d'oh 

" 0 I(dxf, g)l -<- A Z j=l llf~l[~ II jg[]l" C.Q.F.D. 

Si u E / ~  1, la s6rie ~ j e z A j u  converge normalement dans L~;  d6signons par f 
sa somme. Nous allons v6rifier que f t e n d  vers 0, faiblement, h l'infini. 

Pour  gE~,  on a 

I(dxf, g)l <- (2IJI>N [lAjull~)l]glix+ 12IJI~-N (dx(Aju)' g>l; 
on choisit N assez grand pour que le premier terme soit inf6rieur h e/2, puis on 
applique le lemme & la fonction ~IJI~_N Aju. C.Q.F.D. 

Considdrons maintenant un polyn6me P:~'l~i=~s aax ~ tendant vers 0, faible- 
ment, ~t l'infini. Fixons dEN" et choisissons g E ~  de sorte que f #g(x) dx=6~.. 
Alors 

a,A. -'~I = [ P f X l g ( x )  dx - -O (~.--0), 

d'oh a , = 0  (Vet) et P =  0. 
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Finalement la r6alisation cherch6e pour "0 1 B;; sera 

E0 = { fE  do/[fiE D~I}. 

47 �84 

n n 
4. Lecas s - - - E R + \ N ,  ou s - - -EN*  et q=l. 

P P 

Soit m=[S- -p] .  Si uE/~;, la s,rie 

~jCz (Aju(x)--ZI~I~=mAjU(a)(O)--~T) 

converge, uniform6ment sur tout compact, ainsi que les s6ries d~riv6es, jusqu'~t 
l'ordre m. La somme de cette s6rie - -  notons-la f - -  v6rifie les conditions: 

(lO) 

- f  de classe Cz; 
- f i ' ) ( 0 )  = 0 pour I~1 <= m ;  

- sup lxWP)+m- ' l f t=)(x) l  < + xER n 
- - [ f ]E /~ .  

pour Ictl = m; 

II est clair que 0 est le seul polyn6me qui satisfait (10); l'ensemble des fonctions f 
qui v6rifient (10) constitue donc une r6alisation d e / ~ .  

il en r~sultera que Ru appartient aussi ~t G0. 

Preuve de (8): Choisissons NEN tel que 2-1--,2N; alors da(Aju) a son spectre 
dans une eouronne dyadique ]~]-,,2 N+j, d'oTJ 

I[d~(Ru) IIB;,' <-- C(~j>_l 2(1+N)~ ][d~(A~u) ll~)v~, 

][d ~ CRu)rlH; <= cI I (  Z j>_ I 4 "+  N)'ld a (A j u)12)l/'Jl p, 

in6galit6s qui entra~nent aussit6t (8). 
F ina lement /~  admettra pour r6alisation 

(9) Eo = {fE C~o/[f] E/~,}. 

3. Le cas s<n/p. 

Si uE/~, s<  , on a aussit6t ~'j_~o AjuEB'p Ip'~, de sorte que u-[Rul admet 

un repr~sentant tendant faiblement vers 0 h l'infini (et m~me dans Co, p o u r p <  + ~!). 
Nous allons v~rifier l'estimation 
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n 
5. Le cas s - - -  E N, q > 1. 

P 
La r6alisation obtenue dans le cas pr6c6dent reposait sur le plongement <<h la 

Sobolev>> "~ "~- "/p ~" EpcB~ ' , on se ramenait ainsi ~t r6aliser l'espace de H61der homo- 
g~ne "t' B.~ pour t positif, non entier. 

Pour t entier les espaces de H61der deviennent des classes de Zygmund et les 
diffieult6s eommencent. 

Nous &udierons d'abord l'espace de Bloch B.~'~ ~. 
Si uE/)~; =, ~j~_oAju appartient encore /t /~;= pour tout e>0 ;  prenons 

e - T ,  pour fixer les id6es. 
D6signons par F l'espace des fonctions continues g telles que 

supx ~o Ix1-1/21g(x)l < + co. 

On choisit par ailleurs une fonction zEN, positive, port6e par la couronne 
@<=Ixl~ 1, telle que f z(x)dx= 1. Nous allons voir que 

Eo = {fE F +  B ~ / [ f ]  E B~; ~* et (f, @ = 0} 

est une r6alisation de B;;'~ ~. 
En effet si P E t r i E 0 ,  alors P=SoPEF+L ~, d'ofi P=Cte; la condition 

(P, ~ )=  0 entraine P =  0. 
Si uE/)~ ~, alors 

g(x) = Zj<o (Aju(x)-Aju(O)) 

est tm 616ment de F. f=g+Ru-(g+Ru,  :4) est done un ~16ment de Eo tel que 
[ f ] = u .  C.Q.F.D. 

Passons au cas g6n6ral de /i~, avee s=--+m (mEN). 
P 

Si uE/~,  la s6rie 

z~jao(Aju(x)- z~l~l~_,,Aju(~)(O)--~l, l+ Zj~_x Aiu(x) 

converge uniform6ment sur tout compact, ainsi que les s6ries d6riv6es jusqu'~t l'ordre 
m - 1 ;  d6signons parf~ la somme de cette s6rie. 

Pour lal=m, on a 

A = (d fu ) -  j(u (0)) + 

done JI(~IE F +  B~ '~*. 
On pose finalement 

X ~ X ~ 
f = fx--Zl=l~_m-lfx (=) (0) "~ ' . -  ZI=I =" ( fl(=l' @ "~-.I" 
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(11) 

- - f  de classe fro-l; 
- f ~ ) ( 0 )  = 0 pour I~1 ~ m -  1 ; 
- f ( ~ ) E F + B ~  ~ pour I~1 = m; 
-<f(~),x> = 0 pour ]c~[ = m; 

- [ f l E / ~ .  

49 

I1 est clair que 0 est le seul polyn6me qui v6rifie ces conditions; l'espace Eo d~fini par 
(11) constitue donc une r6alisation d e / ~ .  

IH. Invariance par translations 

n 
TMor6me 1. (i) Pour s < - - ,  q< o~, l'espace E~ admet une et une seule rdalisa- 

P 
tion invariante par translations," il en est de m~me pour ~lp, x. 

n "~ n'admet aucune rdalisation invariante par transla- (ii) Pour s > - - ,  l'espace Ep 
P 

tions," il en est de m~me pour B~/P'q (q>  1) et pour I:I~/~'. 

Preuve. (i) La r6alisation de /~; d6finie par (7)(resp. (6)) est 6videmment in- 
variante par translations. Pour montrer l'unicit6 de Eo, on va utiliser ia proposi- 
tion 2. Soit n une forme lin6aire continue, invariante par translations, sur Eo, ou, 
ce qui revient au m~me, s u r / ~ .  

Soit ~ E ~ ( R " \ { 0 } )  une fonction 6gale ~t 1 sur la couronne ~[~]<_-2 et zTj 
l 'opdrateur de symbole ~(2-J~).  

rcozTi est une forme lindaire continue sur L p, elle-m~me invariante par trans- 
lations; on a donc rcozTj=O pour p > l  e t  

rc(2jff)) = cJffx)dx (pour p = I). 

Si uE/~;, on a rc(Aju)=n(~j (Aju) )=O dans les deux cas. 
Enfin - -  compte-tenu de q <  + co - -  u est la limite dans E~ de ~'IJI~N Aju  

quand N - ~ ;  on a donc encore n(u)=O. C,Q.F.D. 

 ii, soit m-Is Soit 0Xar a.sationde  d, nieros.tivementpar 
( n ) ( 

(10) cas s - - -  non entier et (11) pour r e = s -  . Les pseudo-translations de 
P 
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E0 s'6crivent, respectivement, 

T . f ( x )  = f ( x - - a )  -- Zl~l-~,. ~ fr  

~t X= 

T,~f(x) = f ( x - a ) -  Zl~,l~m_xfc~O(-a)-~l. -- 21,1=,,, ('c,,f (~0, z}--~. . 

Supposons que /~  admette une r6alisation E, invariante par translations, et 
d&ignons par f , -* f+rc( f )  l'isomorphisme canonique de E0 sur E. L'identit6 (4) 
conduit ~t 

(12) r t ( f ) ( x ) = r r o ( T _ x f ) - - f ( x  ) (s > p ) ,  

(13) ~ r ( f ) ( x ) = z r o ( T _ , , f ) - ( f * ~  (s = p ) .  

n n 
Examinons successivement les cas s > - -  et s = - - .  

P P 
n 

1. Pour s > - - ,  la relation (12) s'interpr~te en disant que f est congrue, 
P 

m o d u l o ~ ,  ~t une fonction born~e; on va contredire (12) en construisant f~Eo 
telle que 

(14) f ( x )  ~ Ixl ~ (Ixl -~ + ~o), ? E R + \ N .  

n n 
Choisissons ~ positif, non entier, tel que ~ < s - - - ,  et y > m  quand s - - -  n'est 

P P 
pas entier. 

Soit 0 une fonction C ~~ port6e par Ixl-<2; telle que -1-<_0=<0 et 0 ( x ) = - I  
pour Ix[~_ I. 

Alors 2 jCs-*lp) 0(2-~x) est un (s,p)-atome port~ par la boule Ixl_~21+x, sui- 
vant la terminologie de Frazier et Jawerth [2]; 

u ( x )  = Xj~_o 2~J0(2-~x) 

est done un 616ment d e / ~ t  et, afort iori ,  d e / ~ .  Posons 

f ( x )  = ~'j___0 2r3 (1 + O(2-/x)) ;  

il s'agit d'une somme localement finie; f est donc une fonction C *~, nulIe pour 
Ixl ~ _ 1, v&ifiant ~videmment (14). Les in6galit6s 
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n 
entralnent, dans le cas s - - - ~ N ,  

P 
Ifr <-- Clxl  ~ -"  (lxl -~ 1, I~1 = m) 

n 
et, dans le cas s - - - = m ,  fc')6L*~ pour I~l=m. 

P 
Enfin [ f ] = u 6 / ~ ;  de sorte q u e f e s t  bien un ~16ment de E0. C.Q.F.D. 

n 
2. Quand s = - -  et f6Eo, ( f  ~ )  croit au plus comme Ixl ~/2 quand Ixl-~oo; 

P 
la relation (13) entra$ne alors n ( f ) = C t e  et l'existence de C > 0  tel que 

(15) I(f,*~)l <- CllfilE, (Vx~R0. 
Nous allons construire une fonction f ~ E  o qni contredise (15). 

Soit ZE~, port6e sur Ixl_~2, 6gale h -- 1 pour Ixl_ ~ 1, telle que f X(x) dx=O 
(cette condition n'est indispensable que dans le eas p--- + oo). 

X(2-Jx) est un , p -atome port6 par la boule Ixl_~2J+~; 

u(x) = Xj~_xj ' - lZ(2-1x)  

est done un 616ment de /~tp.~ d~s que r <  1 - 1 ;  c'est 6galement un 616ment de 
q 

/:/~/', si on fait q = i n f ( p ,  2) (voir [4]). La condition q > l  permet de choisir r>0 .  
La fonction 

~ '  ; , -a t l  +Z(2-Jx)  ) (16) f (x )  = ~j~_lJ 

est C ~176 nulle pour Ixl~_2, et v6rifie 

f ( x )  ~ (Log  lxl)" Clxl -~ + oo). 

Enfin [f]=uEE~lP. f e s t  done un 616ment de E0 tel que ( f ,  ~xu).~(Log Ixl)' pour 
Ixl-~ oo. C.Q.F.D. 

IV. Invarianee par dilatations 

n "s admet une et une seule rdalisation Th6or~me 2. (i) Pour s - - - r  l'espace Ep 
P 

invariante par dilatations. 

n "s.q n'admet aucune rdalisation invariante (ii) Pour s - - - ~ N  et q > l  l'espace Bp 
P 

par dilatations. 1l enest  de m~me pour ~I~. 
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{ n )  
(iii) L'espace sD~ ,1 S - p  ~N admet une infinitd de rgalisations invariantes par 

dilatations. 
n 

Preuve. (i) Pour s - - - ~ N  la r~alisation de E; d~finie respeetivement par (9) 
P 

et (10) est invariante par dilatations; l'unicit~ d~coule de la proposition 3. 
n 

(ii) Soit s----=mEN et Eo la r~alisation de /~  d~finie par (11). Les pseudo- 
P 

dilatations de Eo s'~crivent 

X m 
D~f(x) = f t ~ J -  2 "  ZI~<I =r" (d~ (foo), x )x -~  i . 

L'identit6 (3) devient done 

X e 
dz(rc (f))  = zc(Dxf) - 2  -m Zl,l=m <dz(f(~)), x) -~-!; 

en prenant les coefficients d'ordre cr [el=m, on obtient 

zc=(f) = 2r"rc=(Daf)- ~ (da(f(=)), x>, 

d'ofi l'estimation 

(17) I(da(f(=)), z>l <- CI]filE. (1~1 = m). 

Choisissons r comme dans la preuve du Th6or6me 1. Soit co6~ une fonction 
port6epar Ixl=<2, 6gale/l --xm! pour Ixl<-l, telle que fo)(x)dx=O. 

2smio(2-Sx) ~tant un +m,p -atome ports par la boule [x]=<2 j+l, 

V(X) = ,~ j>=ljr-12Jr" ~(2-J x) 

est un 616ment de/~, .  La fonction 

g (X) = Z J ~ 1 j ' - 1  (X~n -t- 2Sin CO (2- JX)) 

e s t C %  port6e par Ixl-->2. Or"g' n'est autre que la fonction f d~finie en (16); on a 
Ox? 

done gE Eo. 
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Soit c > 0  tel que ~(x)>=c pour &<[xl_-<~-;3= pour 2>0 ,  assez petit, on a 

~ .  C p 

C"' ) 

la fonction hC5 a est d6finie par /~({)=~3(~)~(~). Alors 

d 'oh 
A j v (x) = 21 (" + m) h (2 ~ x) 

I I~ jv l l , ,  = 2J("+cn/')>llhU,, et 

vE/~b= m- c./p),~*; 

ee dernier espace n'est autre que le dual de /~+(./p),l; la forme lin6aire f~- , . (v , f )  
se prolonge done en une forme lindaire n v6rifiant (18). C.Q.F.D. 

Remarque. On montre classiquement l'inclusion 

B~/P'** c BMO (p < + ~) ;  

de sorte qu'on peut r6aliser /u en rempla~ant F + B ~  ~* par BMO. Cette - - p  

modification ne simplifie pas notablement les preuves des th6orSmes; de plus elle 
obligerait ~t traiter h part le cas p =  + ~. 

et cela contredit (17). 

(iii) Pour m~N, /)(p, Jp)+m,t admet une r6alisation (d6crite par (10)) invariante 
par dilatations. 

Nous allons voir qu'il existe une infinit6 de formes lin6aires continues n sur 
f3~ "lp)+m't, telles que 

(18) rc(dxu) = 2-m~(u); 

cela donnera une infinit6 de r6alisations invariantes par dilatations. 
Sirc v6rifie (18); la restriction de rc ~t Se o est une distribution homogSne de degr6 

- - / ' / - -  m .  

Soit O une fonction C = sur la sphSre unit6; d6finissons la distribution tem- 
pEr6e v par 

~(~) 
X i Q l ]  
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