
Probl me de Dirichlet pour le syst me o,f 
0~i0~j 

Jacqueline Detraz 

m _ 0  

0V 
Nous ~tudions dans C, les fonctions f v6rifiant l'6quation 0~0~, =0, en par- 

ticulier, le probl6me de Diriehlet pour cet op6rateur; nous 6tudions le probl6me 
analogue dans C". 

0'f 
On eonsid6re l'6quation ( . )  = 0  dans un ouvert f2 de C. Les solutions 

0~0~ 
de ( , )  sont les fonctions de la forme f=~h+k off h, k sont holomorphes dans 12. 

05 
L'op6rateur 0~0~ est elliptique, non fortement eUiptique; il ne v6rifie pas 

le prineipe du maximum: la fonction f ( z )=  ~z-1  v6rifie ( . ) ,  est nulle sur le cercle 
unit6 T, non identiquement nulle sur le disque unit6 D. 

I1 n'y a done pas d'unicit6 du probl~me de Diriehlet pour cet op~rateur. Nous 
montrons (th6or6me 1) que les ouverts d'unicit6 sont les ouverts dont la fronti6re 
n'est pas rationnelle. 

oV 
Dans C", nous 6tudions le syst6me eorrespondant (S): - -  - 0 (i= < n, j-<_ n) 

et nous montrons que les seuls ouverts biholomorphes ~t la boule pour lesquels il 
n'y a pas unieit6 du problbme de Diriehlet pour (S) sont les ouverts homographique- 
ment 6quivalents h la boule (th6or6me 3). 

Nous earaet6risons aussi les valeurs au bord des fonetions r6guli6res v6rifiant 
( . )  si n = l  (propositions 3 et 4) et (S) si n > l  (propositions 5 et 6). 

I1 existe une litt6rature russe abondante sur les fonctions v6rifiant ( . )  ou plus 
I 

g~n6ralement polyanalytiques [qui v~rifient ~ =0]" l'artiele de Balk et Zuev [1] 
0"~, J '  

pr6sente l'ensemble de ees r6sultats. 
D'autre part, des th6or6mes d'approximation ont 6t6 6tablis dans [2] et [6]. 

I1 serait int6ressant d'6tudier le probl~me de Diriehlet analogue pour des syst~mes 
eUiptiques plus g6n~raux. 
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E(O) ddsignera l'espace des fonctions continues sur ~, v&ifiant ( . )  clans (a. 
Remarquons que, si une fonction f=~h+k est dans E(Q), h et k ne sont pas 

en g6n~ral continues: par exemple la fonction f = ~  log ( 1 - z ) - l o g  ( l - z )  est dans 
E(D), off D est le disque unit& 

Par contre, he t  k ont une croissanee contr616e comme le montre la proposition 
suivante: 

Proposit ion 1. Soit f= ~h + k une fonction de E( fl). Alors h (z)= o dist (7, O~) 

1 
et k---O(dist(z,O~)). 

of 
h est holomorphe et h = - ~ ,  en utilisant la formule de la moyenne et la 

formule de Stokes, et en posant d(z)= dist (z, 0~), on a 

1 of C 
Ih(z)l =< ,~d* (z) f f ,=_,t..,=,-g~-.(y)d y ^ a~l_. = a--dr~ l f ,=_r,=,c=, f(y)a y[ 

= ~ ]f,=-,~=d(=) (f(y z )  - f ( ) )  dy <_- ~ • oscillation ( f  d(z)) = o ( ) - ~ .  

Corollaire 1. E(O) est un sous-espace fermd de C(~), [2]. 

Ilfl l~.  
En effet [h(z)l <- d(z) ' la convergence d'une suite f .  dans C(~)  entraine la 

convergence uniforme sur tout compact de (a, de la suite h. eorrespondante vers une 
fonetion h holomorphe. 

Proposit ion 2. Soit f vdrifiant ( . )  dans un ouvert f2 de C alors 

, f(~) d~_ ~ fft~_.,<f(z)d.,(~). f ( a ) = -  2i---~ f t=-.l=, z---7-- 

Soit f=~h+k off h, k sont holomorphes; en utilisant la formule de Stokes 
o n  a :  

1 
f(a) = "2i~: [~ f f ,z-~ h(z)d~ ^dz+ f f tz-.,~-, k(z) d5 Adz] 

1 
= ~ [ff,=_..~_. h(~)(~-~) d~ ̂  dz+ ff,=_.:_f(~)de ^ dz] 

= 2"~-~'~r2 

D'ofi le r6sultat. On en d~duit: 
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Corollaire 2. Si f vgrifie ( , )  dans un ouvert de C on a 

C 
I f ( z ) l  f f lffy)l din. 

On note EV(I2)={ f~Lv(f2) '  0~0~ O~f = 0  dans ~},p->_l. 

EV(t2) est un sous-espace ferm6 de LV(f2) ear la convergence vers f dans L p 
d'une suite de fonctions de E v entraine la convergence uniforme sur tout compact, 
et done f est dans E p, d'apr6s le corollaire 1. En particulier, pour p = 2 ,  il existe 
un noyau de Bergman reproduisant. 

Soit f2=C un ouvert simplement connexe; on note F la fronti6re 0f2 de f2. 
On note go la repr6sentation conforme du disque unit6 D sur f2. 

Dgfinition. g2 sera dit d'unicitg pour le probl6me de Diriehlet pour ( . )  si toute 
fonction f de E(f2) nulle sur F est identiquement nulle. 

Th~or~me 1. Si F est une courbe analytique, f2 est d'unicitg si et seulement 
si la repr3sentation conforme go de D dans ~2 n'est pas une fraction rationnelle. 

on a 

Soit 

z = go(z) = 
n Q(z) 2 o  bp zp 

~5(z)]r = ~ [r -- 7_~ 5Vz"-P -- Q(z)  " 

f ( z ) = C o ( z ) ~ ( z ) - P ( z )  est continue sur /), nuUe sur T=OD; alors la fonction 
F ( Z ) = f ( g o - I ( Z ) ) =  Z0(go-I(Z))-P(go-~(Z))  est dans E(f2), nulle sur F, non iden- 
tiquement nulle, f2 n'est pas d'unicit& 

Supposons que F soit une courbe analytique non d'unicit6; la representation 
conforme go est analytique dans un voisinage V de D, V= {z, [z[< R} avec R >  1; 
et il existe une fonction de E(f2), F ( Z ) =  Z H ( Z ) + K ( Z )  non identiquement nulle, 
nulle sur F. I1 existe donc des fonctions holomorphes dans D, h =  Hogo et k =  Kego 
telles que ~o(z)h(z)+k(z) soit continue sur D, nulle sur T. On consid6re la fonc- 

t i o n g  holomorphe dans la couronne C R = { I < I z [ <  1}, 
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si Iz[-+l, ~p(z)h(z)+k(z)~O. D'autre part q3 6tant r6guli6re et injective sur 

~ol-~]-~o(z)=O(1-1z[) et dist(q~(z),F) est 6quivalent ~ 1 - l z l ;  d'apr6s /7, la 

o I" ' ~ 1  o f" ~ 1  proposition 1, h(z)= ~l----~z[)et k(z,= --  , - , - 1 ~ ] "  On en d6duit que g(z, tend 

uniform6ment vers z6ro lorsque ]z[ tend vers 1. Done la fonction g(z) est identique- 
, I  

ment nulle dans CR. Et la fonction f f ( z )=~[ -~ ]  holomorphe pour Izl> R se 
o 

k(z) 
prolonge par la fonction en une fonction m6romorphe dans la sph6re 

h(z) 
de Riemann. ~ done ~o est rationnelle. 

k 
Remarques: 1) Les fonctions ~p holomorphes dans D telles que ~ = - ~  sur 

T ont &6 &udi6es clans [3], en liaison avec l'6tude du back-shift op6rateur dans 
l'espace de Hardy H+o(T). 

2) On suppose que ~ est non rationnelle. Soit A un ensemble de longueur 
positive sur F;  alors route fonction f de E(12), nulle sur A est identiquement nulle. 

En effet, la m~me d6monstration montre que la fonction g tend vers z6ro sur 
l'ensemble q~-l(A) qui est de mesure positive sur T. g est done identiquement nulle 
sur CR et on conclut de m~me que si f n'est pas identiquement nulle q~ doit ~tre 
rationnelle. 

3) Si q~ est analytique p o u r  Izl< R, les coefficients de Fourier de ~o v6rifient 
K 

I~(n)t<~-Z. 
On peut remarquer qu'il n'existe pas de condition de croissance moins forte 

qui assure encore que /" est d'unicit6: en effet, si (p,)n est une suite de hombres 
positifs tendant vers z~ro, on peut trouver une suite (Cm) de nombres positifs tels 
que ([3], p. 45 et [5]) si on pose 

- / l  -1 
t~(z)=Zm=lC, n z -  1+ =ZoanZ" avec a,=O(e-"p.) 

1 Vm. et ,~  C,,m ~ <*% ~k est dans C l (b )  et holomorphe si z # 1+ m--- T,  

Posons 

m 2 

m2 et g(z) = ~ g(z). 
1- - - z  l + m  2 
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Alors 
p2 

p~ X ' mZ �9 
1 - - z  

1 +p~ ma+ 1 

g(z) est holomorphe born6e dansD et ( z - - 1 ) l ' ~ - ~ - ~ l l ] ] B ( z ) t e n d  vers 0 uni- 

form6ment si Izl-~l, off ~ ( z ) = ~ '  o ~.z ~. 
Sie  est assez petit, Z=q~(z)=z+e~(z) est injeetive et holomorphe sur D. 

On pose 

a = H ( Z )  = 

= 1) 

Donc Q n'est pas d'unicit4. On peut choisir (p,) pour que ~ soit dans C ~. En par- 
ticulier, il existe des ouverts ~ fronti6re C ~ non rationnelle, et non d'unicit~. 

Etude de E(f2) 1012 

On suppose toujours f2 simplement connexe h fronti6re c~f2 analytique et r est 
la repr6sentation conforme de D sur I2. 

Proposition 3. Si r est non rationnelle, l'espace E(O)[~ est dense dans C(Of2), 
et different de C(~I2). 

a) I1 suffit de montrer la densit6 dans C(T) de l'espace ~ des fonetions de la 
forme Co(z)P(z)+ Q(z) off Pe t  Q sont des polyn6mes trigonom&riques. 

Si ~ n'est pas dense, il existe # orthogonale ~t/7, done ~t d "~ pour nEN; /, 
s'6erit alors #=Gda off G est une fonetion de l'espace de Hardy H~(D) et on 
a frG(e~)Cp(ei~)d"~da=O VnEN; done G~ est valeur au bord d'une fonction 1) 
/-/(z) de Hi(D). On en d4duit eomme dans le Th6or6me 1 et [3] que ~o ~ 

H(z) 
se prolonge par ~ - ~  pour Izl< 1 et ~o est une fonction rationnelle. 

b) Soitf tme fonetion de l'alg~bre du disque telle que f(O)#0. On pose g (Z)=  
~-l(Z)• ZEQ. Si gEE(~)[~ il existe h et k holomorphes dans D 

o( '  / tels que h(z) et k(z) soient ' i ' ~  et ~f(z)-Cp(z)h(z)-k(z)~O, Izl--~l, et 
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done F(z)= Cp(z)zh(z)+zk(z)--f(z) tend vers 0 uniform6ment si Izl ~ 1. F(q,-~(Z)) 
est une fonction de E(12) nulle sur 00 ;  q~ 6tant non rationnelle, 0O est d'unicit6 
d'apr~s le tMor~me 1. Done h(z)=0 et zk(z)-f(z)=-O, ce qui est impossible car 
f (0 )~0 .  Done gCE(g2)loa. 

P 
Proposition 4. Si ~o=-~ est rationnelle, E(f2)[o n e s t  le sous-espace fermd 

form3 des fonctions de la forme F= O+ orp -1 oh OEA(D) et Res t  un poly- 

nOme de degrd <- sup (deg P, deg Q). 

P ( z ) = z ~ a k z  k et Q(z)=Y_,qobkZ k, ap#O, b ~ O .  

Soit F=foq)-lEE(f2)[oa; il existe donc h et k holomorphes dans D telles que 

lira ( f ( d~ (rJ~ ) ( ~ 5, r~e'(~-~)~ - k (re i~ e'(q-')~ • ~'~ ~k rk d (v--k)~ = O. 

Posons O(d~176 et _~(e*O)=~ke~(P-k)o. On en d~duit que si 
q>=p (resp. q<p) les coefficients de Fourier strictement n6gatifs de la fonction 
f .  • (resp. f .  O .d  (v-a)~ sont nuls. Soit gELS(T) telle que ~(n)=f(n), n<0,  et 
~,(n)=0, n~0;  la condition pr6c6dente est 6quivalente au fait que si q>=p (resp. 

q<p) g~)(n)=0 si nE[-q,  0] (resp. n~[-p, 0]). Done gC)est un polyn6me K 

et f - - ~ -  est dans A (D). 

R 
R6eiproquement, soit f = $ + ~ -  avec ~pEA(D), alors on a vu que si q>=p, 

la fonction f .  0 a une extension holomoqAae G dans le disque. Or 0(z) et za-PP(z) 
sont sans z&o commun dans D, il existe done h et k darts A(D) telles que 

et done 
G(z) = h(z) O.(z)+k(z)z"-"P(z) si 

f (e  t~ h (e ~~ + k (e i~ Cp (e*~ 

zE/3 

Le cas q<p est analogue. 

Le cas n > l  

Soit f2 un ouvert de C"; on consid~re les fonctions f de C~(L2)v6rifiant le 
syst6me (S) 

0 , f  
( s )  0~0-----~ - o,  v i  <= n, Vj ~- n. 
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Ce sont les fonctions qui s'6crivent 

r l  

f ( z )  = Z i=l  zihi(z)+k(z) off hi(i ~ n) 

et k sont des fonetions holomorphes dans ~2. 
On d6finit, eomme pour  n=  1, les ensembles d'unicit6 pour le probl6me de 

Diriehlet pour (S). 
Pour les ouverts loealement biholomorphes ~ la boule unit6, on utilisera le 

th6or6me suivant: 

Th~or~me 2. Soit ~ l'hypersurface de C", d~finie par l'~quation 

z .  + = IzjI 

Soient (Pi)i~=,, n fonctions holomorphes au voisinage de z&o dans C", de jacobien 
non identiquement nul. 

Alors les conditions suivantes sont Oquivalentes: 
(i) (Pi)i=~, sont des fonctions homographiques de la forme 

n 

P i ( z ) =  "~J=laiJzJ-}-cl o~ aij, ci, b J son tdans  C. 
~"  bjzj+ 1 j=l  

(ii) I1 existe des fonctions (J])i~. et h, non toutes nulles au voisinage de z&o, holo- 
morphes telles que, 

n Z~=~ Pffz)A(z) = h(z) 

si z appartient dt Z dans un voisinage de z~ro. 

1) Remarque. Si on prend p fonetions Pi de rang p a v e c  p<n,  (ii) ne peut 
~tre v&ifi6: en effet sinon par ehangement de  eoordonn6es Zi=P~(z), il existerait 

- -  - -  P une fonetion r (z, z ) -  ~i=1 ziFi(zl, ..', z , ) -  H(zl . . . . .  z . )  holomorphe en zp+l . . . . .  z. 
pour  z~ . . . . .  zp fix6s, nulle sur un ouvert de la fronti6re d'un strietement pseudo- 
eonvexe, done nulle dans un ouvert de C". On en d6duirait que Fi - H = 0 et done 

fi--h=_O, i<=p. 
2) (i)=~(ii). Soient n fonetions (Pi) v&ifiant (i). Posons Z =  (ZI)i~.= (Pi(z))i~_.= 

P(z); e'e~t un syst6me lin6aire en eoordonn6es homog6nes, done on a inversement 

R,(z) 
zi = Q , ( z )  = _e(z) 

sont des fonetions atones. Si 

ZEZ = P(Z) on a 1 R(Z)  
Z._l R~(z) 

( i ~ - n )  off Ri et R 

~,(z) t ~.(z) R.(z) 
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I1 existe done des fonetions holomorphes (Fi)i~_~ et H tel clue 

Z~=~ Z, F i (Z ) 'H(Z)  = 0 si ZE~ 
et done 

Z " 

3) Soient n fonetions (P,),_~ v&ifiant (ii); tout syst~me de n fonctions (~/)~, 
de la forme 

t l  

P,(z)= Z J ~ u P i ( z ) + ~  (o~ ~u, f l . ~ c )  

v&ifie aussi (ii). 
Puisque le jacobien de (Pi) est non identiquement nul, on peut supposer par 

~ translation >> sur z~ que le jacobien de (P~) est non nul en z6ro. 
Par transformation lin6aire sur les P~ on peut supposer que Pi(z)=z~+ 

~ . ,  Vl.~.,z2zt+termes d'ordre _~3. En utilisant la transformation homographique 
~ P , / ( 1  +ZY=~ r~,,.~P2) on peut supposer que P~(z)=z,+Zi**< ~ ai~z~zt+termes 
d'ordre ==_3. Nous allons montrer alors que P,(z)=z,. 

4) On note z=(z', z~) un point de C' ;  les fonctions P~ v&ifiant (ii) on a: 
t /  �9 9. ~,_~ P~(z', [z [ -z, , )f~(z)-h(z)=O si z appartient a z~ clans un voisinage de z6ro. 

z' dtant fix6, la fonction ~(z) d~finie par le terme de gauche de l'~galit6 
ci-dessus, est une fonction holomorphe de z~, nulle au voisinage de z6ro sur la 
droite 2 Re z ,=  Iz'l ~, done identiquement nulle. ~k est done nulle dans un voisinage 
de z6ro dans C ~ et: 

o = - ~ .  = - Z , = ~  --~(=, I= (~-z~)~(z)+Z~=~ ~()~(~)-~-~(~) --- o; 

Or~ obtient done le syst~me suivant: 

Z ",~lP,(z',lz'l~-eA ~ (z)+ (z) =zj - -~ t z )+ . -~ j ( z ) ,  pour j ~ - n - 1  

Z ~ P,(z', Iz'l~-~)~(z) = h(z). 

On v6rifie que, par exemple, le d6terminant A (~', z) de la matricr 
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est fonetion lin6aire de ~,j (j<=n- 1). On en d6duit que les fonetions P~(z', Iz'l 2 -  ~.) 
(i -< n) sont fonctions homographiques de 5j (j<= n -  1) de m~me d6nominateur D (z). 

Si D(z)=zT(0, z) &ait identiquement nul sur z~, dans un voisinage de z6ro, 
une des fonctions f serait combinaison lin6aire des autres dans un voisinage de 

zero, par exemple f~ (z) = ~'~=2 ~'i]~ (z) et done ~ =  ~ (~iP~ (z) + P~ (z)]~ (z) = h (z) si z 
est dans ~ .  Comme dans la remarque de 1) on pourrait en conclure que f = 0  
(i~2). 

Quitte ~t faire une << translation ~ sur ~ ,  on peut supposer que D(z) ne s'annule 
pas dans un voisinage de z6ro et par division par D(z) on obtient que 

n - - 1  

ei(z' ,  Iz'12--~.) = Z j=l Aij(z)zj'4-Bi(z) 
~=1 Cj(z)~j+ 1 

o~ les fonctions Aij, Bi, Cj sont holomorphes au voisinage de z6ro. 

5) Consid6rons ~,, z eomme variables ind6pendantes. P , ( 0 , -  ~.)=B,(z) est 
fonction de la seule variable z, que l'on note encore B,(z,). Soit j fixe, si ~'k=0, 

k c j ,  k<=n-1, alors A.j(z)~j+B.(z.) est 6gal h la fonction P.(zj, Izjl~-~.)  qui 
Cj(z)~j+l 

ne d6pend pas de zk, k c j ,  k<=n - 1. En annulant les d6riv6es partielles en z k on 
obtient 

Ocj _ r OA.j OCj 

Or A.j(z)-Cj(z)B~(z~) n'est pas identiquement nulle sinon 

B.(z.)  = P.(z j ,  Izj l~-~.)  = z j ~ - z , , +  . . . .  

OA.j _ O- Done, si on identifie les termes en ~ ,  et ~.j dans (1), on eonclut que --~zk - - 

OCt k~j ,  k~_n-1, j~_n-1.  A.j et C~ sont fonetions des seules variables z. et zj. 
OZ k ' 

6) Posons zj=w~C, z~=yCC A~j=A, B~=B, Ci=C. 

A (w, y)ff, + B(y) 
P,,(zj, Izjl2--~.) = P(ff,, wff,-y) = F(ff;, w, y) = C(w, y)rP+ 1 

Avee la rSduetion faite en 3), on a: 

P(ff~, wff ,-y) = w $ - y + ~ $ Z + t e r m e s  d'ordre _~ 3 en ff~, wff,-y. 

Done 

~'B(0) = O; B'(0) = - -1;  

(2) t A ( 0 )  = C(0) = 0; A~(0) = 1; Cw(0) = 0. 
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aF  aF  
En 6crivant que -a-Tw+#-~y=0 on a 

a~ ~(c~  + 1 ) - ( a#  + B) c ~ # +  rv (a~  +B' ) (c#  + 1 ) - ~ ( a ~ + B )  c~# = 0. 

En identifiant h z6ro le coefficient en #, on a 

a ~ - B ( y )  C~ + B'fy) = O. 
w~ 

En tenant compte de (2): A~(w, 0 ) = l ;  A(w,O)=w. D'ofa 
C(w, 0 ) ~ +  1 - 

P(#, w#)= Y~,paqaqpff, qw ~'. On dOduit que C(w,O) est un mon6me du premier 
degr6 et en fait d'apr6s (2), est identiquement nul. Done P(#,  w#)= wv~ et done 

P.(z) = z.. 

En 6changeant le r61e de P~ et P, (iCn) on a, modulo une transformation homogra- 
phique, Pi(z)=z,. Donc les fonctions Pi v6rifient (ii). ~ &ant biholomorphe 
Ia sph6re de C", on obtient comme corollaire Ie th6or6me suivant: 

Th~or~me 3. Soit f2 un ouvert de cn tel qu'un ouvert de 012 soit l'image d'un 
ouvert de la sph&e de C" par une application biholomorphe q~. Alors ~2 est d'unicitd 
pour le problkme de Dirichlet pour (S) si et seulement si ~o n'est pas une transforma- 
tion homographique. 

Etude dans C ~ des restrictions ~ OB des fonctions v6rifiant le syst~me (S) 

1) Soit B l a  boule unit6 de C", 013 la sph6re unit6. On note encore E(B) l'espace 
des fonctions continues sur B, satisfaisant (S) dans B. 

Proposition 5. Soit fEE(B)Ia~; il existe une seule fonction de la forme F(z)= 
n - h  ~,=x z, ~ (hi holomorphe) prolongeant f ft B, on a 

IIFIIB = I[fI[o~ et l, espace E(B)bB est fermd clans C(OB). 

Soit f~E(B)IoB; il existe ]zi et k holomorphes dans B telles que, si l a l= l ,  
f(a) est limite uniforme de G ( z ) = ~ ,  5i~i(z)+k(z) si z~a,  I z l <  1. En appliquant 
la proposition 1 ~t la fonction : 

2ED c C ~ G(2a) off aCOB, on a ~ '  (&Yq- 1)k(z) ~ 0, Izl -* 1. 

f est alors valeur au bord de la fonction 

F =  Z ~,,(~,+z,k) = Z ~ , h i  
et 

I1FIIB- sup sup[21[2 ~ih~(2a)] = sup sup [F(2a)l = IlflloB. 
aE OB IXt~i aE aB IXi=i 
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On en d6duit l'unicit6 pour l'extension de la forme ~ = 1  g,h,. De plus, si fpEE(B)IoB 
converge vers f dans C(OB), la suite Fp correspondante converge dans C(B) vers 
une fonction qui v6rifie aussi (S). 

2) On note E,j les op6rateurs tangents ~t la sphere 

0 O Eiy=Zih--Zj~ i,j<=n. 
O~j 05~ 

Proposition 6. Soit f6Ca(OB), f se prolonge en une fonction de Ct(B) satis- 
faisant (S) si et seulement si 

EijEktf(z) = O, Vi, j, lc, l <- n, zCOB. 

Soit FCCI(B) telle que F ( z ) = ~  ~,ihi(z)+k(z) o~ hl, k sont holomorphes 
dans B e t  continues dans B; alors 

EijEaz(F)(z) = Eij(Zkht--Zzhk) = 0 si zCOB. 

R6ciproquement, soit f~CI(OB) telle que EijEktf=O; la fonction Ektf= 
of of 

zk ~ - z  t - -  s'6tend en une fonction Gkt de l'alg~bre A(B) des fonctions holo- 
ON 

morphes dans B continues dans B. Pour n > 2 ,  Gk, est nulle sur OBCa{Zk=ZI=O } 
donc sur B ca {z ,=z ,=0}  et pour n=2 ,  G12(0)=f0 B E ~ f d r =  fB d(-Of^ dz~ ̂  dz~) =0; 
il existe donc [4] des fonctions fkt et hkt dans A(B) telle que Gkt=Zkfkt--Zlhkt. 
Posons fa=h12, f~=fl~ on a 

zl z1-~=--- -- z2--~=-- I = zl E12f - z2 E u f  = zl ( z t A -  z2At) + z2zdhu-A)  

il existe donc une fonction hi de A(B) telle que hll- f l=zlhl .  Posons f~=flt--zlhl 
alors Gl~=zlf--z l f l .  

Supposons alors par r6currence sur i que pour t o u t j < i  et l> j  on a encore 

T-'jlf='zjfl--Zlfj. 
Alors zi_lEuf=z~E~_l, l f -z tEi_l ,J=zi_l(z i f l -z t f~) .  
Donc Vi<n on a Eaf=z i f l - - z t f  ~. 

H Posons = ~ ' j = l  ~ f j ,  E i tH=Enf  et H - f  se prolonge en une fonction de 
A(B), donc fCE(B)[OB. 
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