Frontiére de Martind’un domaine de R” dont le bord
est inclus dans une hypersurface lipschitzienne

Nicolas Chevallier

Introduction

Soit 2 un ouvert de R* qui est le complémentaire d*un fermé I’ inclus dans
une hypersurface lipschitzienne. Une inégalité démontrée par A. Ancona ([A, 3])
montre que pour étudier la frontiére de Martin de Q (associée au Laplacien), il
suffit d’étudier pour chaque point M de F la dimension du c6ne P,(M) des fonc-
tions harmoniques positives sur Q s’annulant sur FN\{M} (et 4 I'infini). A. Ancona
montre aussi que la dimension de Py (M) est 1 ou 2 ([A, 3]). En utilisant des méthodes
différentes, Benedicks a étudié le méme probléme lorsque F est contenu dans un
hyperplan, et il a donné un critére pour déterminer la dimension de P, (M) (cf. [B]).
Le but de ce travail est de répondre aux trois questions suivantes:

1. Lorsque la mesure de Lebesgue n—1 dimensionnelle de F est strictement
positive, exist-t-il un point M de F tel que dim Po(M)=2?

2. Le critére de Benedicks qui détermine la dimension de P,(M) lorsque F
est inclus dans un hyperplan, peut-il s’étendre au cas général?

3. Si @ contient Q a-t-on dim Py (M)=dim Py(M) pour tous les points M
de 0Q"?

La premiére question a une réponse positive dans le cas général (la méthode
suivie est indépendante du critére de Benedicks qui ne semble. pas adapté). Par
contre, on est obligé de faire des hypothéses géométriques supplémentaires pour
les deux autres (ces hypothéses englobent le cas des hypersurfaces de classe C?).
Dans la plupart des démonstrations les inégalités de Harnack a la frontiére, et
Pévaluation de T'ordre de grandeur des minimales, jouent un réle important. On
donne aussi des exemples qui illustrent les difficultés rencontrées. Ajoutons que les
nombreuses suggestions d’Ancona ont été trés utiles pour parvenir aux résultats
recherchés.
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1. Les différentes inégalités de Harnack et leurs conséquences

Dans ce paragraphe, on rappelle d’abord les inégalités de Harpack. Puis on
démontre un résultat de base sur Ueffilement minimal, et enfin on obtient le caractére
local de la dimension de P,(0).

La formulation de ces inégalités demande quelques notations géométriques:

Soit 4 et O deux points R", désignons par 7(O, 4,r) la portion de
cylindre de révolution d’axe OA4 et de rayon r, délimité par les hyperplans
{McR", IO—AZ . 0_21 :@_43}. De plus, si G est le graphe d’une fonction lipschitzienne
définie sur le disque {MER”, OM-0A4=0, |OM =r} a valeurs dans la droite
0A, alors pour tout fermé F de G on note 7(0, A, r)\NF par T(O, A4, r). Dans
la suite on supposera toujours que O appartient 4 G, et que la constante de Lipschitz
de f est plus petite que [|OA|/2r.

Notons A" le point tel que O0A* = OA/2, et A~ son symétrique par rapport
4 0. De plus, si O est un point de R”, et 4 une partie ou un point de R”, alors 4’
désignera dans toute la suite le symétrique de A par rapport a O (O sera en général
le centre d’un cylindre).

Finalement notons H* () 'ensemble des fonctions harmoniques positives sur
un ouvert R de R™.

Proposition 1-1. (Cf.[A, 3].) (Inégalités de Harnack faible.) Soit U=T¢(0, 4,r),
il existe une constante C ne dépendant que de | OAljr, et de la dimension, telle
que pour toute fonction u de H(U) s’annulant sur F on ait:

VxeTy (0, A+, —2’-] u(x) = C(u(AH) +u(47)).

Preuve. Ce type d’inégalité se démontre usuellement en utilisant une technique
de Carleson. Toutefois une modification est nécessaire pour pouvoir 'adapter a
notre cas (Cf. [A, 3]). On peut aussi utiliser une idée de Benedicks: le caractére
lipschitzien de F montre qu’il existe une fonction L définie sur U telle que toute
fonction u de H*(U) vérifie u(x) = (u(4*)+u(47))L(x), et telle que lintégrale
fu(Log™L(x)y'~*+2 dx soit finie et ne dépende que de r et |O4jjjr. On remarque
gquune fonction # de H*(U) s’annulant sur F se prolonge & T(O, 4,r) en une
fonction sousharmonique; ainsi d’aprés un résultat de Domar, u(x)=C(u(4%)+
u(A47)) pour x€T(0, A%, r/2), C étant une constante qui ne dépend que de la
valeur de Dlintégrale [y (log*L(x))"~***dx (Cf. [Do]).

Proposition 1-2. (Cf. [A, 3], théoréme 7.3, page 252.) (Inégalités de Harnack a
la frontitre.} Sous les hypothéses de la proposition précédente, il existe une constante
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C ne dépendant que de IIO_,ZII [r et de la dimension, telle que pour toutes fonctions u,
v et w de HY(U) s’annulant sur F on ait:

u(d+)
v(4t)

v(x)+ ::E‘j:; w(x)} .

vV x€T; (0,A+,§), u(x) = c[

Donnons maintenant une définition précise du coéne P,(x): Soit Q un ouvert
de R" régulier pour le probléme de Dirichlet. Pour x€dQ appelons P,(x) le cone
des fonctions harmoniques positives sur Q, s’annulant sur 9Q\ {x}, et majorées
sur le complémentaire dans Q d’au moins une boule de centre x par un potentiel
de Q.

La derniére condition est équivalente lorsque n=3 2 la convergence des élé-
ments de P,(x) vers 0 a I'infini. Elle est utile pour avoir, méme lorsque Q n’est pas
borné, le principe du maximum suivant:

Soient u€ Pg(x), et v une fonction surharmonique positive sur 2. Supposons
qu’il existe un voisinage ¥ de x tel que v=u sur IVnQ alors v=u sur Q\V
(V relativement compact).

Désormais, pour alléger, on supposera toujours Q régulier bien que ce ne soit
pas essentiel.

Le théoréme suivant donnent les premiéres conséquences des inégalités précé-
dentes sur le cone Py(x):

Théoréme 1. (Cf. [A, 3], théoréme 2.5, page 223.) Soit Q un ouvert (régulier)
de R" tel gue QNT(0, A, r)=T(0, A, 1) alors:

1. Po(0)#={0}, et {u€Pq(0), u(4*)=1} estuncompact pour la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact de Q (£ est supposé connexe).

2. dim P,(0)=2.

Remarque. Sous les hypothéses du théoréme, on peut aussi voir en utilisant
les inégalités de Harnack faibles que si une suite x, converge vers 0, et converge
dans le compactifi¢ de Martin 4 de Q, alors sa limite est une fonction du céne Pg(0).
On déduit ainsi du théoréme précédent que le point O est associé A au plus 2 mini-
males de H*(Q) dans 4. De méme, on peut prouver que si une suite x, converge
vers une fonction de P, (0) alors elle converge vers 0.

On appellera donc un point M de F point Martin simple ou double suivant
que la dimension de P,(M) vaut 1 ou 2.

Rappelons que si Q est un ouvert de R”, ?R} désigne la réduite de f sur 4 dans
Q (Cf. [H]). Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur I'ouvert Q, on note la réduite R.

On va maintenant établir deux résultats importants pour la suite. Le premier
fournit des ensembles non effilés en une minimale de P,(0) (Cf. [G]) pour un ouvert



32 Nicolas Chevallier

Q tel que QNT(0, 4, r)=Ty(0, A4, r). Sa démonstration est une variante facile
d’une méthode d’Ancona ([A, 1).

Lemme 1-3. Soient Q un ouvert de R” tel que QnT(0, A, r)=Tx(0, 4,r), et
h une minimale du céne Po(0). Si P,,, m=1, est une suite de points de I'axe du
cylindre T(O, A,r) tendant vers O, alors la réunion des boules B,=B(P,, &||OP,])
et des boules B,,, m=1, est non effilée en h, pour toute constante & strictement positive
(B, est la boule symétrique de B,, par rapport a O).

Le lemme signifie que si une fonction surharmonique positive est plus grande
que h sur la réunion des boules B, et B,,, m=1, alors elle est plus grande que
hsur Q.

Preuve du lemme. Notons Q,, les points tels que OTZ:,,=(7P:,,/4, M, les points
tels que Wm=@m/2. Il suffit de faire la démonstration pour & assez petit.
D’aprés les inégalités de Harnack, il existe une constante C indépendante de
m telle que h(P)=Ch(P,) lorsque P est dans B,, et h(P)=Ch(P,) lorsque
P est dans B,,. D’autre part, grice a2 une homothétie, on remarque que RE(0Q,)
et Rf:“ (Q.) sont supérieures a une constante C” qui ne dépend pas de m. Alors les
inégalités de Harnack 2 la frontiére montrent que:

r — (O . hQh) o,
VeI (0, O 3]s K = C7(r oy R+ o @)

d’on

1) = 5 (h(Q) RE()+ (03 RP()

c” RE=(x) P (%)
= S (o0 B o ).

Or, d’aprés les inégalités de Harnack, h(Q,)/h(P,) et h(Q,)/h(P;) sont majorés
indépendamment de m, il existe donc une constante K strictement positive telle
que pour tout mEN, et tout x€97(0, Q,,, r/4) on ait Rf"‘UB:”(x)th(x). Fina-
lement le principe du maximum montre que R BnUBm egt supérieure & Kh partout,
et comme h est minimale, on en déduit que la réunion |J,, (B, U B,) est non effi-
Iée en A.

Proposition 1-4. Sous les hypothéses du lemme 1.3, I'ensemble des points de la
frontiére de Martin A de Q adhérent a un segment vertical issu de O est réduit a
une fonction minimale du céne Py(0).

Démonstration. On peut supposer dim P,(0)=2. Notons i et h’ les deux
minimales ducone P,(0). Appelons S le segment vertical issu de O ouvert en O, et
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soit (P,) une suite de points de S convergeant vers O. Soit (B,,) une suite de boules
de centre P, de rayons proportionnels 3 I|O_P;,|[ est suffisamment petit pour qu’il
y ait une constante de Harnack sur B,, indépendante de m. Ainsi si une suite Q,,,
0..€B,,, converge vers h ou k', la suite P,, converge vers la méme limite. Le lemme
précédent montre que la réunion L=|J,, (B,UB,) n’est effilé ni en A, ni en K.
h et i’ sont donc finement adhérentes A L, et ainsi par choix des boules B, et B,
h et i’ sont des valeurs d’adhérence de I'une des suites (P,,) et (P,,) pour la topologie
de Martin. On veut en déduire que (P,) admet h ou 4’ comme valeur d’adhérence.
Supposons que A’ soit adhérente a la suite (P,), il existe alors une sous suite (P,:,q)
convergeant vers /', et donc la réunion ( J, (B,’nq) a comme seule valeur d’adhérence
dans 4 le point #’, par conséquent (J, (B, ) est effilé en h. Le lemme précédent
montre alors que (J, (B,,,q) est non effilé en h ainsi la suite (P, ) admet h comme
valeur d’adhérence. Les points de 4 adhérent 4 S sont donc au plus het K. Or cette
adhérence est connexe comme intersection décroissante de compacts connexes, elle
est donc réduite & un point, & savoir k ou h’.

Conséquence et remarque. Lorsque dim Po(0)=2, le lemme et la proposition
qui précédent permettent de voir que si u et v sont deux fonctions de H+ () alors
u/v converge finement en A (h étant une minimale de Po(O) adhérente & S) entraine
u/v converge suivant le segment S.

Si dim Po(0)=1, on ne peut pas préciser le résultat du lemme 1.3, car il se
peut qu’un « cbté » du graphe soit effilé en I'unique minimale de P,(0). On donnera
un exemple qui illustre ce fait.

On va maintenant établir le caractére local de la dimension de Py(0). Pour
cela on a besoin de deux lemmes classiques.

Le premier est dit & Naim ([N], théoréme 15, page 225).

Lemme 1-6. Soit @ un ouvert de R, et F un fermé de w. Si h est une minimale
de Ht(w), et si F est effilée en h alors on a:

1. W=h—RE est une minimale de H*(w\F) (f est la régularisée SCI de f).

2. Acw’'=w\F est effilée en h si et seulement si A est effilée en W',

Le lemme suivant est une conséquence facile du lemme 1.9 page 221 de [A, 3].

Lemme 1-7. Soit W un ouvert de R" greenien, et u une minimale de H*(W).
Si u est bornée alors il existe une suite x, de points de W tendant vers l'infini (de R"),
et convergeant vers u dans le compactifié de Martin de W.

Corollaire 1-8. Soit Q un ouvert de R* tel que QNT(0, A, r)=T¢(0, 4, ).
Les fonctions de Py(O) sont non bornédes au voisinage de O, et sont bornées en dehors
de tout voisinage de O. (L’hypothése de régularité faite sur 92 montre que Q est
toujours greenien méme si n=2.)
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Le corollaire précédent est évident & partir du lemme est des inégalités de Har-
nack faibles.

Théoréme 2. Soit U=T¢(0, A,r) un ouvert de R, et Q un autre ouvert de R"
tel que QNT(0, A,r)=U alors

dim P, (0) = dim P,(0).

Preyve. L’inégalité dim Py(0)=dim P,(0) est évidente grace au lemme 1.6 et
au corollaire 1.8. L’autre inégalité est plus difficile, car il n’y a pas de moyen évident
pour prolonger une fonction de Py(0) en une fonction de P,(0). Nous n’allons
d’ailleurs pas construire un tel prolongement.

Montrons tout d’abord le résultat suivant:

Pour toutes fonctions g€ P,(0) et he Py(0), si il existe une suite (Q,) de points
de U convergeant vers h dans le compactifié de Martin de U, et vers g dans le com-
pactifié de Martin de Q, alors on a g=Ch sur U avec une constante C>0,

En effet, pour tous PEU on a (G désignant la fonction de Green de Q):

8(P) _ . Go(P)  Cald-RG'MUD _ . . Go()—Re(AY
h(P) ~ k~=Gg,(47) Go (P)—RGy"(P) ~— k=+= Go, (A7) '

Or d’aprés les inégalités de Harnack, et les inégalités de Harnack a la fronti¢re on
a pour Q assez proche de O:

REY(0) = Cy(G4+ (@ —-RE,V(©Q) avec C;>0

LG @-RN©Q _ RYQ G .,
G+ ©@ 6@ T IHCG

d’ol1 par symétrie de la fonction de Green g(P)/h(P)=C.

Appliquons ce résultat pour prouver que dim Py (0)=2=dim P,(0)=2. Soient
h et i’ les deux minimales de Py(0) et g une minimale de P, (0). D’aprés le lemme 1.6,
g—Rf\“ est Pune des deux minimales i ou 4, par exemple h". Dans ce cas le théo-
réme de Fatou—Naim montre que la limite fine de g(P)/h(P) est nulle quand P tend
finement vers h. Par conséquent, si (Q,) est une suite convergeant vers h, ce qui
précéde montre que g ne peut pas étre une valeur d’adhérence de la suite (Q,). Ainsi,
comme (@) tend vers O, (Q,) doit nécessairement avoir une valeur d’adhérence dans
P,(0) autre que g, et donc dim P,(0)=2. O
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2. Le cas des angles, et exemples

Le but de ce paragraphe est de donner des exemples qui illustrent certains
phénoménes un peu inattendus de la situation étudiée. Pour cela une extension
partielle du critére de Benedicks sera trés utile.

Plagons nous dans C et étudions la situation suivante: Soit D une demi-droite
issue de O faisant un angle «€]0, n] avec le demi axe réel R*, et soit F un fermé
inclus dans DUR™. Notons Q 'ouvert C\F. Nous allons voir que pour "ouvert
Q les résultats de Benedicks s’étendent presque complétement (le cas a=mn cor-
respond au cas traité par Benedicks).

Introduisons quelques notations:

D* = {z€C, z = ré™?, r >0}, D~ = {z€C, z = r@D+7, r = 0},
Qt = {z€C, z = re®, r =0, 0€]0, o[}, h+ePo+(0)\{0},
Q- = {z€C, z = re®, r =0, 0¢la, 2a[}, h~€Pp- (O\{0}.
G(x, y) est la fonction de Green de ouvert Q.
Proposition 2-1. dim P,(0)=2<il existe h€Py(0) tel que
z-0,z€ D+ % =0
Et dans ce cas 2~ est effilé en la minimale de Po(0) adhérente & D*.

Démonstration. Montrons la proposition dans le cas a<=n (pour a=n, on
renvoie a [B]).
Supposons qu’il existe k€ Py(0) telle que

h(z)
—— =0
mtzeps BE(2)

Utilisons un lemme d’Ancona:

Lemme 2-2. ([A, 2].) (Corollaire 2 page 75.) Soit U un ouvert de R" contenant
la boule B(x, r) (r=0). Siy est un point de OB(x, r)ndU, désignons par > le dia-
métre 1y, y+2(x—y)l, et pour y€]0,1/2] posons p,=y-+y(x—p). On a alors avec
une constante C ne dépendant que de n:

V€10, 1], VQ€ 3, VPEUNDB(y, yr), G(P, ¢) = CG(P,, D)

(G désigne la fonction de Green de I’'ouvert U).
Ce lemme permet de voir que toute fonction g de P,(0) adhérente a D, vérifie:

g(re'@®) = Cg(re@?+m),
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Ainsi P,(0) doit contenir des fonctions linéairement indépendantes de h, d’ou
dim P,(0)=2 (on aurait pu utiliser un résultat plus simple que le lemme 2.2, mais
ce lemme sera utile dans la suite).

Supposons maintenant que dim P,(0)=2. En utilisant le théoréme 1, page 76
et le lemme 4, page 78 de [A, 2] on peut démontrer:

Proposition 2-3. Sous les hypothéses du lemme 2.2 on a:

1. Le point P, tend vers une unique minimale h, de Py(y) lorsque y tend vers 0.

2. Soit E une partie de U possédant la propriété suivante: il existe des nombres
¢ et @ strictement positifs tels que pour tout z, de E & une distance plus petite que o
de y, il existe une boule B(z,,r) contenant z,, et incluse dans U, dont I’intersection
avec B(x,r) a un diamétre supérieur a e. Alors il existe une constante C=0 telle
que pour toute suite de points (Q,) de E convergeant vers y et vers une fonction h du
compactifié de Martin de U, on ait: h=Ch,.

Cette proposition montre que E est effilé en toute minimale de H*(U) dif-
férente de hy. Terminons la démonstration de la proposition 2.1. Soit 4 la minimale
de P,(0) adhérente & D*. Comme dim Po(0)=2 la proposition montre que Q-
est effilé en h. Donc d’aprés le lemme 1.6 h— R7 € Py, (0)\ {0}, et ainsi

h(z) _

z—»O,TeD"' h+(Z) ’

On peut maintenant étendre en partie au cas des angles le critére de Benedicks;
mais remarquons d’abord que l'on peut résoudre facilement la troisiéme question
posée dans 'introduction.

Corollaire 2-4. Soit Q un ouvert de C défini comme au début du paragraphe
(i.e. €Q est inclus dans un angle), et soit Q' un autre ouvert contenant Q, et dont la
frontiére contient 0, alors on a: dim P,(0)=dim P (0).

Preuve. Supposons dim P, (0)=2, d’aprés la proposition 2.1, P, (0) contient
une minimale &’ telle que

. n(z2)
lim = 0.
z=»0,z€ D+ h+(Z)
Q- esteffilé en K, donc A=JO\)Q Test aussi. Le lemme 1.6 montre alors que
h=H—R4, est une minimale du céne P,(0). De plus comme RZ; est un potentiel
sur Pouvert &', on a d’aprés le théoréme de Fatou—Naim

fim ) 0,

-
z~0,z¢p*+ h*(2)

et donc dim Po(0)=2. O
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Il nous faut maintenant définir (tout comme Benedicks) la fonction Br(M)
pour McR+uUe*R™.

Fixons y€]0, 1[ assez petit, pour acR*ue*R* considérons le cylindre
T=T(a, (a+iya), ylal), et Pouvert U,=T\F. Soit W la solution du probléme de
Dirichlet suivant:

w(z)=1 si z¢dT, Aw(z)=0 si zeU,.
=0 si z€F
Posons fz(a)=w(a).
Proposition 2-5.
1. dim P, (0) :2:]5Mw<+w

2. f ;M—I_—fi(ie—)dt < +oo=> Po(0) contient une minimale du méme ordre

de grandeur que h~ sur D™, C’est-d-dire que

. h (tei(a/2+n))
im @ —m—————  =0.
Z€D-, 250 h—(ger(alzw))

Remarque. Si a=m, les propositions 2.1 et 2.5 montrent:

I M dt < + oot dim Po(0) = 2.

On retrouve ainsi le critére de Benedicks.

Preuve (abrégée): Pour le 1., il suffit d’écrire P’expression explicite du noyau
de Poisson de Q*, et d’employer la proposition 2.1. Le 2. se fait en remarquant que
P'idée de la démonstration de Benedicks s’applique & notre cas grice au lemme 2.2,
et & I’expression explicite du noyau de Poisson de Q.

Donnons un exemple ol une évaluation de By est possible.

Lemme 2-6. Supposons Q de la forme suivante: Q=C\F avec F=(e"R*)u
(RN U, lta—ayt,, £,D o (1) est suite de réels positifs vérifiant t,=2t,.,, alors:
ol < oo,

+ooe Y

n=0

1 Be(D)+ Br(te™) d
fo ———t -

Preuve. Remarquons d’abord que dans la définition de Br(x) on peut rem-
placer le cylindre T(x, x-+iyx, y|x|) par la boule B(x,y|x]) sans changer I’ordre
de grandeur de la fonction fr(x). Evaluons donc fr(x) dans ce cas 13, et en sup-
posant y=1/4.



38 Nicolas Chevallier

D’aprés les différentes inégalités de Harnack il existe une constante C=0 telle
que pour a, assez petit on ait:

VtE]tn(l_an)i tn[ ﬂF(t) = CﬂF(tn(l_an/2))
et

vie|u(1-3a), b (1—o)[ 80 = el -2,

11 suffit donc d’estimer By(7,(1 —«,/2)). Pour ccla, on peut utiliser une transforma-
tion conforme qui envoie B(0, R)— {x¢R, {x|=r} sur B(0,1) (R>r>0). On
trouve finalement:

51004 = 2 v P e 002) 40

d’ol1 avec des constantes C' et C”=0 on a:

C anno ozn(oc,,-l-O(ocﬁ)) = fil M dr = C//Z u,,(ot,,—i—O(cxﬁ)). 0

nzn,

Corollaire 2-7. Sous les hypothéses du lemme 2.6, on a avec a=m:
dim Po(0) =2 2 02 < 4oo,

On peut maintenant facilement construire des exemples.
1. Cherchons un ouvert Q tel que QNT(0, 4, r)=Tx(0, 4, r) vérifiant:

dim Po(0) = 1

si Qt est I'ensemble des points de T¢(0, 4, r) au-dessus du graphe, alors Q* est
effilé en I"'unique minimale de P,(0) (cf. conséquence et remarque § 1).

Prenons ©Q de la forme (€R*YU(RN\Unzo lti—uls, 1) avec £,=27%" et
a,=afllog t,|, a=0. Le lemme 2.6 et la proposition 2.5 prouvent que P,{0) con-
tient une minimale & du méme ordre de grandeur que A~ sur D~ (voir les notations
du début du paragraphe) ce qui montre que h=?R?*. Q% est donc effilé en h.
Montrons maintenant que si o<n, dim Po(0)=1 pour un choix convenable de a.
II suffit de prouver que P,(0) ne contient pas de fonction g telle que

i g2 _,

z+0,z€D* h* (Z)

Soit g€ Py(0), on a g(r,e“P*™)=Cr ™ "9, Les inégalités de Harnack montrent
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qu’il existe une constante 4 indépendante de a et de n telle que

logA z
g(t e 2) = Allogtsl/a (t e ( ]) = Allogtnl/axct—n/(zu —a) — Ct [ R — ] .

log A i i

Or si a est assez grand <—, donc
o

2n—a

. g(2)
N )
Finalement on a prouvé que pour a assez grand dim P,(0)=1, et que Q% est
effilé en I'unique minimale de Pg(0).

2. Hlustrons les difficultés d’une démonstration éventuelle du corollaire 2.4
dans le cas général par deux exemples.

a) Soit F un fermé de C inclus dans la réunion de trois demi-droites de som-
met 0. En utilisant de nouvelles inégalités de Harnack a la frontiére analogues 2
celles du paragraphe 1 (proposition 1.2) on peut prouver que dim Pe z(0)=3;
at-on F'CF=dim P\ (0)=dim P\ z(0)? Donnons un exemple qui contredit
cette inégalité. 11 suffit de prendre

=R\U, []2‘2” (1—--’17] R 2—2"[ v ]2"2" (711--— 1] , —2-2"[] et F = F'uiR*.

Griéce a la proposition 2.3 on voit que les vérifications sont analogues 2 celles de
Pexemple précédent.

b) Soit % un cdne de la forme €= {zcC, z=re", r=0, 0¢]a, n]} avec a€ln/2, n.
En reprenant la méthode de I'exemple précédent on peut trouver un fermé FcR
tel que dim P\ 5(0)=2 et dim Pe\ (r ) (0)=1.

3. Le graphe est compris entre deux boules tangentes

Soit Q un ouvert de R”, nous dirons que @ vérifie la propriété (*) si 1°) Q est
de la forme Tx(0, 4,r) 2°) il existe ¢, strictement positif tel que B(A, R to) et
B(A, , t;) sont inclus dans €, 4, désignant le point de 'axe OA tel que OA - OA =
t| 04| (on rappelle que A" est le symétrique de A par rapport a O).

Théoréme 3. Soit Q un ouvert de R* vérifiant la propriété (*), on a alors:

1. Si une minimale h de P,(0) vérifie h(A4,)=C/|OA|"*, alors Po(0O) con-
tient deux minimales indépendantes, et h est adhérente au segment [4,,, Ol

2. Si Py(0) contient deux minimales indépendantes h et W, alors h(4)=
C/| 04" et K(4; Y=C/| 04" (h étant adhérente 3 10, 4, J et a [A, , 0
de plus O\B’ (4,,; to) est effilé en W, et ON\B(4,,, 1) est eﬁile en h.
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Démonstration. 1. Supposons que P,(0) contienne une seule minimale &, et
utilisons un résultat d’Ancona ([A, 2], lemme 4, page 78):

Proposition 3-1. Sous les hypothéses du lemme 2.2, on a: Soit hy I'unique mini-
male adhérente au segment [x,y], et soit (y,) une suite de réels strictement positifs
tendant vers 0. Alor pour tout e strictement positif, la réunion pour tous les m des boules
B(P, ,¢y,) est non effilée en hy.

On voit gréce cette proposition que Q\B(4,, ) et O\B(4,, 1) sont non
effilés en h. h est donc la solution d’un probléme de Dirichlet sur chacune des boules
B(4,, to) et B(4; , 1), et ainsi on doit avoir A(A)€a (|04~ et h(4)€a(|OA ).

2. Supposons que P,(0) contienne deux minimales indépendantes h et A, h
étant adhérente 3 10, 4, J et i’ a 1O, A; 1. D’aprésle corollaire 2.2, B(4,, t) est
effilé en b, donc g;=h"— B(A’o @ est une minimale de P'ouvert U= Q\B(4,,, 1)
qui a les mémes ensembles efﬁles que I (cf. lemme 1.6). On peut construire g; d’une
autre maniére permettant de déterminer son ordre de grandeur.

Soit g la minimale de W= R™\B(4,,, t) associée 3 0. Comme le complé-
mentaire de Q est compris entre les deux boules B(4,, 1) et B(A, , Iy, il est
effilé en g, et donc g,= g—WR est une minimale de U. D’aprés la proposition 3.1
et le lemme 1.6, les ensembles de la forme (J,, B(4, , &) avec f, tendant vers O et
=0, sont non effilés en g, et g,, g, et g, doivent donc étre proportionnelles. On
termine la démonstration en remarquant que lim,.q g,(4,) " 1=0.

Corollaire 3-1. Soit Q=1T5(0, A, r) un ouvert vérifiant la propriété (*) et soit
Q=T (0, A, ¥) un ouvert contenant Q, alors dim P,(0)=dim Py (0).

Preuve. Le théoréme 3 montre que F\F’ est effilé en toute minimale de
Py (0). Par suite si 4 est une minimale de P (0), h—%RIN" est une minimale de
Py(0), et donc dim P,(0)=dim Py,.(0).

Le critére de Benedicks.

Nous allons donner pour les ouverts Q vérifiant la propriété (*), un critére
utilisant la mesure harmonique de leurs bords, pour savoir si dim Po(0)=1 ou 2.
Ce critére généralise celui que Benedicks avait démontré pour les ouverts dont le
bord est inclus dans un hyperplan.

Pour les points M de la sphére dB(4, 1) définissons la fonction Br(M):

Appelons P, la projection orthogonale de M sur lhyperplan perpendiculaire
a 04 passant par 0. Fixons océ]O 1[, et soit Q,, le point tel que []PM QMH =ol OPM]|
et [Py Oull 10A| =Py O - OA. Sur Touvert Uy =T(Pys, Ou, ¢ |OPy)N\F con-
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sidérons le probléme de Dirichlet suivant:
0 s1 x€F
e = {1 Si- x€0T(By, Oyc» 210B),
Aw(x) =0 si xcUy.
Posons By (M)=w(M).

Théoréme 4. Soit Q un ouvert de R vérifiant la propriété (*) alors:

dim Po(0) = 2 & faB(Ato’to)—l—[%fz—l do(M) < +e

(do désigne la mesure de surface de la sphére B(4, , t,).

Démonstration. Dans toute la ‘démonstration on notera par C les constantes
qui interviennent, C peut donc changer de valeur d’une ligne i l'autre.

La convergence de P'intégrale de I’énoncé ne dépend que des points M proches
de 0, on supposera donc implicitement dans la suite [|OM | assez petit lorsque ce
sera nécessaire.

Montrons que

.
aB(A,o, ty) ]|0M||"'1

Raisonnons par absurde en supposant que I'intégrale converge, et que dim P,(0)=1.

Pour simplifier Iécriture, notons A, le point 4, 5;7,. Soit A un élément non
nul de P,(0), utilisons la fonction (M) pour évaluer h(M) lorsque M appartient
4 0B(4,,1). Daprés les inégalités de Harnack faibles et le principe du maxi-
mum on a:

do (M) < +eo= dim Po(0) = 2.

h(M) = Cp(M)[h(Ar)+h(A430)]-

D’aprés le lemme 2.1 et enutilisant le fait- que h est adhérente au segment
[4, , O (dim P,(0)=1), on voit que:

VtE]O, ’—20[ h(4) = Ch(4,).

Ainsi on obtient

1) h(M) = CBe(M)1(Ay).
Le noyau de Poisson permet d’estimer h(4,):
2 —7)2
hay=c [ B yan 6

g | A,M|"

B MDRA) 0
WB(apt) || A, M|" )

@
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Réutilisons I'hypothése dim Po(0)=1, le théoréme 3 montre que h(4)Ea(t'™");
donc on peut trouver une suite z, tendant vers 0 telle que pour tout #¢]0, ] on ait:
3 h(4) = G- h(4,) 1.

D’aprés (2) on a:

h(Aw) _
@4 hd)=cC fas(A,o,w f (M) —=2— AT do(M) = C ( f”m@kﬁu j“mg").

Majorons séparément les deux intégrales:
* Comme h(A,k)ECh(A,'k) on a d’aprés les inégalités de Harnack faibles et le
principe du maximum,

h(A4,) =Ch(4,) pour {= 1.

D’ou:
- Br(M)
[ iivm, = W [ 1055 S doon).
) =Ch(4,) [ b o Pr) g,

10Mi=t [OM] " |OM|"

Or pour M fixé 1t/ HO_M | tend vers O quand #, tend vers 0, donc d’aprés le théo-
réme de convergence dominée on a:
t~0" 10MIy, ”0M”n

% Ultilisons 'inégalité (3), on obtient:

|OM| "t~ e (M)

fno_ﬁugtk = Cfll'o_M’uggk ( tk) ”A M”" (M)
= Br(M)
= Ch(4,) [ quHStk—’—“HOLHn - do (M)
or
: Bs(M) Br(M)
il—r»r(%fuﬁiugtk oM do(M) = O car ]I_O_AZH"—’Tda(M) <oo,

Par suite & I’aide de (4), (5) et (6), on obtient:
h(4,) = Syh(4,,),

S, étant une suite qui tend vers 0. Cette derniére inégalité est fausse dés que Sy<1
et h(A,k) =0 ce qui achéve notre raisonnement par absurde.
Il nous reste & voir que

f Br(M)

snca o0 oagpr 0 M) == dmPa(0) =1,
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Comme précédemment raisonnons par I’absurde et supposonsque dim P,o(0)=2.
Soit h la minimale de Po(0) adhérente a [4, O,[. La formule de la moyenne
monftre que
®) h4)=cC | 00 h(M)do(M).
Evaluons A(M) a Paide de Bp(M):
% D’aprés Ie théoréme 3, on a

C
) h(4) = T
* Notons f(M) la mesure harmonique en M, dans 'ouvert Uy, de la face supé-
rieure du cylindre T(Py, Qu, ®|OPyl) on a:

Lemme. —Cl,—/fF(M) = Bu(M).

Preuve du lemme. Soit I, le milieu de [Py, Oul, et soit I;; le symétrique de
I, par rapport 4 P,,. Grice aux inégalités de Harnack 2 la frontiére, on voit que
le lemme se raméne 4 montrer I'inégalité suivante G(M, I,)=CG(M, I;) ou G
est 1a fonction de Green de U,,. Or cette inégalité est une conséquence du lemme 2.2,
ce qui prouve le lemme.

bB (ntolto)

= G
FC/ Y g I, O\‘\

7/

Ainsi d’aprés le lemme et I'inégalité (9) on a

Br(M)

h(M) = C —£=
lomj"-*
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et donc l'inégalité (8) prouve que:

Be (M)
hA,o EC ~'_._,—d M = +oo,
(4s) oM o (M)

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Remarque. Tous les résultats du paragraphe sont valables dans le cas ot F
est contenu dans une hypersurface de classe C?, car 'ouvert complémentaire de F
vérifie la propriété (*).

4. Existence du point Martin double, relation avec les mesures de Hausdorff

Notre but est de trouver une condition simple sur la taille du fermée F définis-
sant Q=1T%(0, 4, r) pour qu’au moins en un point M de F on ait dim P,(M)=2.
Examinons tout d’abord deux exemples.

1") L’ensemble de Cantor

Appelons K I’ensemble triadique de Cantor, et soit Q 'ouvert C\ K. En tout point
M de K on peut trouver une suite de couronnes C,={PcC, ir,=d(M, P)=r,}
avec 1€]0, 1[, dont les rayons tendent vers 0, et incluses dand Q. Les inégalités de
Harnack montrent alors que dim Po(M)=1 en tout M de K.

En généralisant le construction de I’ensemble triadique de Cantor, on voit
que pour tout o<1 on peut trouver un fermé FCR de dimension de Hausdorff
supérieur & «, dont tous les points sont des points Martin simples de 'ouvert C\ F.

2) Point de densité simple

1
Prenons F =R\{Un§1] 2=" (1 —V—_] , 2?"[}, 0 est un point de densité¢ de
n

F pour la mesure de Lebesgue sur R. La proposition 2.6, et le lemme 2.7 montre que

Existence de point Martin double

Dans tout ce qui suit nous allons faire les hypothéses suivantes:

— U=T3x(0, A4, ) est un ouvert de R"

— 1le fermé F est inclus dans le cylindre moitié T(O, A%, r/2)

— le fermé F est de mesure de Hausdorff »—1 dimensionnelle strictement
positive.

Notre but est de voir que F contient au moins un point Martin double, ou
¢e qui revient au méme, un point M tel que dim Py(M)=2.
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Appelons 4 la frontiére de Martin de U, les inégalités de Harnack faibles, et
le fait que les minimales de H*(U) ne sont pas bornées (lemme 1.7), montrent
qu’il existe une application j continue de 4 dans gU qui & chaque fonction h de 4
associe I"'unique point M de QU au voisinage duquel 4 n’est pas bornée (h€ Py(M)).
On remarque alors que la mesure harmonique sur U est obtenue en prenant 1’image
par j de la mesure u (définie sur 4,) qui représente la fonction 1.

Notons U+ D'ouvert constitué des points de Ty(0, 4, r) au-dessus du graphe
G, et u* la mesure harmonique de U~*. De méme, notons U~ les pointsde (0, 4, r)
au-dessous du graphe G, et u~ la mesure harmonique de U~.

Dans ce qui suit la mesure de Lebesgue désigne la mesure de Lebesgue du
graphe G supportant F. Nous allons voir que tout compact K de F de mesure de
Lebesgue strictement positive, contient au moins un point Martin double. Un
résultat de Dahlberg nous apprend que sur K la mesure de Lebesgue, et la mesure
harmonique de U+ ou U~ sont équivalentes. Ainsi les mesures harmoniques de
U™ et U~ sont équivalentes sur K, et comme elles sont plus petites que la mesure
harmonique de U, le théoréme de Radon-—Nikodym montre qu’il existe un boré-
lien de mesure strictement positive sur lequel elles sont toutes les trois équivalentes.
La régularité des mesures permet de supposer que ce borélien est un compact K’
inclus dans K. On va maintenant prouver que K’ contient au moins un point Mar-
tin double.

Lemme 4-1. Dans U ou U™, si une fonction harmonique positive admet une
limite fine en une minimale h, elle admet une limite non tangentielle au point de la
frontiére naturelle correspondant a h.

Preuve. Cf. Hunt et Wheeden, ou Ancona [A, 1].

Raisonnons par I'absurde et supposons que K’ ne contienne que des points
martin simples.

Pour M et F notons C;; le cone

7557 = KAMPUOAL 505, _ IO )
PEUY, MP- 04 = ———rc—, |MP|| = 7+
{re e WP = 5

ou k'=k (k étant la constante de Lipschitz du graphe G).

Lemme 4-2. {McK’, "R¥ . =j~1(M)} est un borélien.

7

Démonstration. Normalisons toutes les minimales de H*(U) au point 4%,
les cones Cy; ne rencontrent pas A+ par suite C; est effilé en j~*(M) si et seulement

si UR?EE(M) (A*)<1. 1l suffit donc de prouver que I’application qui & M associe
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ct - .
URJ-K(M) (A4%) est borélienne. Pour un entier »#, notons

cn ={Pe v+, 3P = M o Specy, PPt OA}
M > = 2(1+k) M- n -
Ona
Ch U pCih
UR_,'—-I(M)_ sup Rjy,(M).

Sous nos hypothéses I'application qui & M associe j~'(M) est continue pour la
topologie naturelle de F, et la topologie de la convergence uniforme sur tout com-
pact de U. Par suite ’application M donne chl’:‘l(M) (A4*) est continue de F dans R,
ce qui montre que Rfit'l(M) (A") est une application SCI donc borélienne.

Appelons K* Tensemble des points M de K’ tels que C;; soit non effilé en
JTYM), et K~ T’ensemble des points M de K’ tels que C;; soit non effilé en j~1(M)

KIMPIIOAL 7, . IMAY })

Ci ={Pe U-, ~-MP-OA = =122 1
( o Y1+k? 2(1+k)

Le lemme 4.2 montre que K+ et K~ sont des boréliens, et le lemme 1.3 montre
que K’=K*UK~. Par régularité il résulte que K+ ou K~ contient un compact L
de mesure strictement positive (il s’agit de u*, u~ et u), par exemple X—. Con-
struisons maintenant & I’aide de L une fonction harmonique f'qui vérifie des propriétés
contradictoires.

Soit g la fonction solution du probléme de Dirichlet suivant.

1 si zeL

g(z)={O i 2€AUNL 4g(2) =0 si zeU*™.

g est une fonction harmonique non nulle sur U*, car L est de mesure strictement
positive. Prolongeons g 3 Tx(0, 4, ¥)=U en posant g(z)=0 si z€¢U~, on obtient
ainsi une fonction sous-harmonique non nulle g sur U. g est comprise entre O et 1.
Le choix de L montre que lim,.,, g(x)=0 finement pour presque toute fonction
harmonique minimale & de H*(U). Le théoréme de décomposition de Riesz montre
qu’il existe un potentiel p de I'ouvert U tel que f=g-+p soit une fonction harmo-
nique positive sur U, et tel que f soit comprise entre 0 et 1. Le théoréme de Faton—
Naim montre que lim,.,f(x)=0 finement u presque partout. La fonction f doit
donc &tre nulle ce qui contredit le fait que g est non nulle. On a ainsi montré que
K contient au moins un point Martin double. Il reste 3 voir que I'ensemble des
points Martin doubles est borélien, et on aura prouvé que presque tous les points de
F sont doubles. Or:

Lemme 4-3. Soit Q un ouvert greenien de R", alors I’ensemble des points de
0Q qui sont simples dans la frontiére de Martin de Q (c’est-d-dire I’ensemble des



Frontitre de Martin 47

points M tels que toute suite (M,) de poinis de Q convergeant naturellement vers
M, converge aussi vers une unique limite dans la frontiére de Martin) est un borélien.

Le lemme résulte simplement du fait le compactifié de Martin de Q est mét-
risable.

En fin de compte on a démontré:

Théoréme 5. Soit Q un ouvert de R tel que QNT(0, A, r)=T(0, 4, r). Sup-
posons que F soit de mesure de Hausdorff n—1 dimensionnelle strictement positive,
alors pour presque tout point M de F on a dim Po(M)=2 (presque partout fait
référence a la mesure de Hausdorff n—1 dimensionnelle).

Corollaire. Sous les hypothéses du théoréme 5, toute fonction harmonique posi-
tive admet des limites finies presque partout sur F suivant les cénes Cy; et Cyy.

Corollaire. Sous les mémes hypothéses, on peut résoudre le probléme de Dirichlet
suivant.

Soit f* et f~ deux fonctions boréliennes bornées sur F, alors il existe une fonc-
tion harmonique bornée sur Q telle que:

lim f(x) =0 pour tout zE€IQ\F

limc+ f(x) =f*(2) presque partout sur F

X2z, x€

lim f(x)=f"(2) presque partout sur F

Xz, xeC;

(NB: la fonction f n’est en général pas unique).
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