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Introduction 

Soit Y2 un ouvert de R" qui est le compl6mentaire d'un ferm6 F inclus dans 
une hypersurface lipschitzienne. Une in6galit6 d6montr6e par A. Ancona ([A, 3]) 
montre que pour 6tudier la fronti6re de Martin de (2 (associ6e au Laplacien), il 
suffit d'6tudier pour chaque point M de F la dimension du c6ne Pa(M) des fonc- 
tions harmoniques positives sur ~2 s'annulant sur F\{M} (et ~ l'infini). A. Ancona 
montre aussi que la dimension de Pa(M) est 1 ou 2 ([A, 3]). En utilisant des m6thodes 
diff6rentes, Benedicks a 6tudi6 le m~me probl6me lorsque F est contenu dans un 
hyperplan, et il a donn6 un crit~re pour d6terminer la dimension de Pa(M) (cf. [B]). 
Le but de ce travail est de r~pondre aux trois questions suivantes: 

1. Lorsque la mesure de Lebesgue n - 1  dimensionnelle de F est strictement 
positive, exist-t-il un point M de F tel que dim P~(M)=2?  

2. Le crit6re de Benedicks qui d6termine la dimension de P~(M) lorsque F 
est indus dans un hyperplan, peut-il s'6tendre au cas g6n6ral ? 

3. Si ~2' contient Q a-t-on dim Pn, (M) <- dim Pa(M) pour tousles points M 
de 0f2'? 

La premiere question a une r6ponse positive dans le cas g6n6ral (la m6thode 
suivie est ind~pendante du crit~re de Benedicks qui ne semble pas adapt6). Par 
contre, on est oblig6 de faire des hypoth6ses g6om6triques suppl6mentaires pour 
les deux autres (ces hypotheses englobent le cas des hypersurfaces de classe C2). 
Dans la plupart des d6monstrations les in6galit6s de Harnack ~t la fronti6re, et 
l'6valuation de l'ordre de grandeur des minimales, jouent un r61e important. On 
donne aussi des exemples qui illustrent les difficult6s rencontr6es. Ajoutons que les 
nombreuses suggestions d'Ancona ont 6t6 tr6s utiles pour parvenir aux r6sultats 
recherch6s. 
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1. Les diff6rentes in6galit6s de Harnack et leurs cons6quences 

Dans ce paragraphe, on rappelle d 'abord les in6galit6s de Harnack. Puis on 
d6montre un r6sultat de base sur l'effilement minimal, et enfin on obtient le caract~re 
local de la dimension de Po(O). 

La formulation de ces in6galit6s demande quelques notations g6om&riques: 
Soit A et O deux points R", d6signons par T(O,A , r )  la portion de 

cylindre de r6volution d'axe OA et de rayon r, d61imit6 par les hyperplans 

{MER", I OM. OAI= OAZ}. De plus, si G est le graphe d'une fonction lipschitzienne 

d6finie sur le disque {MER", 0M.O'-A=0,  IIO'-MIi<_-r} ~ valeurs dans la droite 
OA, alors pour tout ferm6 F de G on note T(O, A, r ) \ F  par Tr(O, A, r). Dans 
la suite on supposera toujours que O appartient h G, et que la constante de Lipschitz 

de f est plus petite que IlOAII/2r. 
Notons A + le point tel que OA+= OA/2, et A- son sym6trique par rapport  

O. De plus, si O est un point de R", et A une partie ou un point de R", alors A' 
d6signera dans toute la suite le sym6trique de A par rapport h O (O sera en g6n6ral 
le centre d'un cylindre). 

Finalement notons H+(f2) l'ensemble des fonctions harmoniques positives sur 
un ouvert R de R ". 

Proposition 1-1. (Cf. [A, 3].) (In6galit6s de Harnack faible.) Soit U= T~(O, A, r),  

il existe une constante C ne d~pendant que de I[OAll/r, et de la dimension, telle 
que pour toute fonction u de H+(U) s'annulant sur F on ait." 

VxEr (O, A+, 

Preuve. Ce type d'in6galit6 se d6montre usuellement en utilisant une technique 
de Carleson. Toutefois une modification est n6cessaire pour pouvoir l 'adapter 
notre cas (Cf. [A, 3]). On pent aussi utiliser une id6e de Benedicks- le caract6re 
lipschitzien de F montre qu'il existe une fonction L d6finie sur U telle que toute 
fonction u de H+(U) v6rifie u(x) <= (u(A+)+u(A-))L(x),  et telle que l'int6grale 

fv(Log+L(x)) "-I+~ dx soit finie et ne d6pende que de r et llO-ftll/r. On remarque 
qu'une fonction u de H+(U) s'annulant sur F se prolonge ~ T(O, A, r) en une 
fonction sousharmonique; ainsi d'apr~s un r6sultat de Domar,  u(x)<=C(u(A+)+ 
u(A-)) pour xET(O, A +, r/2), C 6tant une constante qui ne d6pend que de la 

valeur de l'int6grale fv(log+L(x))"-X+"dx (Cf. [Do]). 

Proposition 1-2. (Cf. [A, 3], th6or~me 7.3, page 252.) (In6galit6s de Harnack "~ 
la fronti~re.) Sou~ les hypothdses de la proposition prdc~dente, il ex&te une constante 
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C ne d~pendant que de ][OA[l/r et de la dimension, telle que pour toutesfonctions u, 
v e t  w de H+(U) s'annulant sur F on ait: 

r (u(A§ , , (a-)  

Donnons maintenant une d6finition pr6cise du c6ne Pa(x): Soit f2 un ouvert 
de R" r6gulier pour le probl~me de Dirichlet. Pour xEOf2 appelons P~(x) le c6ne 
des fonctions harmoniques positives sur f2, s'annulant sur Of2\{x}, et major6es 
sur le compl6mentaire dans I2 d'au moins une boule de centre x par un potentiel 
de I2. 

La derni~re condition est 6quivalente lorsque n=>3 ~t la convergence des 616- 
ments de Po(x) vers 0 ~ l'infini. Elle est utile pour avoir, m~me lorsque g2 n'est pas 
born6, le principe du maximum suivant: 

Soient uEPa(x), et v u n e  fonction surharmonique positive sur f2. Supposons 
qu'il existe un voisinage V de x tel que v>=u sur ~Vnf2 alors v>-u sur f 2 \ V  
(V relativement compact). 

D6sormais, pour all6ger, on supposera toujours t2 r6gulier bien que ce ne soit 
pas essentiel. 

Le th6or~me suivant donnent les premieres cons6quences des in6galit6s pr6c6- 
dentes sur le c6ne Po(x): 

Th6or6me 1. (Cf. [A, 3], th6or6me 2.5, page 223.) Soit f2 un ouvert (r~gulier) 
de R ~ tel que ~2nT(O, A, r)= Tl~(O, A, r) alors: 

1. Po(O)r et {uEPo(O), u(A+)=l}  estuncompactpour la topologie de la 
convergence uniforme sur tout compact de t2 (g2 est suppos6 connexe). 

2. dim P~ (O) <_- 2. 

Remarque. Sous les hypoth6ses du th6or6me, on peut aussi voir en utilisant 
les in6galit6s de Harnack faibles que si une suite xn converge vers 0, et converge 
dans le compactifi6 de Martin A de f2, alors sa limite est une fonction du cSne Pu(0). 
On d6duit ainsi du th6orSme pr6c6dent que le point 0 est associ6 ~t au plus 2 mini- 
males de H+(f2) dans A. De m~me, on peut prouver que si une suite x, converge 
vers une fonction de Pa(O) alors elle converge vers 0. 

On appellera donc un point M de F point Martin simple ou double suivant 
que la dimension de Po(M) vaut 1 ou 2. 

Rappelons que si t2 est un ouvert de R", ~R~ d6signe la r6duite d e f s u r  A dans 
g2 (Cf. [H]). Lorsqu'il n 'y a pas d'ambiguit6 sur l'ouvert f2, on note la r6duite R}. 

On va maintenant 6tablir deux r6sultats importants pour la suite. Le premier 
fournit des ensembles non effil6s en une minimale de Pa(O) (Cf. [G]) pour un ouvert 
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VxEOT(O, Qm, 4 ) ,  

d'ofi 

f2 tel que f2nT(O, A, r)=TF(O, A, 1"). Sa d6monstration est une variante facile 
d'une m6thode d'Ancona ([A, 1]). 

Lemme 1-3. Soient f2 un ouvert de Rn tel que f2nT(O, A, r)= Tr(O, A, r), et 
h une minimale du c6ne Pa(O). Si Pro, m>=l, est une suite de points de l'axe du 
cylindre T(O, A, r) tendant vers O, alors la rdunion des boules Bm=B(P m, el[OPm[I) 
et des boules B'm, m >= l, est non effilde en h, pour toute constante ~ strictement positive 
(B',, est la boule symgtrique de B m par rapport dt 0).  

Le lemme signifie que si une fonction surharmonique positive est plus grande 
que h sur la r6union des boules B m et B~,, m =  > 1, alors elle est plus grande que 
h sur f2. 

Preuve du lemme. Notons Qm les points tels que OQ,,=OP,,/4, M m les points 

tels que Olffm=OQm/2. I1 suffit de faire la d6monstration pour ~ assez petit. 
D'apr6s les in6galit6s de Harnack, il existe une constante C ind6pendante de 
m telle que h(P)>=Ch(Pm) lorsque P e s t  dans Bin, et h(P)>=Ch(P~) lorsque 
P e s t  dans B~,. D'autre part, grace ~t une homoth6tie, on remarque que Rfm(Qm) 

B',. , 
et _R 1 (Q,,) sont sup6rieures ~t une constante C '  qui ne d6pend pas de m. Alors les 
in6galit6s de Harnack fi la fronti6re montrent que: 

1 (am) 

C O 

h (x) -~ ~ (h (Qm) Rf,. (x) + h (Q'm) Rf., (x)) 

c" ( , 
C'C h ( Q m ) ~ + h ( Q m ) ~ J  " 

Or, d'apr+s les in6galit4s de Harnack, h(Qm)/h(Pm) et h(Q',,)/h(P') sont major6s 
ind6pendamment de m, il existe donc une constante K strictement positive teUe 

que pour tout mEN, et tout xEOT(O, Qm, !'/4) on ait _R~"un"(x)>=Kh(x). Fina- 

lement le principe du maximum montre que .OUm.h WmUB') est sup6rieure ~ Kh partout, 

et comme h est minimale, on en d6duit que la r4union Um (B,, u B') est non effi- 
16e en h. 

Proposition 1-4. Sous les hypothkses du lemme 1.3, l'ensemble des points de la 
frontikre de Martin A de f2 adhdrent gt un segment vertical issu de 0 est rdduit d 
une fonction minimale du c6ne P9.(O). 

Ddmonstration. On peut supposer dim Pa(O)=2. Notons h et h' les deux 
minimales du c6ne Po (O). Appelons S le segment vertical issu de O ouvert en O, et 
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soit (Pm) une suite de points de S convergeant vers O. Soit (Bin) une suite de boules 

de centre Pm de rayons proportionnels h [IOemll est suffisamment petit pour qu'il 
y ait une constante de Harnack sur Bm ind6pendante de m. Ainsi si une suite Qm, 
QmEBm, converge vers h ou h', la suite Pm converge vers la m~me limite. Le lemme 
pr6c6dent montre que la r6union L:Um (B~UBm) n'est effil6 ni en h, ni en h'. 
h et h" sont donc finement adh6rentes ~t L, et ainsi par choix des boules Bm et B ' ,  
h et h' sont des valeurs d'adh6rence de l'une des suites (Pr~) et (P ' )  pour la topologie 
de Martin. On veut en d6duire que (Pro) admet h ou h' comme valeur d'adh6rence. 
Supposons que h' soit adh6rente ~t la suite (P ') ,  il existe alors une sous suite ( P ' )  
convergeant vers h', et donc la r6union Uq (B~n) a comme seule valeur d'adh6rence 
dans A l e  point h', par cons6quent Uq ( B ' )  est efi~16 en h. Le lemme pr6c6dent 
montre alors que Uq (Bin) est non effil6 en h, ainsi la suite (Pro) admet h comme 
valeur d'adh6rence. Les points de A adh6rent ~t S sont donc au plus h et h'. Or cette 
adh6rence est connexe comme intersection d~croissante de compacts connexes, elle 
est donc r6duite ~t un point, ~ savoir h ou h'. 

Consequence et remarque. Lorsque dim Pa(O)=2,  le lemme et la proposition 
qui pr6c6dent permettent de voir que s i u  et v sont deux fonctions de H+(f2) alors 
u/v converge finement en h (h 6tant une minimale de Pa(O) adh6rente ~t S)  entraine 
u/v converge suivant le segment S. 

Si dim Po(O)= 1, on ne peut pas pr6ciser le r6sultat du lemme 1.3, car il se 
peut qu'un << c6t6 >> du graphe soit effil6 en l'unique minimale de Po(O). On donnera 
un exemple qui illustre ce fair. 

On va maintenant 6tablir le caract6re local de la dimension de Pa(O).  Pour 
cela on a besoin de deux lemmes classiques. 

Le premier est dfi ~t Na~m ([N], th6or~me 15, page 225), 

Lemme 1-6. Soit 09 un ouvert de R n, et F u n  fermd de co. Si  h est une minimale 
de 11+(co), et si F est effil~e en h alors on a: 

1. h ' = h - k ~  est une minimale de H + ( c o \ F )  ( f e s t  la r6gularis6e SCI de f ) .  
2. A c c o ' = c o \ F  est effil~e en h si et seulement si A est effil~e en h'. 

Le lemme suivant est une cons6quence facile du lemme 1.9 page 221 de [A, 3]. 

Lemme 1-7. Soit W un ouvert de R n greenien, et u une minimale de t l  + (W).  
S i u  est born~e alors il existe une suite xn de points de W tendant vers l'infini (de Rn), 
et convergeant vers u clans le compactifi~ de Martin de W. 

Corollaire 1-8. Soit f2 un ouvert de R n tel que I2nT(O, A, r )=TF(O,M,  r). 
Les fonctions de Ps~[O) sont non borndes au voisinage de O, et sont borndes endehors 
de tout voisinage de O. (L'hypoth~se de r6gularit6 faite sur 0f2 montre que f2 est 
toujours greenien m~me si n=2.)  
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Le corollaire pr6c6dent est 6vident ~ partir  du lemme est des in6galit6s de Har-  
hack faibles. 

Th6or6me 2. Soit U= Tr(O, A, r) un ouvert de R ", et 12 un autre ouvert de R ~ 
tel que f2nT(O, A, r ) =  U alors 

dim Po(O) = dim Po(O). 

Preuve. L'in6galit6 dim Pv(O)>=dim P9(O) est 6vidente grace au lemme 1.6 et 
au corollaire 1.8. L 'autre  in6galit6 est plus difficile, car il n 'y  a pas de moyen 6vident 
pour  prolonger une fonction de Pu(O) en une fonction de P9(O). Nous n'allons 
d'ailleurs pas construire un tel prolongement.  

Montrons tout d 'abord  le r6sultat suivant: 
Pour toutes fonctions gCPo(O) et hCPv(O), si il existe une suite (Qk) de points 

de U convergeant vers h dans le compactifi6 de Martin de U, et vers g dans le com- 
pactifi6 de Mart in de f2, alors on a g>=Ch sur U avec une constante C > 0 .  

En effet, pour  tous PE U on a (G d6signant la fonction de Green de t2): 

= l im GQ~(P) • GO.~(A+)-R~(A+)  GQk(A+)-R~V (A+) g(P) 
~- lim inf 

h(P) GQ-~-'~) o \ v  = GQk(A+ ) " "~ GQ,(P)--R~Q~ (P) k--+~ 

Or d'apr6s les in6galit6s de Harnack,  et les in6galit6s de Harnack h la fronti6re on 
a pour  Q assez proche de O: 

~ \ u  < ~ \ u  
R~ A + (Q) = C1 (Ga + ( Q ) -  R~A§ (Q)) avec C 1 > 0  

aa + (Q)-  Ra a + (Q) ~a + ~ C1 
= 1 -> 1 - - = C > 0  

Ga+ (Q) GA+ (Q) - 1 + C~ 

d 'oh par  sym6trie de la fonction de Green g(P)/h(P)>=C. 

Appliquons ce r6sultat pour  prouver que dim Pv(O) = 2 = , d i m  Po(O) =2.  Soient 
h e t  h '  les deux minimales de Pv (O) et g une minimale de Po (O). D'apr6s le lemme 1.6, 
g - -  R~ \ u  est l 'une des deux minimales h ou h', par  exemple h'. Dans ce cas le th6o- 
r6me de F a t o u - - N a i m  montre que la limite fine de g(P)/h(P) est nulle quand P tend 
finement vers h. Par  cons6quent, si (Qk) est une suite convergeant vers h, ce qui 
pr6c6de montre  que g ne peut pas ~tre une valeur d'adh6rence de la suite (Qk). Ainsi, 
comme (Qk) tend vers O, (Qk) doit n6cessairement avoir une valeur d'adh6rence dans 
Pn(O) autre que g, et donc dim P~(O)=2. [] 
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2. Le eas des angles, et exemples 

Le but de ce paragraphe est de donner des exemples qui illustrent certains 
ph6nom6nes un peu inattendus de la situation 6tudi6e. Pour cela une extension 
partielle du crit~re de Benedicks sera tr6s utile. 

Pla~ons nous dans C et 6tudions la situation suivante: Soit D u n e  demi-droite 
issue de 0 faisant un angle aE]0, n] avec le demi axe r~el R +, et soit F u n  ferm6 
inclus dans D u R  +. Notons ~2 l'ouvert C \ F .  Nous allons voir que pour l'ouvert 
~2 les r6sultats de Benedicks s'6tendent presque compl6tement (le cas a = n  cor- 
respond au cas trait6 par Benedicks). 

Introduisons quelques notations: 

D + = {zEC, z = r e  ' (~/2),r > 0 } ,  D -  = { z E C ,  z =  re 't(~12)+~),r > 0}, 

f2 + = {zEC, z = re '~ r > 0, 0E]0, a[}, h+Eea+ (0)\{0}, 

a -  = {zEC, z = re '~ r > 0, 0E]~, 2hi}, h - E P , -  (0)\{0}. 

G(x, y) est la fonction de Green de l'ouvert f2. 

Proposition 2-1. dim Pa(O)=2, , i l  existe hEPa(0) tel que 

run h(z) > 0 .  
~-O,z~D§ h+(z) 

Et darts ce cas 9 -  est effilJ en la minimale de Pa(O) adhJrente d D +. 

DJmonstration. Montrons la proposition dans le cas c~<n (pour ~=~z, on 
renvoie ~t [B]). 

Supposons qu'il existe hEPo(0) telle que 

lh~ h(z) > 0 .  
z~O,z'-'-'~D + h-b(z )  

Utilisons un lemme d'Ancona: 

Lemme 2-2. ([A, 2].) (Corollaire 2 page 75.) Soit U un ouvert de R n contenant 
la boule B(x, r) (r>0). Si y est un point de OB(x, r)n~U, ddsignons par ~ le dia- 
mdtre ]y, y + 2 ( x - y ) [ ,  et pour 7E]0, 1/2] posons p ~ = y + ~ ( x - y ) .  On a alors avec 
une constante Cne d~pendant que de n: 

VrE]0,-~], V Q E ~ ,  VPEUn~B(y ,  rr), G(P, r <- C 6 ( P  r, Q) 

(G d6signe la fonction de Green de l'ouvert U). 
Ce lemme permet de voir que toute fonction g de P~(0) adh6rente ~t D- ,  v6rifie: 

g(re'(~/~)) <: Cg(re'((~/~)+~)). 



36 Nicolas Chevallier 

Ainsi P9(0) doit contenir des fonctions lin6airement ind6pendantes de h, d'ofi 
dim Po(0)=2 (on aurait pu utiliser un r6sultat plus simple que le lemme 2.2, mais 
ce lemme sera utile dans la suite). 

Supposons maintenant que dim P~(0)=2. En utilisant le th6or6me 1, page 76 
et le lemme 4, page 78 de [A, 2] on peut d6montrer: 

Proposit ion 2-3. Sous les hypothdses du lemme 2.2 on a: 
1. Le point P,e tend vers une unique minimale ho de Pv(Y) lorsque ~ tend vers O. 
2. Soit E une partie de U poss~dant la propri~t~ suivante: il existe des nombres 

e et Q strictement positifs tels que pour tout zl de E dt une distance plus petite que Q 
de y, il existe une boule B(z2, r) contenant zl,  et incluse dans U, dont l'intersection 
avec B(x,  r) d u n  diam~tre sup~rieur dt~. Alors il existe une constante C > 0  telle 
que pour route suite de points (Qk) de E convergeant vers y e t  vers une fonction h du 
compactifi~ de Martin de U, on ait: h>=Cho . 

Cette proposition montre que E est effil6 en toute minimale de H+(U) dif- 
f6rente de h0. Terminons la d6monstration de la proposition 2.1. Soit h la minimale 
de Pa(0) adh6rente h D +. Comme dim Po(0)=2 la proposition montre que O- 
est effil6 en h. Donc d'apr6s le lemme 1.6 h - R ~ - E P o §  (0)\{0}, et ainsi 

lim h(z) > 0 .  
z-O,~o+ h+(z) 

On peut maintenant 6tendre en partie au cas des angles le crit~re de Benedicks; 
mais remarquons d'abord que l'on peut r6soudre facilement la troisi6me question 
pos6e dans l'introduction. 

Corollaire 2-4. Soit 12 un ouvert de C d~fini comme au d~but du paragraphe 
(i.e. cO est inclus dans un angle), et soit s un autre ouvert contenant f2, et dont la 
frontiJre contient O, alors on a: dim Po(0)_->dim Po,(0). 

Preuve. Supposons dim Pa,(0)=2, d'apr~s la proposition 2.1, Po,(0) contient 
une minimale h' telle que 

lim h" ( z) 
~o,~'--~o+ h+(z) > 0 .  

~ -  est effil6 en h', donc A=0f2\Of2" l'est aussi. Le lemme 1.6 montre alors que 
h = h ' - k ~ ,  est une minimale du c6ne Po(0). De plus comme /~ha, est un potentiel 
sur l'ouvert f2', on a d'apr6s le th6or6me de Fatou--Naim 

l im h(z) > 0 ,  
~-0,z---~o + h + (z)  

et donc dim Po(0)=2. [] 
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I1 nous faut maintenant d6finir (tout comme Benedicks) la fonction ~F(M) 
pour MER + u e i" R +. 

Fixons 7C]0,1[ assez petit, pour a~R+wei~R + consid&ons le cylindre 
T=T(a ,  (a+iTa), 71al), et l 'ouvert U , = T ' \ F .  Soit W la solution du probl~me de 
Dirichlet suivant: 

w ( z ) = l  si zEOT, A w ( z ) = O  si zEUo. 

= 0  si zEF. 

Posons fF(a) = w(a). 

Proposition 2-5. 

1. dimP~(0)  ~ 2 :=~ f l  fv( t )+~v(te  '~) dt < +~o. 
~o t 

2. f l  fv( t)+flv(te  i~) dt < +~o=~ P~(O) eontient une minimale du m~me ordre 
o t 

de grandeur que h-  sur D - ,  c'est-d-dire que 

lira h(te~('/2+~)) > O. 
~cD-,----~o h-( te  i~/2+"~) 

Remarque. Si ~=rc, les propositions 2.1 et 2.5 montrent:  

f ~  fe(t)+fr(te '~) dt < + = ~  dim P~(0) = 2. 
t 

On retrouve ainsi le crit6re de Benedicks. 

Preuve (abr6g6e): Pour le I., il suffit d'6crire l'expression explicite du noyau 
de Poisson de f2 +, et d'employer la proposition 2.1. Le 2. se fait en remarquant que 
l'id6e de la d6monstration de Benedicks s'applique ~ notre cas grace au lemme 2.2, 
et h l'expression explicite du noyau de Poisson de f2-. 

Donnons un exemple off une 6valuation de/~r est possible. 

Lemme 2.6. Supposons f2 de la forme suivante: I 2 = C \ F  avee F = ( e ~ R + ) u  

( R \  Un ]tn'e,t , , ,  t,D O~t (t,) est suite de r~els positifs vdrifiant t,>=2t.+~, alors: 

fr(t)+flr(te'~) dt < q-,~r162 Zn~_OO~zn <: q-~. 
0 t 

Preuve. Remarquons d 'abord que dans la d6finition de /~r(x) on peut rem- 
placer le cylindre T(x, x+iTx, 71xl) par la boule B(x, 71xl) sans changer l 'ordre 
de grandeur de la fonction fF(x). Evaluons donc fie(x) dans ce cas lh, et en sup- 
posant 7<= 1/4. 
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D'apr6s les diff6rentes in6galit6s de Harnack il existe une constante C > 0  telle 
que pour ~. assez petit on ait: 

et 
VtElt.(1-ct.), t.[ /~v(t) ~_ C~v(t .( l-a. /2))  

> 1 
V tE]t. ( 1 - ~ - 3 0 ~ . ) , t . ( 1 - 1 ~ . ) [ f l v ( t ) = - ~ - -  flv(t.(1-~./2)). 

I1 suffit doric d'estimer flF(t.(1-~./2)). Pour cela, on peut utiliser une transforma- 
tion conforme qui envoie B(O,R)--{xER, lx[>=r} sur B(0,1) ( R > r > 0 ) .  On 
trouve finalement: 

(2~( t .0  - ~./2))~.12 �9 ,.~ 
B , . ( t . ( 1 - e , / 2 ) )  = 2Arczc sin l. t~(c~/4+(1 -c~.12)2i J = A(c~.+O(c~)) (A >0)  

d'o~ avec des constantes C '  et C " > 0  on a: 

fa flF(t)+~r(e~ ~) dt <= C " ~ . ~ .  0t.(~.+O(ct~)). [] C'  Z._~.o~. (~ .+0(~.~))  ~ -~ , 

Corollaire 2-7. Sous les hypoth&es du lemme 2.6, on a avec ~ = ~ :  

dim Pn(0) = 2 r z~.~o ~ ~: + ~ .  

On peut maintenant facilement construire des exemples. 
1. Cherehons un ouvert Q tel que t2r~T(0, A, r)=T~(0,  A, r) v6rifiant: 

dim P~(O) = 1 

si g]+ est l'ensemble des points de Tv(0, A, r) au-dessus du graphe, alors Q+ est 
effil6 en 1'unique minimale de Pa(O) (cf. cons6quence et remarque w 1). 

Prenoris c~2 de la forme (d~R+)~(R\U.>=o]t.-a.t . , t .D avee t . = 2  -2" et 
a,,=a/[log t.1, a>0 .  Le lemme 2.6 et Ia proposition 2.5 prouvent clue Pa(0) eon- 
tient une minimale h du m~me ordre de grandeur que h-  sur D-  (voir les notations 
du d6but du paragraphe) ce qui montre que h#~R~ § t2 + est done effil6 en h. 
Montrons maintenant que si a < n ,  dim P a ( 0 ) = l  pour un choix convenable de a. 
lI suffit de prouver que Pu(0) ne eontient pas de fonetion g telle que 

lira g( z )  > O. 
~-~o,,---~+ h+(z) 

Soit gEPa(0), on a g(t.e~('/2)+~))<=Ct~ ~1(~-~). Les in6galit6s de Harnack montrent 



Fronti~re de Martin 39 

qu'il existe une constante A ind6pendante de a et de n telle que 

'T'~ .(~ )) = ~[ ,oga .  ~ 1. 
g( t .e  ) ~_ All~ ~+~ ~_ All~ nl(2n-~) C "-T-~- 2"~z'~'-~ I 

log A 7r 
Or si a est assez grand a + 2 n -  ~<--'~ done 

lim g(z)  - O. 
,~0-~-~0 h+(z) 

Finalement on a prou% que pour a assez grand d i m P u ( 0 ) = l ,  et que 12+ est 
effil6 en l'unique minimale de Pu(0). 

2. Illustrons les diffieult6s d'une dSmonstration 6ventuelle clu corollaire 2.4 
dans le r g6n6ral par deux exemples. 

a) Soit F u n  ferm~ de C indus dans la r6union de trois demi-droites de som- 
met 0. En utilisant de nouvelles in6galit6s de Harnack ~ la fronti~re analogues 
eelles du paragraphe 1 (proposition 1.2) on peut prouver que dim Pe\e(0)~_3;  
a-t-on F'cF=~dimPe\F,(O)<-dimPc,, ,F(O)? Donnons un exemple qui eontredit 
eette in6galit6. I1 suffit de prendre 

Grgce/~ la proposition 2.3 on voit que les v~rifications sont analogues ~ celles de 
l'exemple pr~c6dent. 

b) Soit ~f un c6ne de la forme ~ =  {z~C, z=re  ~~ r->0, 0~]e, ~]} avee e(]~/2, ~1. 
En reprenant la m~thode de l'exemple precedent on peut trouver un ferm~ F ~ l i  
tel que dim PC\F (0 )=2  et dim PC,,,(FU~)(0)=I. 

3. Le graphe est compris entre deux boules tangentes 

Soit f2 un ouvert de R", nous dirons que 12 v6rifie la propridt6 (*) si 1") 12 est 
de la forme TF(O, A, r) 2") il existe t o strictement positif tel que B(A_~to, to) * et 
B(A~o, to) sont inclus dans f2, At d6signant le point de l'axe OA tel que O A .  OAt = 

t [I O--All (on rappelle que A' est le sym6trique de A par rapport ~t O). 

Th~or~me 3. Soit 12 un ouvert de It" v~rifiant la propri~t~ (*), on a alors: 
1. Si une minimale h de P~(O) v~rifie h(At)>=f/[]OAtll "-1, alors Psi(O) con- 

tient deux minimales inddpendantes, et h est adh~rente au segment [Ato , 0[. 
2. Si  Po(O) eontient deux minimales indApendantes h et h', alors h(At)->_ - 

C/l l0-~, l :  -1 et h'(A;)>=C/llO~t[I "-1 (h 6tant adh~rente h ]O, Ato ] et h' ~t [Ate , O D 
de plus 12\B" (Ato, to) est effild en h', et 12\B(At,,  to) est effild en h. 
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Ddmonstration. 1. Supposons clue Pa(O) contienne une seule minimale h, et 
utilisons un r6sultat d'Ancona ([A, 2], lemme 4, page 78): 

Proposition 3-1. Sous les hypothJses du lemme 2.2, on a: Soit ho l'unique mini- 
male adhdrente au segment Ix, y], et soit (Ym) une suite de rdels strictement positifs 
tendant vers O. Alor pour tout e strictement positif, la rdunion pour tousles m des boules 
B(P~ , ~7,,) est non effilJe en ho, 

On voit grgce cette proposition que O\B(Ato,  to) et O\B(Ato,  to) sont non 
effil6s en h. h est donc la solution d'un probl6me de Dirichlet sur chacune des boules 
B(Ato, to) et B(At',  to), et ainsi on dolt avoir h(At)~ a([] OAtll 1-") et h(A;)E a([] OA;][1-"). 

2. Supposons que Pa(O) contienne deux minimales ind6pendantes h et h', h 
6tant adhdrente ~ ]O, Ato ] et h' ~ ]O, At'o]. D'apr~s le corollaire 2.2, B(Ato, to) est 

effil6 en h', donc gl=h'-nR~(,  Ato't") est une minimale de l'ouvert U=  ~?\B(At~ to) 
qui a les m~mes ensembles effiI6s que h" (cf. Iemme 1.6). On peut construire g~ d'une 
autre mani6re permettant de d6terminer son ordre de grandeur. 

Soit g la minimale de W = R " \ B ( A t o ,  to) associ6e ~ O. Comme le compl6- 
mentaire de ~2 est compris entre les deux boules B(Ato, to) et B(At'o, to), il est 
effil6 en g, et donc g~=g-WR2~ est une minimale de U. D'apr6s la proposition 3.1 
et le lemme 1.6, les ensembles de la forme Um B(At,,,, ~tm) avec t,~ tendant vers 0 et 
~>0, sont non effil6s en gl et g2, gt et g2 doivent donc ~tre proportionnelles. On 
termine la d6monstration en remarquant que limto0 g2(At)f'-~ >0. 

Corollaire 3-1. Soit s TF(O, A, r) un ouvert vdrifiant la propridtd (*) et soit 
(2 ' :  TE,(O, A, r) un ouvert contenant s alors dim P~(O)=>dim Pn,(O). 

Preuve. Le th6or6me 3 montre que F \ F "  est effil6 en toute minimale de 
P~, (O). Par suite si h est une minimale de Pa. (O), h -  ~'RF\F' est une minimale de 
P~(O), et donc dim P~(O)_->dim Pa,(O). 

Le crit~re de Benedicks. 

Nous allons donner pour les ouverts ~2 v6rifiant la propri6t6 (*), un crit6re 
utilisant la mesure harmonique de leurs bords, pour savoir si dim Pu(O) = 1 ou 2. 
Ce crit6re g6n6ralise celui que Benedicks avait d6montr6 pour les ouverts dont le 
bord est inclus dans un hyperplan. 

Pour les points M de la sph6re OB(Ato, to) d6finissons la fonction fir(M): 

Appelons P~t la projection orthogonale de M sur l'hyperplan perpendiculaire 

~t O---A passant par O. Fixons a~]0, 1[, et soit Qrt le point tel que [ ]~  Q--s =c~ [[oPs 

et [IP~ Qul[ [IOA[I =PM QM" O--A. Sur l'ouvert UM = T(PM, QM, ~ [[OP;41[)\F con- 
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sid~rons le probl6me de Dirichlet suivant: 

w(x) = si xEOT(PM, QM, ~llO-Ttall), 
Aw(x)=O si X~UM. 

Posons fir(M)=w(M). 

Th~or6me 4. Soit I2 un ouvert de R" vgrifiant la proprigt~ (*) alors: 

dimPa(O) = 2 r f -:./tF(Y ) da(M)< +oo 
J ~B(ato,,o) IIO MI["-* 

(da d6signe la mesure de surface de la sphere OB(Ato, to)). 

D~monstration. Dans route la d6monstration on notera par C les constantes 
qui interviennent, C peut donc changer de valeur d'une ligne/t l'autre. 

La convergence de l'int6grale de l'6nonc6 ne d6pend que des points M proches 

de O, on supposera donc implicitement dans la suite flOM H assez petit Iorsque ce 
sera n6cessaire. 

Montrons que 

fo.,a,o.,o) fir(M) da(M) < + ~ = ~  dimP~(O) = 2. 

Raisonnons par l'absurde en supposant que l'int6grale converge, et que dim Pg(O) = 1. 
Pour simplifier I'6criture, notons AM le point A,b-~,. Soit h u n  616ment non 

nul de P~(O), utilisons la fonction fir(M) pour 6valuer h(M) lorsque M appartient 
OB(Ato, to). D'apr~s les in6galit6s de Harnaek faibles et le principe du maxi- 

mum on a: 
h (M) <- Cfi v (M) [h (AM) + h (A~)]. 

D'apr6s le lemme 2.1 et en Utilisant le fair que h est adh6rente au segment 
[Ato, 0[ (dim Psi(0)= 1), on voit que: 

VtE]O'--~-[ h(A~) <= Ch(A,). 

Ainsi on obtient 

(1) h(M) <= Cfiv(M)h(AM). 

Le noyau de Poisson permet d'estimer h(At): 

h(A,) : c  f t~~176 t)2 h(M)da(M) 
O B( a to, t o) (2) IIAtMII" 

c f tflv(M)hfA~) da(M). 
- ~BCA~o,,O) IIA,M[I" 
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R6utilisons l'hypoth6se dim P o ( O ) = l ,  le th6or6me 3 montre que h(At)Ea(tl-"); 
done on peut trouver une suite tk tendant vers 0 telle que pour tout tE]0, tk] on ait: 

(3) h(At) ~- ~-Xh(At~) t 1-", 

D'apr6s (2) on a: 
h(AM) 

(4) h(At k) ~_ c f o.(~,o,,~ tgfie(M) 
[]A,~MII" 

Majorons s6par6ment les deux int6grales: 
�9 Comme h(At~)>=Ch(A~k ) on a d'apr6s les in6galit6s de Harnack faibles et le 

principe du maximum, 

h(At) <= Ch(At~) pour  t ~ tg. 
D 'o5 :  

f fie(M) da(M). f ,,~,,~_,~ <= Ch(At~) t~ 

t~ fie(M) da(M). 
(5) <-Ch(A,)f,~._~,~,~ I[OMII • IIOM~I[ "-1 

Or pour M fix6 tk/[lO~14[] tend vers 0 quand tk tend vers 0, donc d'apr6s le th6o- 
r6me de convergence domin6e on a: 

t k fie(M) da = O. 
(6) t~olim f, ~,,,. I[OM---~l[" 
�9 Utilisons l'in6galit6 (3), on obtient: 

i[O---~lll-,t.,,-l tkfir(M) 
f ,,~_~,~,~ <= C [  ~ h(A,k ) da(M). 

<= Ch(A,) f ,~,,~,~_ ii~--~l[,_lfie(M) da(M) 

o r  

lira f __ fi~(M) a~(g)  = 0 ear f fi~(M) 
tk--O [[OMIt~--tk ilOM~p_l j I[OM.[I._ x da(M) <~o. 

Par suite tt l'aide de (4), (5) et (6), on obtient: 

h (ate) <= Sk h (Ate), 
Sk 6tant une suite qui tend vers 0. Cette derniSre in6galit6 est fausse d6s que Sk < 1 
et h(Atk)>0 ce qui achSve notre raisonnement par l'absurde. 

11 nous reste h voir que 

fir(M) da(M) = + ~ o ~  d imPa(O)  = 1. 
foB(At.,O ]IOM'I[ "-1 
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Comme pr6c6demment raisonnons par l'absurde et supposonsque dim Pa(O)=2.  
Soit h la minimale de Pa(O) adh6rente ~t [AtoO, [. La formule de la moyenne 
montre que 

(8) h(Ato ) >= C f_ . h ( M ) d a ( M ) .  
J ~n(Ato, tOJ 

Evaluons h(M) ~t l'aide de ~E(M): 
�9 D'apr~s le th6or~me 3, on a 

C 
(9) h(A,) ~- t~_ 1 . 

* Notons fl'~(M) la mesure harmonique en M, dans l'ouvert Um, de la face sup6- 

rieure du cylindre T(PM, QM, ~IIOPMII) on a: 

1/~F(M) --</~(M). Lemme. 

Preuve du lemme. Soit I~t le milieu de [PM, Q~], et s0it l~t le sym6trique de 
I~t par rapport ~t PM. Grace aux in6galit6s de Harnack h la fronti6re, on volt que 
le lemme se ram6ne h montrer l'in6galit6 suivante G(M, IM)~CG(M, l~t) off G 
est la fonction de Green de U~. Or cette in6galit6 est une cons6quence du lemme 2.2, 
ce qui prouve le lemme. 

M 
/ x  

1" 

Ainsi d'apr6s le lemme et l'in6galit6 (9) on a 

f l F ( M )  
h ( M )  = > C 

IIOM'II n-1  
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et donc l'in6galit6 (8) prouve que: 

h ( h t o )  >= c f 1103/11._1r d a ( M )  = +~. 

Ceci ach~ve la d6monstration du th6or~me. 

Remarque. T o u s l e s  r6sultats du paragraphe sont valables dans le cas ofa F 
est contenu dans une hypersurface de classe C 2, car l 'ouvert  compl6mentaire de F 

v6rifie la propri6t6 (*). 

4. Existence du point Martin double, relation avec les mesures de Hausdorff 

Notre but est de trouver une condition simple sur la taille du ferm6e F d6finis- 
sant f2= TF(0, A, r) pour  qu 'au moins en un point M de F on ait dim P a ( M ) = 2 .  

Examinons tout d 'abord  deux exemples. 

1") L'ensembIe de Cantor 

Appelons K l 'ensemble triadique de Cantor, et soit f2 l 'ouvert  C \ K .  En tout point 
M de K on peut trouver une suite de couronnes C , = { P E C ,  2r.~d(M, P)<=rn} 
avec 2C]0, 1[, dont les rayons tendent vers 0, et incluses dand 12. Les in6galit6s de 

Harnack montrent  alors que dim Pa(M) = 1 en tout M de K. 
En g6n6ralisant le construction de l 'ensemble triadique de Cantor, on voit 

que pour  tout ~<1  on peut trouver un ferm6 F o R  de dimension de Hausdorff  
sup6rieur ~t c~, dont tous les points sont des points Martin simples de l 'ouvert  C \ F .  

2") Point de densit~ simple 

Prenons F = R \  U,=>I 2 -"  1 -  ,2-~" , 0 est un point de densit6 de 

F pour la mesure de Lebesgue sur R. La proposition 2.6, et le lemme 2.7 montre que 

dim Pc\F (0) = 1. 

Existence de point Martin double 

Dans tout ce qui suit nous allons faire les hypotheses suivantes: 

- -  U=T~(O, A, r) est un ouvert de R" 
- -  le ferm6 F est inclus dans le cylindre moiti6 T(O, A +, r/2) 
- -  le ferm6 F est de mesure de Hausdorff  n - 1  dimensionnelle strictement 

positive. 
Notre  but est de voir que F contient au moins un point Martin double, ou 

ee qui revient au m~me, un point M tel que dim Pv(M)=2. 
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Appelons A la fronfi6re de Martin de U, les in6galit6s de Harnack faibles, et 
le fait que les minimales de H+(U) ne sont pas born6es (lemme 1.7), montrent 
qu'il existe une application j continue de A dans OU qui h chaque fonction h de A 
associe l 'unique point M de 0U au voisinage duquel h n'est pas born6e (h~Pv(M)). 
On remarque alors que la mesure harmonique sur 0U est obtenue en prenant l'image 
par j de la mesure p (d6finie sur A1) qui repr6sente la fonction 1. 

Notons U + l 'ouvert constitu6 des points de Tr(O, A, r) au-dessus du graphe 
G, et #+ la mesure harmonique de U +. De marne, notons U -  les points de TriO, A, r) 
au-dessous du graphe G, et # -  la mesure harmonique de U - .  

Dans ce qui suit la mesure de Lebesgue d6signe la mesure de Lebesgue du 
graphe G supportant F. Nous allons voir que tout compact K de F de mesure de 
Lebesgue strictement positive, contient au moins un point Martin double. Un 
r6sultat de Dahlberg nous apprend que sur K la mesure de Lebesgue, et la mesure 
harmonique de U + ou U -  sont 6quivalentes. Ainsi les mesures harmoniques de 
U + et U -  sont 6quivalentes sur K, et comme elles sont plus petites que la mesure 
harmonique de U, le th6or6me de Radon- -Nikodym montre qu'il existe un bor6- 
lien de mesure strictement positive sur lequel elles sont toutes les trois 6quivalentes. 
La r~gularit6 des mesures permet de supposer que ce bor~lien est un compact K" 
inclus dans K. On va maintenant prouver que K" contient au moins un point Mar- 
tin double. 

Lemme 4-1. Dans U + ou U-,  si une fonction harmonique positive admet une 
limite fine en une minimale h, elle adrnet une limite non tangentielle au point de la 
frontikre naturelle correspondant d h. 

Preuve. Cf. Hunt  et Wheeden, ou Ancona [A, 1]. 
Raisonnons par l 'absurde et supposons que K '  ne contienne que des points 

martin simples. 
Pour M e t  F notons C + le c6ne 

PE U +, MP.  OA >= 
k'llMellllOall - -  IIM--A+II } 

i / l + k ,  ~ , IIMPII ~ 2(l+k-------~ 

oh k '>k  (k 6tant la constante de Lipschitz du graphe G). 

Lemme 4-2. {ME K', U.R~(M):j-I(M)} est un bordlien. 

Ddmonstration. Normalisons toutes les minimales de H+(U) au point A +, 
les c6nes C + ne rencontrent pas A + par suite C + est effil6 e n j - l ( M )  si et seulement 
si v oC~ --j-~(M) (A+) <1- I1 suffit donc de prouver que l'application qui ~ M associe 
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voc~ (A +) est bor61ienne. Pour un entier n, notons ~t,.j _ I(M) 

C ~ =  {PE U § [[M-'/;I[-<_ IlMii+ll et 1 O-A} 2 ( l + k )  3 P ' E C + ' P =  P '+  i 

On a 
VRC~ = sup VRC~ 

j - I ( M )  j - ~ ( M )  " 

Sous nos hypothSses l'application qui ~t M associe j - I ( M )  est continue pour la 
topologie naturelle de F, et la topologie de la convergence uniforme sur tout com- 

pact de U. Par suite l'application M donne oc~  (A +) est continue de F dans R, " j -  I(M) 

ce qui montre que oc~ (A +) est une application SCI donc bor61ienne. - j  - I(M) 

Appelons K + l'ensemble des points M de K '  tels que C + soit non effil~ en 
j -  1 (M), et K -  l'ensemble des points M de K" tels que C~ soit non effil6 en j -  I(M) 

C~t = PEU- ,  --M--P.Oii >= k'llM/;ll [IOA---~I , [IM/;II <-- 2 ( l + k ) l ) "  
1/1+k'2 

Le lemme 4.2 montre que K + et K -  sont des bor61iens, et le lemme 1.3 rnontre 
que K ' = K  + u K - .  Par r6gularit6 il r6sulte que K + ou K -  contient un compact L 
de mesure strictement positive (il s'agit de #+, # -  et #), par exemple K - .  Con- 
struisons maintenant h l'aide de L une fonction harmoniquefqui  v6rifie des propri6t6s 
contradictoires. 

Soit g la fonction solution du probl~me de Dirichlet suivant. 

{;  si zEL 
g ( z ) =  si zEOU+~L Ag(z)=O si zEU +. 

g est une fonction harmonique non nulle sur U +, car L e s t  de mesure strictement 
positive. Prolongeons g ~ Tr(O, A, r )=U en posant g (z )=0  si zEU-,  on obtient 
ainsi une fonction sous-harmonique non nulle g sur U. g est comprise entre 0 et 1. 
Le choix de L montre que limx~h g (x )=0  finement pour presque toute fonction 
harmonique minimale h de H+(U). Le th4orSme de d6composition de Riesz montre 
qu'il existe un potentiel p de l'ouvert U tel que f = g + p  soit une fonction harmo- 
nique positive sur U, et tel q u e f s o i t  comprise entre 0 et 1. Le th6or4me de Fa tou- -  
Naim montre que limx_,nf(x)=0 finement/~ presque partout. La fonction f dolt 
donc &re nulle ce qui contredit le fair que g est non nulle. On a ainsi montr6 que 
K contient au moins un point Martin double. I1 reste a voir que l'ensemble des 
points Martin doubles est bordlien, et on aura prouv6 que presque tousles points de 
F sont doubles. Or: 

Lemme 4-3. Soit f2 un ouvert greenien de R n, alors l'ensemble des points de 
gf2 qui sont simples dans la frontibre de Martin de 12 (c'est-dt-dire l'ensemble des 
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points M tels que route suite (M,)  de points de f2 convergeant naturellement vers 
M,  converge aussi vers une unique limite darts la frontidre de Martin) est un bor~lien. 

Le l emme r6sulte s implement  du  fa i t  le compact i f i6  de M a r t i n  de f2 est m6t-  

r isable.  

En fin de compte  on  a d6montr6 :  

Th~or~me 5. Soit I2 un ouvert de R n tel que f2c~T(O, A, r ) =  TF(O, A, r). Sup- 

posons que F soit de mesure de Hausdorff n -  1 dimensionnelle strictement positive, 
alors pour presque tout point M de F on a dim P a ( M ) = 2  (presque partout fa i t  

rOfdrence ~ la mesure de Hausdorff n - 1  dimensionnelle). 

Corollaire.  Sous les hypothkses du th~ordme 5, toute fonction harmonique posi- 

tive admet des limites t imes presque partout sur F suivant les c6nes C + et C~ .  

Corollaire.  Sous les m6mes hypothOses, on peut r~soudre le problOme de Dirichlet 
suivant. 

Soit f + et f -  deux fonctions bordliennes born$es sur F, alors il existe une fonc- 
tion harmonique born6e sur I2 telle que: 

l i ra f ( x )  = 0 pour tout zEOf2 \F  

l im f ( x )  = f +(z) presque partout sur F 
x~z, xcC~ + " 

l im f ( x )  = f - ( z )  presque partout sur F 
x..z, x~C~ 

(NB: la fonc t ion  f n 'es t  en g6n6ral pas  unique).  
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