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Introduction 

Soient D un domaine born6 strictement pseudo-convexe de C", S et B les pro- 
jecteurs de Szeg6 et Bergman relatifs ~t D. Si nous voulons comparer, pour f ( 0 ,  1)- 
forme 0 ferm6e dans D, la solution v minimale en norme L2(OD) de l'6quation ObU=f 
(on Ou=f), soit v=u--Su, et la solution canonique de J. J. Kohn u - B u  de 
cette mSme 6quation Ou=f, nous sommes amen6s h comparer les projecteurs 
B e t  S. 

Nous allons montrer que ces deux projectenrs sont, sur certaines classes de fonc- 
tions, proches l'un de l'autre et donnerons des estimations fines sur la diff6rence 
Su-Bu  en fonction de 0u. 

Pour cela nous cherchons /~ <<calculer>> Su-Bu  en fonction de Ou seulement. 
Pour les domaines strictement pseudo-convexes /t bord suffisamment r6gulier 
N. Kerzman et E. M. Stein (respectivement E. Ligocka) ont donn6 des d6veloppe- 
merits asymptotiques de l'op6rateur et du noyau de Szeg6 (respectivement Bergman). 
I1 est alors natureI d'essayer de comparer S e t  B par le biais de leurs d6veloppe- 
ments asymptotiques, en exhibant la partie <~principale>) de B - S  sous forme 
d'un op6rateur int6gral explicite. 

Cette m6thode a l'avantage de permettre des estimations par calcul direct, et ce, 
sans limitation au cadre L 2 puisqu'il n'est fair appel/t aucnne technique hilbertienne. 

Les estimations que nous obtenons sont rassembl6es dans le th6or6me 
0.1. Avant d'6noncer le th6or~me, pr6cisons quelques notations. Pour tq~0, 
D,={zED':  r ( z ) < - q } c c D ' c C " ,  ofa r est strictement plurisousharmonique de 
classe C", m->5, dans D', avec dr(z)~O si z~0D. On note D=D0. 

6(z) d6signe la distance de z gtla fronti6re 0D de D. HP(D) est l'espace usuel 
de Hardy. La d6finition des espaces de mesures W'(D), off 0-<~ <- 1, est rappel6e 
un peu plus loin dans la rubrique notations. 
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Th6or6me 0.1. Soit D u n  domaine bornd strictement pseudo-convexe de C", 
fronti&e de classe C m, oft m_->5; S et B ddsignent les projecteurs de Szeg6 et Berg- 
man relatifs d D. 

Pour l < p < ~ o ,  5>0,  il existe des constantes CI=Cx(p) ,  C2=C2(p, e), C3 = 
Cz(e) telles que l'on ait pour toute fonction u de C a (D): 

a) IISu--BulIR,~o) <= C1 sup Ilt~uLltw~-l,,<~,). 
0~_ r/,<~f 0 

b) [ISu--BulI~mD) <= C2 ll6'-l-~lbul'ilL,<~). 

c) IlSu-Buil,~-<o> <-_ c~ sup ess 6 Ilog 611+~ 10u]. 
D 

Dans le paragraphe 1, nous montrons comment on peut exprimer pour  uC C~(D) 
la diff6rence B u - S u  en fonction de ~u, en commen~ant par le cas tr6s simple de 
la boule. 

L'objet du paragraphe 2 est de d6montrer les estimations donn6es dans le 
th6or~me 0.1. 

En application, nous montrons dans le dernier paragraphe que dans bien des 
cas, en fait sous routes les conditions suffisantes connues pour que l'6quation Ou=f  
(ou ~bu=f)  admette une solution u dans LP(OD), ofa 1 -<p <~ ,  la solution cano- 
nique u- -Bu  de l'6quation satisfait la m~me estimation au bord que u et u - S u :  

Th6or~me 0.2. Le domaine D satisfait les hypothkses du thdorkme 0.1. Soit f 
une (0, 1) forme ~-ferm~e dans D telle que l'dquation Ov=f  admette une solution u 
dans LP(OD)c~L~+~(D), oft l < p < ~  et e > 0 ;  dans les cas suivants (i), (ii), (iii), 
la solution canonique u - B u  de l'gquation Ov=f  satisfait encore l'estirnation 
u-- BuE L p (~)D) : 

(i) sup Uf]i~rl-~/~(o,) <oo et ~P/2-1IOr A f[PELI(D), avec 1 < p ~ 2. 

(ii) sup [lfHw,-,/,(o,) <~o et 6-1/2[OrA f[EWI-1/v(D),  avec 1 < p <~o. 
o~tl 

(iii) I f l6Lt (D)  avec 2 <_- k < 2 n + 2  et p = 2 n k / 2 n + 2 - k .  

Le cas p = 2  des th6or6mes 0.1 b) et 0.2 (iii) a d6j/t 6t6 6tudi6 par A. Bonami 
et Ph. Charpentier (volt [5]) par  des techniques hilbertiennes. Dans ce meme travail 
les auteurs comparent, pour les domaines 6toil6s au sens de Barrett, le projecteur 
de Bergman et un projecteur P de type Szeg6 (mais diff6rent de S)  et obtiennent 
des estimations L 2 fines sur la diff6rence P- -B;  dans le cas particulier de la boule 
leur projecteur P coincide avec celui de Szeg6 et les estimations donn6es dans [5] 
sont alors valables pour  tout p > 1. 

Ces r6sultats appelaient une question naturelle, nous semble-t-il, qui a motiv6 
notre travail: 
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Comment obtenir sur la diff6rence B - S  des estimations fines de type L v 
pour  tout p > l  et un domaine strictement pseudo-convexe born6 quelconque? 

Notons que dans Ie cas de la boule unit6 de C", notre m6thode permet d'obtenir 
tr~s simplement l'expression exacte de B u - S u  en fonction de la seule composante 
~normale>> de 0u, h savoir Nu, o~: 

0 
N = ~ "  s=~ zj Ozj 

nous retrouvons ainsi le r6sultat de [5], exprim6 par la proposition suivante: 

Proposition 0.1. Soit B la bottle unit~ de C". Pour e > 0  et 1 < p < ~ ,  il existe 
des eonstantes C4=Ca(p) et C5=C5(e) telles que l'on ait pour tout u de CI(D): 

a) HSu-BuHn,~,) <= G sup llNUi]w~-~/~,,); 
O~q~r/o 

b) I[Su-Bull~-c~) <-= C~ sup ess 6 llog 611+' INul. 
B 

Notations et dgfinitions 

AV(D) d6signe l'espace de Bergman des fonctions holomorphes dans D ap- 
partenant ~t LV(D). 

/ " (D) ,  ou F'(0D),  est l'espace des fonctions holomorphes darts D appartenant 
la classe usuelle de Lipschitz A ~ (D). 

W~ d6signe l'espace des mesures bornees sur D, W~(D) celui des mesures 
de Carleson dans D. (La d6finition des mesures de Carleson est rappel6e au pa- 
ragraphe 2. a)). 

L'interpol6 r6el W~(D)=[W0(D), WI(D)]~,v), oCa 1 < p < ~  et ~= l - l / p ,  est 
introduit dans [3] et peut ~tre caract6ris6 de la mani~re suivante: 

Pour 1 - < p < o ~ :  
(0.1) 

v~Wl-V"(D) ~ 3u~W~(D), 3h~L"O)/v  = h~,. 

Nous identifierons souvent une fonction v int6grable sur D et la mesure v2, o?a 2 
est la mesure de Lebesgue sur D. 

Si wes t  une fonction poids positive d6finie sur D, LV(w) d6signera l'espace des 
fonctions mesurables sur D telles que: 

f,, wlulV d)~ <~o. 

si  Y=Z'" -rJ est une (re, q) forme sur D nous notons classique- 
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ment :  

Ifl  2 = Z t , l= - I fm,q  12" 
tsl=q 

Nous  identifierons souvent formes de degr6 total max imum et mesures. Nous  d6- 
signerons par :  

e j ( ( ,  z), off j ~ 0, toute  forme diff~rentielle de classe 
(0.2) 

telle que : lej((, z)l = O(l( - -z lJ) .  

C ~ sur D •  

Lorsqu' i l  existe une constante A independante  de ~ et q~ telle que ~_<-A~0 nous 
utiliserons la nota t ion s tandard ~ < ~0; �9 ~ 9 signifie que l 'on a: �9 ~< q~ et �9 > q~. 

1. Expression de (S - -B) (u )  en fonction de ~ht 

1. a) Cas de la boule unit6 B de C". 

Les noyaux de Szeg6 6 a et de Bergman M sont  explicites" 

~ ( ( ,  z) = (n - -  1)! 1 
2n" ( 1 - - ( z ) " '  (EOB, zEOB 

n! 1 
~  7Z n (l__(z)n+ 1 , (EB, zEB. 

Sf( ( ,  z)da(~) peut  s'6crire comme une forme de Cauchy- -Fan tapp i6  associ6e ~ la 
section g = (~x . . . . .  ~,) du fibr6 de C a u c h y - - L e r a y  au-dessus de H ) < H -  A aB: 

/ I  

(1.1) 5a(~, z) da(~) = Q((,  z) = (2i~) - "  (~=1 ~J d~J) ^ ( ,~j=x d~j ^ d~j) n-1 
(1 --~z) ~ 

Soit uECX(B); nous obtenons en appl iquant  la formule de Stokes:  

Su(~) = L . . ( 0 ~ ( ~ ,  z) = f~  .(r ~)+fB 0~(0 ^ arC, z). 

Remarquons  que:  

0u(()  A (2~=1 (J d(j) A ( ~ = X  d(j A d(j) n-1 = (n - 1)! Nu 1-/~=x d(j  A d(y 
off 

0 
N = Z~=l {J 0{j 

et 0{ a ((, z) = ~ ((, z) d2 ((). 
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Nous avons donc: 

-~u(O d2(~) 
(1.2) (S- -B)u(z )  =- (n-- 1)! ~-n f 

(1 --(Z) n 

1. b) Cas g6n6ral d'un domaine strictement pseudo-convexe born6. 

Lorsque D est un domaine strictement pseudo-convexe born6 de C", 
5~((,z)da(O n'est pas en g6n6ral une forme de Cauchy--Fantappi6; toutefois 
N. Kerzman et E. M. Stein ont donn6 dans [10] pour le noyau de Szeg6 un d6veloppe- 
ment asymptotique dont le terme principal z est donn6 par une forme de Cauchy-- 
Fantappi6. Suivant la m~me m6thode, E. Ligocka a donn6 dans [11] un d6veloppement 
asymptotique pour les noyau et op6rateur de Bergman. 

Nous utilisons ici pour z un noyau de Henkin et ferons appel au lemme ci- 
dessous de G. M. Henkin et J. Leiterer ([9] 3.1.1). 

Nous notons A ((, z) le polyn6me d'Ovrelid relatif ~t D. 

,, Or 02r (1.3) A(~, z) _7_ Z j = l . ~ j  (~) (~j_z j  ) _ 1/2 Z~,j= 10~J O~k (~)(~j_zj)(~k--Zk),  

(~, z)ED" • C'. 

(1.4) [3e0 > 0, BC > 0/ReA(~, z) >= r(O r(z) 2 -- 2 +C]~-z[2 '  

[ V((, z)ED'XD'II~--z[ ~ 2~o. 

Lemme 1.1 [9]. 

a) II existe un voisinage Uo de OD et des fonctions Fo((, z), F(~, z), Co(~, z) et 
C ( ( , z )  de classe C "-~ sur UoX(UouD) telles que: 

(i) Fo((, z) et F((, z) sont holomorphes en zEUowD pour tout ~ de Uo. 

(ii) Fo(~,z)#0 et F(~,z)#O si (EUo, zEUouD, [~-z[@~o. 

(iii) Co(~,z)#O et C ( ( , z )#O  si ~EUo, zEUowD. 

(iv) Fo ( ( , z )=Co( ( , z )A ( ( , z )  et F ( ~ , z ) = C ( ( , z ) [ - r ( O + A ( ( , z ) ]  

zEUowD, [ ~ - z t ~ o -  

si ~EUo, 

(v) Fo(~,z)=F(( ,z)  (et Co(( , z ) - -C(( , z ) )  si (EOD, zEUowD. 

(vi) co((, 0 =  c((, 0 =  l si ~EUo. 

b) II existe un voisinage U c c U o  de OD et des Jonctions ])(( ,  z), ]= 1 . . . . .  n, 
de classe C m-2 sur U X ( U u D )  holomorphes en zEUuD telles que: 

n 
Fo({, z) = Z j=l fJ({, z ) ( { ~ - z ) .  
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(La propri6t6 (vi) n'est pas mentionn6e dans [9] mais il n'est pas contraignant 
de la supposer v6rifi6e.) 

I1 a 6t6 remarqu6 dans [10] que l'on a: 

- r ( ~ ) + A ( ( ,  z ) + r ( z ) - A ( z ,  ~) = O([~-z]  ~) pour 

Nous aurons alors en tenant compte du lemme 1.1 : 

Fo(~, z)-Fo(z,  0 = O( l)[l~- zl~ + l~-  zl lFo(~_, z)l], si 
0.5) 

F(ff, z)--F(z,  ~) = O(1)[l~-- zla + l ( - z l  IF(~, z)l], si 

P o s o n s  : 

f ( ( ,  z) = Z ] = ~ L ( ( ,  z)d(i  

off X ( ( ) -  1 sur U'  

X ( ( ) - 0  hors de 

Nous avons (cf. [101 2.5): 

(1.6) 

(1.77 oh 

de m~me : 

(~, z)ED •  

(EOD, zEOD 

(~, z ) O ) •  

~(~, z) = (2ire)-" fA(Ocf)"-~ -- Vo(~, z) (EOD, zED 
Fo (~, z)" Fo ((, z)" ' 

F((, z)" -- F(~, z) "+1' 

(~, z)ED XD~AoD,  

ouvert c c  U , U '  voisinage de 0 D  

U et XEC"'-2(UuD, [0, 1]). 

Vo((, z) = V,,(iOr(~))^(iOOr(~))"-~ +ex(~, z) (off 7.ER) 

vo(~, z) = a0(0 d ~ ( 0 + e d ( ,  z) 

a0(~)ER*~, V~EU; aoCC .... -~(U) 

el est une forme diff6rentielle telle que ]e~((, z)[ = O ( [ ( - z l )  

(1.8) 

D6finissons pour 

0 .9)  

(~, z) = ~,,,,Tx(~) c(C, 0 Or (0 ^ i Or (0 ^ (iaOr ( 0 )  "-~ + ei(~, z) 

v ((, z) = nX(~)ao (~) d2 (~) + e'~ ((, z) 

off e~ est telle que [e~((,z)[ =O(1)[[F(~,z)]+l~-z[].  

uELP(0D), p > l ,  la fonction Hu par: 

 ru(z) = fed u(oz(r z), z D. 
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D'apr~s [10] (Th. 2.4.4, Th. 3.2.1, Th. 3.3.2 et w 2.5) la fonction Hu appartient 
~t l'espace de Hardy HP(D) et admet une valeur au bord (par limite non tangentielle) 
Hu, ofa l'op6rateur / t  est d6fini par une int6grale singuli~re et repr6sente la partie 
principale du projecteur de Szeg6 S; dans la suite nous noterons encore H et non 
cette partie principale. Nous avons plus pr6cis6ment: 

Proposition 1.1 [10]. 

a) Pour tout kEN, le projecteur S de L2(0D) sur H2(D) s'dcrit sous la forme: 

S = H + H F + . . .  +HFk+SF k+l 

oft F est un opdrateur continu de LP(0D) dans Lq(0D)pour l < p < + ~  et l /q= 
1/p-1/2n, de LP(0D) dans Ac(0D)pore" p>2n et c = l / 2 - n / p ,  de AC(0D) dans 

A~+I/Z(OD) pour 0 < c < m - 4 .  
Le noyau (# de F est d6fini pour ((, z)EODXOD-Aao par: 

f g (~ , z ) -  el(~,z) e~((,z) ~ y , - 1  (Fo(~,z)-Fo(z,O)eo(~,z) 
F0(~, z)" q ~ "  ~--j=0 Fo(~, z)n-JFo(2, ~)j+l 

b) H et S sont des projecteurs continus de LV(0D) dans HV(D) pout" 1 <p<oo, 
de A~(0D) dans F~(0D) pour 0 < c < m - - 4 .  

Remarque 1.1. Dans le d6veloppement asymptotique de S, nous avons con- 
sid6r6 S e t  H comme des op6rateurs de LP(0D) (1 < p <  +oo) dans HV(D) ce qui 
est justifi6 grace aux th6or~mes de [10] invoqu6s plus haut. Par ailleurs darts [10] 
le domaine D est suppos6 gt fronti+re de classe C ~ mais les r6sultats de la proposi- 
tion 1.1 restent valables avec 0D de classe C", m~5.  

L'op6rateur L d6fini pour u6LP(D), oh p > l ,  par: 

r . ( z )  = f .  z) 

repr6sente la partie principale du projecteur de Bergman. 
L'op6rateur U envisag6 dans [11] n'est pas exacternent celui envisag6 ici mais 

(1.5), (1.6), (1.8) et le lemme 1.1 prouvent que L satisfait les m~mes propri6t6s que 
L" et nous avons : 

Proposition 1.2 [11]. 

a) Pour wut kEN, le projecteur de Bergman de L2(D) sur AS(D) s'~crit: 

B = L+LA +... +LAk+BA TM 

oft A est un op~rateur continu de LP(D) dans Lq(D)pour l < p < 2 n + 2  et 1/q= 
l / p -  1/(2n+2), de LP(D) dans A1/2-c"+a)/P(D) si p>2n+2 ,  de Ae(D) clans Ac+I/~(D) 
pout" 0<c<m--4 .  



30 A. Cumenge 

Le noyau ~ de A s'~crit pour (if, z )ED•  

el(~, z) el(~, z) (F(~, z ) - F ( z ,  ~))e0(~, z) 
~(~, z) - F(~, ~)"+~ ~ e--C~, r ~+1 ~Z~=0 F(~, ~)"+~-Jr (~ ,~  j+~ 

b) L et B sont des projecteurs continus de LP(D) sur AP(D) (1 < p <  +co) de 
A~(D) dans F~(D) pour 0 < c < m - 4 .  

Posons pour ({, z)ED •  

1 X(~)f(r z) ^ [0~(X(~)f(r Z))] n-1 
(1.11) ~(~, z) = - -  

(2in) ~ F({, z)" 

Tenant compte de (1.6), nous d6duisons de la formule de Stokes, pour uEC~(D), 
zED: 

HU(Z) = LD U(~)~(~, Z) = LD U(~)~(ff ,  Z) = f. u(r162 z) + f D au(~) ^ 8(~, z). 

Les fonctions Hu et Lu admettant, pour uECI(D), des valeurs au bord par 
limite non tangentielle, nous pouvons valider la formule ci-dessus pour zEOD et 
6crire: 

( H - L ) ( u )  = E(Ou) pour uECI(D) 

(1.12) [ e(Ou)(z) = f ,  Ou(r ^ #(r z), z D. 

Notons R = S - H ,  R ' = B - L  et v6rifions que ( R - R ' ) ( u )  ne d6pend que de 0u. 
D'apr~s les formules de type Koppelman--Leray,  u admet une d6composition de 
la forme: 

(1.13) u = P u + M ( O u ) ,  off Pu est holomorphe dans D. 

Pu est, par exemple, dans C~ si uEC~0)) ; 

Comme 

nous aurons : 

et 

( s -  a)  (eu) = o = ( H - L )  (Pu), 

( R - R ' ) ( u )  = ( R - R ' ) M ( g u )  

Pour uECI(D) : 

(1.14) (S - B) (u) = E (Ou) + RM(Ou) - R "M(Ou) 

to i l  R = H F + . . . + H F k + S F  TM, R" = LA+. . .+LAk '+BA k'+l, k, UEN*. 

Remarque 1.2. I1 est possible par des proc6d6s standard d'affaiblir les hypoth6ses 
faites sur u; la formule (1.14) et tous les r6sultats du paragraphe 2 ci-apr6s sont 
valables d6s que u satisfait, par exemple, les hypoth6ses suivantes, avec p > l  : 

u~C~ sup {llullzyoo,) + lilOulIlw,-,,.w,), o <= ~ <= '10} < +oo. 
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2. Estimations sur ( B - - S ) ( u )  

Nous allons prouver le th6orSme 0.1 en 6tudiant successivement la partie prin- 
cipale E(Ou), puis le terme d'erreur ( R - R ' ) M ( O u ) .  

2. a) Etude de E(Ou). 

Proposition 2.1. Soient l < p <  + ~ ,  e>0 ,  l<k<_-q-<_+o~; il existe des con- 
stantes C = C ( p , e ) ,  C'=C ' (~) ,  C " : C " ( k , q ) ,  C # ' = C ' ( k )  telles que l'on ait pour 
route (0, 1)-forme v sur D: 

a) I[E(v)II~PCD) <- C II~ p-I-~IvlpIIL,w) 

b) IIE(OIIH'W) <- C' sup ess/t Ilog 61TM Ivl 
D 

c) IIE(v)IIH~W) <= C"l[Ivll!Lkr si  1 < k <-- n + l  et  k <- q < nk/(n+l-k) 
tlE(v)tlro<o) <-- C'tlIvlIILkco), si k > n + l  e t  c = 1 - ( n + l ) / k .  

Nous avons l'estimation classique suivante dans laquelle ~ ( ( , z ) = - r ( O +  
a(~,  z): 

Pour ((,z)EU• I~ -z l  < s0 

(2.1) ]F(~, z)l ~ - - r (~ ) - - r ( z )+ l lmA(~ ,  z ) l + l f f - z l  ~ ~. I~(~, z)l. 

Pour  (~, z ) E U •  Iff-zl  < e0 : IF(~, z)l ~ IF(z ,  OI- 

Le changement de variables usuel (~1 . . . . .  ~,)~-~(tl+it~ . . . .  ) 

(2.2) off q = r ( O - r ( z ) ,  t ~ = I m A ( ~ , z ) ,  t2k_l+it2k=~sk--ZA, k = 2  ... . .  n 

a un jacobien J~(O non nul et uniform6ment born6 en 

zED-D~o,  ~EB(z, ~) 01o > 0 ,  a > 0). 

Pour qE[0, qo], OD,c~B(z, a) peut de m~me 8tre param6tr6 par (t~, t3 . . . . .  t2.). 
Rappelons les estimations, trSs classiques, suivantes (voir par exemple [7], [8]). 

Pour ~ > - 1 ,  tiER et zED: 

fO(1)  uniform6menten zED si ~ > f l  
(- d, (O / 

(2.3) f,, [r(( ,z)[ .+x+ , =|o(1)llog(-r(z))l si cz=f l  

t O ( 1 ) ( - r ( z ) ) ' - ~  si ~ < ft. 

Pour ~ > - 1 ,  tiER et zED: 
O(1) uniform~menten zED si f l < 0  

(2.4) sup f ~ v  do-.(r = ! o 0 ) [ 1 o g ( - r ( z ) ) [  si f l = O  
o_~_~o . IF(f, z)l "+a 'l 

t o o ) ( - r ( z ) ) - ~  si ~ > o .  
Preuve de a) et b) 



32 A. Cumenge 

E(v) 6tant une fonction holomorphe, il suffit d'6valuer lorsque l < p < ~ o :  

sup 
O ~ q ~  o 

L'estimation du a) d6coule imm6diatement de (2.3) et (2.4) apr6s application 
de l'in6galit6 de H61der; le b) s'obtient ais6ment h l'aide du changement de varia- 
bles (2.2). 

Remarque. L'estimation a) est en fait cons6quence de la proposition 2.2 b) 
ci-apr6s. En effet, il est imm6diat de v6rifier en utilisant la caract6risation (0.1) des 
espaces W~(D) l'inclusion suivante: 

Lp(~I-llp-~/P)cWI-1/p(D) 01~1 e > 0 et 1 < p < + ~ .  

L'analogue de cette inclusion pour D. (t/>0) reste vraie et l'on a de plus pour toute 
fonction mesurable g: 

I p 1 -a /p  ) (2.5) sup []lgltlw (..  < x , - l -~  ~ p~ c, g ! La(O) �9 
0~--~/~/0 

Preuve de c) 

Supposons 1 <k<=q<nk/(n+ l - k )  et posons: 

1/ql = l/q, l/q2 = 1 -1 / k ,  l/q3 = 1 /k -1 /q .  

Nous d6duisons de l'in6galit6 de H61der: 

tF(~, z)l "-~ IF(~, z)l" 
off 

k . ( q - -  1) k 
y = n  ~ - O - -  

q (k - - l )  k - - l "  

I1 suffit de choisir 0 > 0  et de tenir compte de (2.3) et (2.4) pour obtenir 
l'estimation cherch6e. 

Lorsque k > n  + 1, il suffit de v6rifier l'estimation suivante: 

[grad E(v)(z)l = 0 (1)(-  r(z)) -("+~)/k. 

Remarque 2.1. La proposition 0.1 b) n'est autre que le b) de la proposition 2.1, 
si l 'on tient compte de l'expression (1.2) de S - B  dans le cas de la boule unit6 
de C". 
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Proposition 2.2. Pout" 1 < p <  +0% il existe C > 0  telle que pour toute (0, 1) 
forme v." 

a) IlE(OIIL~OD) <- C II Ivlllw,--~(o) 
b) sup IIE(v)]]L~(OD,)~C sup Illvlllw,--~o,.). 

0~_r/_~v/o 0_--<T/_~ r/o 

Nous ne d6taillerons que la preuve du a), celle du b) 6tant analogue. Le noyau 
8 d6fini par (1.11) s'6crit, compte-tenu de (1.5) et (2.1), sous la forme: 

e = eo+e~,  
o~ 

et 

8o(~, z) = ( X ( ( )  ]" iOr(O 
t 2re ) 

^ ( iOOr(())  " -~  f l ( ( )  

F(z,-~" F(z, O" 

cste 
I~1(r z)l 

IF(~, z)l " -v~"  

Posons: Ejv(z)=f.  v(OAej(~,z) pour j = 0  ou 1. 

Le noyau g~ 6tant tr& r6gulier, le terme E~v s'estime ais6ment grace au 
lemme 2.1 ci-apr6s. 

Le noyau 80 portant toute la singularit6 de 6, l'6tude de Eov demande un 
lemme plus technique. 

Faisons tout d'abord la remarque suivante: 

oh 
lI I~o1 d&Hwl-.p(o) <= cste(D)lllvlliw,-"pw). 

Le fait que Eo est un op6rateur continu de Ixla-l/pl'l~ dans LP(OD) d6coule v* (o,1) ~,~J 

du th6or~me 2 de [3], d'apr~s lequel: 

La balay6e d'une mesure de WI-1/p(D), 1 < p < o% par un noyau 

(2.6) est dans LP(0D) d& que ~ satisfait la condition (cgl) rappel~e darts 

la d6finition 2.2 donn6e ci-apr6s. 

Le lemme 2.2 ci-dessous prouve que 80 satisfait (cgl). 

Avant d'6noncer les lemmes 2.1 et 2.2, pr6cisons quelques notations. 

D~finition 2.1. On appelle noyau de type a tout noyau ~ sur D •  tel que 

I~(~, z)l = O(1)]F((, z)l -"+" sur q/~o, 

Ig rad~(~ ,z ) l  = O(1)IF(~, z)l - "+ ' -x  sur q/~o, 

l~(~,z)l+lgrad=~'(( ,z) l  = O(1) sur D •  
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a v e c  

~ ,  = {(~, z)CUo><So/l~-zl < ~0}. 

Si ~ est un noyau sur D •  # une mesure positive sur D nous noterons: 

~*ix(z) = f o  ~(~ '  z) dix(z). 

O d6signe la pseudo-distance de Koranyi sur 0D. 
Si ~ED, ~' est la projection normale de ~ sur 0D; posons pour 0t>l et wEOD: 

Ddfinition 2.2. Un noyau ~ sur D X D  vhrifie la condition ((/~1) si pour c t>l  et 
l < q < o * ,  il existe une constante C(a, q) telle que l 'on ait pour toute fonction g de 
L q (OD): 

[l~=[glllLqoD) =< C(~, q)]l gllLq(oo) 

.A/:[g](w) = sup If0D (r z)g(z)d~(z) I- 
r E r~(w) 

Lemme 2.1. Soient ~ un noyau de type 1/2 sur D XD,  IX une mesure positive 
sur D. 

a) Pour l<p<-2n et 1 /p-1/2n<l /k~=l /p:  

II~*ixlt,~<0o) ~ cste(D, p, k)llixll,,,-,:,~o). 

b) Pour 2 n < p ~ + ~ ,  c = l / 2 - n / p  

IIr ~ cste(D, p)llixl!,+-,-,,-co~. 

Lemme 2.2. Le noyau O~o satisfait la condition (qf~) de la ddfinition 2.2. 

Preuve du lemme 2.1 

Soit Ix une mesure de W~-a/P(D); 

I x=hv  oh hELP(v), yEWS(D), IlixlI~,,,,~o)=llhll,,(~. 

V6rifions tout d 'abord le r6sultat auxiliaire classique (2.7) suivant (cf. [3], [I 3]) dans 
lequel on a not6 ff pour X( ( )F :  

[ sup fD iP(r ~)i -"+: d~(0 = o(1)  
> 0 / : c D  

(2.7) Pour yEWS(D) et a [fn Ip(r162 

I1 suffit d'effectuer les calculs pour (~, z)Eq/, �9 
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Pour zEc3D, t>0 ,  notons d ( z ,  t) la pseudo-boule de Koranyi:  

~r t) = {~ED/-r(~)+Q(~', z) ~< t}. 

Rappelons que v est de Carleson dans D si il existe une constante C telle que l'on 
ait pour tout z de 0D et tout t > 0 :  

(~(z, O) ~ ct". 

Nous avons, en d6signant par z' la projection normale de z sur 0D: 

tF(~,z)[ > - r ( z ) + l F ( ( ,  z')l, sur q/,o. 

fuo IF((, z)[ . . . .  dv(O 

Z (-- r(z)) - ' -~  f~(~, _,(,))IF(~, z')l -"+~ dv(r +f~;~(..,_.))IF(c, z')l-"-" av(0. 

Les estimations (2.7) d6coulent imm6diatement de (2.7'): 

-~,-f~(~o.o IF((, zo)l-"+~ dv(() ~ t ~ 
(2.7') oh a > O, O < t <- to, zoEOD. 

fuo,~,(~o,,) IF((, zo)l-"-" dv(() ~ t-" 

Pour prouver (2.7'), il suffit d'6crire: 

oh 
~r t) = Uj~_l~gj et Uo/~C(z0, t) = (-Jj_~o% 

cdj = ~/(Zo, 2J+ l t)/s~(Zo, 2it), 

et de remarquer que l'on a: 

IF((,z0)l >~2st si (Eft s. 
Preuve du lemme 2.1 a) 

Supposons l / p -  1/2n< 1/k < lip. 
Posons : 

1/p x = 1/k, 1/pa = l / p - l / k ,  1/pa = l - l i p .  

Soit e tel que 0 < ~ < n k  (1 /k -1 /p+l /2n) .  
Nous d6duisons de l'in6galit6 de Hflder:  

l~*/~(z)l ~ --- Ii(z)Iz(z)I3(z) 
off 

Ix(z) = fI)Ih(()lPlF(ff' z)l-"+~ dv(~) 

L.(z) [ L  Ihlp dv] kip' i -p 
= = II,Ullw~-..,w) 

In(z) = [fD IF(~, ~)1 "'(-'*"/~§ av(0] ~'. 
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D'apr~s (2.7), nous avons: 

d'oti l'estimation cherch6e. 

Preuve du lemme 2.1 b) 

sup I/~(z)l < + ~o 

Nous avons puisque 9 ~ est de type 1/2: 

[grad ~*p(z)[ = O(1) I[hl[ r~,(~) [ 1 + (fnc,,eo)IFI-q/2-"~ dv(~)Ja/q] 
avec 

1 / p + l / q = l  et p = h v .  

Par suite d'apr~s (2.7): 

Igrad ~*/~(z)[ --- O(1)(-  r(z)) -a/z-"/p llhllL~cv~- 

~*/~ appartient ~t l'espace de Lipschitz FC(D), oh c =  1~2-nip et se prolonge 
en une fonction de F c (D) qui n'est autre que ~ * #  puisque l'on a pour tout z 0 de 0D: 

~*p(z) ~ 9~*/~(z0) lorsque z --* z o, zEn(zo)nD. 

(n(zo) est la normale ~ 0D en z0). 

Preuve du lemme 2.2 

I1 suffit de consid6rer, p o u r  gELq(0D), la fonction maximale: 

= s u p  f oD r(2, r 

Pour zEOD: Fo(z,~)=F(z,~), de sorte que nous avons, d'apr~s (1.6) et (t.7): 

g (z) do (z) _ g (z) ~ (z, ~) + g (z) Xl(~, ~) 
Fo(Z, ~)" ao(z) 

of a 
[u~(z, ~)[ = O(1)]Fo(z, ~)[-.+~/2 et 1/aoECm-2(0D). 

Le terme I i (O=foDg(z)zdz,  ~) s'estime ais6ment car le noyau z~ est tr6s 
r6gulier; il suffit d'appliquer l'in6galit6 de H61der en remarquant que: 

si zEOD, wEOD, ~EO~(w) et I z - ~ l < ~ o :  

lEo(z, ~)1 >~ - r ( 0 + e ( ~ ' ,  z) > ~(~', w)+  e(~', z). 

Le terme d61icat est 
(~) 

Xi~(O= f~D 
g 
ao(z) ~(z, ~). 
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L'opErateur H de noyau x (cf. (1.9)) est un projecteur continu de L~(0D) darts 
H~(D) pour 1 < q <  + ~  (la preuve de ce rEsultat, non trivial, repose sur l'Etude 
d'une intEgrale singuliEre, voir [1(3] thEorEme 3.4.2); par suite I0 est dans Hq(D) 
des que g est dans L~(OD) et, d'aprEs le thEorEme de Hardy--Littlewood ([14] 
page 40): 

II sup z II/0ll. co) ilgll.(oo . 
~; E .q'=(w) 

Remarque2.2. Dans le cas de la boule 8o(;,z)^~u(;)=cste Nu(;)da(;) 
(1 --~0" 

et on obtient la proposition 0.1. 

2. b) Etude de R'M(~u)-RM(~u).  

Proposition 2.3. Pour 1 <p=< + ~ ,  1 < k < ~ ,  ilexiste des constantes C(p, k):>0, 
C'(p)>O telles que l'on ait pour tout u de Cz(D): 

a) II(R'-R)nOu)li.kco~ =< C(p,  k)lllOull[w,-,/.co), ot~ 1 < p <-- 2n, Ilk > I / p -  I/2n 

b) ll(R'-R)g(Du)I[row)<=f(p)lll~ul][w,-,:,w~, oi~ 2n<p<--~,  c= l /2 - -n /p .  

Si l'on tient compte de (2.5), on dEduit de la proposition 2.3 le rEsultat suivant: 

Corollaire2.1. Pour l<p-<+r  l<k<oo ,  e>0,  il existe des constantes 
C=C(p,  k, e)>O, C'-~C'(e,p)>O, C"=C"(e)>O telles que l'on ait pour uECZ(D): 

a) [](R'-R)M(Ou)IIhkw~ <- C[IEP-x-~I~)ulP][L,W), oi~ 1 < p <= 2n, 1/k > l /p-1/2n 

b) I[(R'-R)M(Ou)It~oto~ <= C'IIE~-I-~I~I=II,,cD~, oa 2 n <  p < ~ ,  c =  1/2--nip. 

c) [[(R'-R)M(Ou)[[ r':~D) <= C" sup ess 6 Ilog 611+'l~)ul. 
D 

Nous allons Etablir plusieurs lemmes avant de prouver la proposition 2.3. 
R'M(~)u) et RM(Ou) sont explicitEs dans (1.14). La difference (R-R ' )M(~u)  

est plus rEguliEre que le terme E(Ou) prEcEdemment etudiE Car il existe une com- 
pensation entre les termes FM(~u) et AM(~u). 

Nous allons en un premier temps prEciser la singularitE de la difference 
( ( r -~ )M~u) .  

Notons N le champ de vecteurs holomorphe "normal" h tgD: 

~r 
N = 2'~=~ a~j az~ " 

Lemme 2.3. Pour u, vECI(D): 

(F - A) M(O u) (z) = T1 (Nu) (z) + T~ M(O u) (z), z E OD 
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Tj v (z) = f . . ~  (~, z) v (0  d,t (0  ; 

~1 (resp. ~ )  est de type 1/2 (resp. O) au sens de la d~finition 2.1. 

Rappelons que le noyau n de l'op6rateur H s'6crit pour (EOD, zED, ( # z :  

Notons : 

(r z) - v0(r z) 1 
F0({, z)" ' oh Vo(~, z) - (2irt)------- ~ f ^  (0r  "-1. 

d~j = dr ^ . . .  ^ dCj_~ ^ d~j+l ^ . . .  ^ de. 

(2.8) d~ = d~l ^ . . .  ^ d~, 

( -  1) "("-1)/2 . �9 1 Or 
s = (2i)"Hgrad rl[ ~ z ~ j = l ( -  1) 1- -h-FT(~)d~j^d~ �9 " w  

Remarquons que sur 0D nous avons O=da ,  et par suite: 

(2.9) 

off 

~o(~, z) = Z~= ,  oj(~, z) d~j ,, a~, (~, ~)ED •  

Vo(~, z) = O(~,z)da(~) = 0(~, z)f2(~), ~EOD, zED 

1 J a  Or 0 0(~, z) = (-- l)"("-a)/2(2i)"ff,7=l(-- ) - ~ j ( ~ )  j(~, z), ~, zED. 

Remarque. Nous noterons encore 0(~, z) l'expression donn6e dans (2.9) m~me 
lorsque ~ED. 

L'op6rateur F = H - H * ,  off H* est l'adjoint de l 'endomorphisme H de L2(0D), 
a un noyau absolument int6grable fr donn6 par: 

~(~,z) --  0(~, z)  O(z, ~) ffEOD, zEOD, ~ ~ z.  
Fo(~, z)" Vo(z, ~)" ' 

D'apr6s le lemme 1.1 et la d6finition de la fonction X donn6e dans (1.6), nous 
avons pour zEOD: 

~r z) = 4(~, z) = (x(0)"o(~, ~) (X(z))"O(z, 0 
F(~, z)" F(z, ~)" " ~" zEOD. 

Pour v fonction de CI(D) et zEOD: 

rv(z) = fad ~(~' z) v(O o(~). 
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Appliquons la formule de Stokes en tenant compte de la convention de nora- 
tion (0.2): 

(2.10) 

[ (X(~))nO(~, z)O~ F(~, z) ^ f2 
- n  f o  v(~) F(~, z) "+~ 

rv(z)  = f D ~d(~, z)Ov(~) ^ f~(~) 

-1 _ (x(~))"o(~, ~)b~r(z, ~) ̂  a 

FCz,  ~)" +~ 

v(~)eo(~, z) ~_ f . v(~)eo(~, z) 
+ f n F(~, z)" F(z, ~)" 

Rappelons que nous a v o n s  

(2.11) VzEOD, X(z) = C(z,z) = 1 et O(z,z)ER. 

En cons6quence, il d6coule de (2.1) et de la propri6t6 (1.5) de ~<presque sym6trie 
hermitienne~> de F(~, z) l'estimation suivante: 

I~(~,z)l =O(1)lF(~,z)t -"+a/2 sur q/~ (el. d6finition 2.1). 

La premiere int6grale Fly(Z) intervenant dans l'expression (2.10) de Fv(z) est 
done de la forme: 

[ Fly(z) : fD ~'(~' z)Nv(r d2(~), zEOD 
(2. 12) [ off [~1(~, z)l : O(1)[F(~, z)[ -'+1/9- si (~, z)Eq/,0. 

Pour l'6tude de la seconde int6grale Fzv(z), remarquons clue nous avons pour 

F(~, z) = C(~, z)r162 z) off ~(~, z) = -r(r z) 

(2.13) br z) = e,(~, z) 

b;qb(z, r = 0 ~ ( ~ ,  z)+e2(r z). 

Nous en d6duisons, en faisant appel comme plus haut ~t (2.11), (1.5) et (2.1): 

(2.14) 
o~ a(~, z) = n(X(r z)C(~, z) 

I~0(~, z)l = O(1)IF(~, z)l-" sur q/,0. 

Explicitons gt son tour Av(z) pour v fonction de CI(D). 

F(~, z)" " 
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Rappelons que .,Yest identique ~ 1 sur un voisinage U" de OD, et la fonction Ftelle que: 

Par ailleurs: 
IF(if, z)l ~ 1 si C~U~U', z ~ .  

fA (0r f)"-  1 = Or A (bOr)"-I "JV ex (~, z). 

Nous avons donc, en tenant compte 6galement de (2.13) et (2.1): 

(2.15) 

(x(0)"c(~, ~)br(0 ^ ~'o(~, ~) 
,L,r z )  = n F(~ ,  z)  "+~ 

-- n(2in)-"X(~)" C(~, z)bc A A Or a (OOr) "-1 
F(~, z) T M  

I1 est ais6 de v6rifier les 6galit6s suivantes: 

(2.16) 0r(() n v0((, z) = 0(~, z)d2(() 

X(~)e0(~, z) 
F(r ~)" 

b~A(~, z) = Zj=~ Z~=~ O~O~ (~-z~) d~j+e~(~, z) 

(2.17) 

DcAAOrA(OOr) "-~ = 7, / (~)~ ' i= 1 . (~)(~j-zj)d~Ad~+e2(~,  z) 

off l(~) est le produit des valeurs propres de la forme de L6vi de 

7. : (-- 1)n(n-W2(n--  1)!. 

Le noyau ~ de l'op6rateur A = L- -L* ,  off L* d6signe l'adjoint de l'endo- 
morphisme L de L~(D), s'6crit donc d'apr6s (2.15), (2.16), (2.17) sous la forme 
suivante: 

( a (~, z) a (z, ~) ] ~(~, z) 
tF(~, z) "+~ r(z, r ) 

b ((, z)  b (z, ~) ~ eo((, z) eo((, z) 
+ z)"+' z)" 0" 

oh a est d6fini dans (2.14), 

b (~, z) = - n ! z~-" X(~)  n C (~, z) l (~) ~ ~ = 1 ~ .  (~) (~j - z j). 

Nous d6duisons de (2.11) et de la formule de Taylor: 

b(~ ,z ) -b(z ,~)  = e2(~, Z)+ 7(X(Z))nC(Z, z)l(z)[r(~)--r(z)], Off 7CR. 
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Par suite, en tenant compte une fois encore de (2.5) (et (2.1)): 

~(~, z) = a(~,z)  a(z, ~) q-~t(~, z) 

(2.18) 
O1.1 1~1(~ ,  2)[ = O(1)lF((,  z)l-", ({, z)Cq/,o. 

Le lemme 2.3 d6coule de (2.I0), (2.12), (2.14) et (2.I8). 
Les lemmes suivants donnent les estimations sur ( A - F ) M ( O u )  n6cessaires ~t 

la preuve de la proposition 2.3. 
Dans la d6composition (1.13) d'une fonction u de CI(D), nous pouvons intro- 

duire des op6rateurs P e t  M avec noyaux ~ poids de type Berndtsson--Andersson 
(voir [4'] th6or6me 5). Nous choisirons plus pr6cis6ment pour M l'op6rateur con- 
sid6r6 dans [6]; nous avons pour co (0, 1)-forme sur D: 

M(co)(z) = fD (- r({))kQ(r z) ̂  co(O, 

off k est arbitrairement grand. 
Nous noterons : 

dr162 z) -- ( -  r (0)~IQ ((, z) l. 

si  v est une mesure positive sur D: 

= fD J#(r z)dv(O 

Rappelons quelques rdsultats contenus dans [6] (lemmes 2.2 et 2.3). 

Lemme 2.4. 

a) s u p /  (-r(z))-I /2~/r  z) d2(z) < + co. 
~s d D 

b) si v est une mesure positive de WI-1/P(D), la mesure ( - r ( z ) ) - l /~d l*v  ap- 
partient d W~-~/P(D) (0<-p_- < +~,)  et: 

[l(-r(z))-l/2~l*vllw'-l/~(o) <= csteCD) ][vnw~-~/'(o) �9 

Lemme 2.5. Soient l<p=<+~o et ~ ( p ) = n / p - 1 / 2 .  

Si p~WI-1/e(D), (-r(z))~(P)~l* l~ est de Carleson clans D et: 

II(- r(z)) ~`p)~r ~ll~(o' ~ cste(p)llpl[w,-,/~(o). 

Preuve du lemme 2.5 

# = h v  off v6W~(D) et h~LP(v). 

Soit x60D et d ( x ,  t) la pseudo-boule de centre x et de rayon t. Nous d6duisons 
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du lemme 2.4 et de l'in6galit6 de H61der (1 /p+l /q=l ) :  

o ( -  r d2(z) 

= 1" = O(1 ) ] lh l lL . ( v ) t"  

(puisque la mesure ( -r(z)) -a/2dl*v est de Carleson dans D d'apr~s le lemme 2.4). 

Lemme 2.6. 

a) Pour 1 < p <= 2n, I/k > 1/p-1/2n : [[T2M(co)]ILk(a m < illo~ll[w~-l/~w) 
b) Pour 2n < p <=~, c(p) : 1 /2 -n /p  : ][T2M(o~)llro(oo) ~ I[koll[w~-l/pw). 

Preuve de a) 

Si [o)IEWl-1/P(D), la mesure mp=(-r(z))~(P)M(o))(z) est de Carleson dans 
D d'apr6s le lemme 2.5. I1 est imm6diat de v6rifier en utilisant le lemme 2.4 a): 

Pour p =  1 : 

(--r(z))-a(1)-eELS(ml) Oh s = 2 n / ( 2 n - l + 2 e ) ,  e > 0 ;  
et 

(-r)-~M(o))EWI-~/~(D) si Io~IEW~ 

nous avons de m~me pour [o~[EWX-~/2"(D): 

(-r)-~M(o))EWX-1/k(D) o~1 ~ :  1/2/~, 

d'ofi par interpolation pour 1 < p  < 2n: 

(-r)-eM(co)~WX-1/q(D) si ]fo[EWI-1/t'(D) 
avec 

1/q : 1/q(e) ~ (1/p--1/2n) + quand e ~ 0. 

Le noyau ( - r ( z ) )  ~ Iz~(z, w)[ v6rifiant la condition (cg 0 de la d6finition 2.2, la balay6e 
par un tel noyau d'une mesure de Wl-1/q(D), l < q < ~ ,  appartient /t Lq(0D), 
d'apr6s (2.6), ce qui ach6ve la preuve du a). 

Preuve de b) 

La mesure mp:(-r)~(P)M(o~) est de Carleson, avec ~ (p )<0  puisque p > 2 n ;  
le noyau 22 6tant de type 0 nous aurons d'apr6s (2.7), en tenant compte de (2.1): 

Igrad T2M(o))(w)l < ( -  r(w)) -a/~-"~p ; 

nous en d6duisons, comme dans la preuve du lemme 2.1 b), que T~M(o)) appartient 
h F ~ (D), off c = 1 / 2 -  n/p. 

Lemme2.7. Soient l<p~<+o~,  l < k < o o ,  e > 0 ;  il existe des constantes 
Ca=Cx(p, e), C2=C~(p), C3=C3(p, k), C~=C~(p) telles que l'on ait pour toute 
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(0, 1)-forme co de classe C 1 sur D: 

a) llZM(~o)llv-o . . . .  )<= Cxlllo~l]lwl-l,pco) 

c) IlE(aaM(~o))ll,~r <- c~ [I Io~I II,,, 1,.o), ~i 1 < p _<- 2n, 1/k > 1/p-  1/2n. 

[[E(OAM(og))l[rc(o) <= C~[IlcoI}[w,-,/,(o ) si 2n < p  <=~o, c = 1~2-nip. 

Preuve du &mine 2.7 

La preuve du a) est analogue gt celle du lemme 2.1 a), si l 'on remarque que 

a-  1/2 IM(oJ) l E W 1-1/. (D). 

Pour v6rifier le b) nous 6crivons d'apr6s le lemme 2.3, le noyau ~ de A 6tant par 
ailleurs de type - 1/2: 

(2.19) [FM(~o)(z)l Z fo 1r [if(f, z)l-"+~/2d2(g)+fv IM(,o)I IPl-"- l /2d2.  

Le second terme du deuxi~me membre appartient ~t LP(0D) d'apr~s (2.6) et le lemme 
2.4 b) puisque le noyau ( - r )  ~/2 l/Vl -n-1/2 satisfait (cgl); il en est de m~me de l 'autre 
int6grale d'apr~s le lemme 2.1. 

Preuve du c) 

Remarquons tout d 'abord que nous avons d'apr6s le lemme 1.1 a) 

pour zqD, ~EUo, tff-zl  < ~0: 

O~F(~, z) = 0 et 0~P(z, ~) = e2(~, z)+eo((, z )[ -r (z )+A(z ,  ~)]. 

Par suite, en tenant compte de (2.1) et de l'expression de ~ donn6e dans la 
proposition 1.2: 

(2.20) la= ~(~, z)l = O(1)IF(g, z ) l - " -L  

Par un raisonnement analogue fi celui de la preuve du lemme 2.5, on v6rifie que 
la mesure %=(-r)~(P)lbAM(o))l of2 c~(p)=n/p--1/2, est de Carleson dans D 
lorsque ]("i EW ~-I/9. Les estimations c) se prouvent alors comme celles du lemme 2.6, 
puisque le noyau ~ de E est de type 0 comme celui de l 'op6rateur T2. 

Preuve de la proposition 2.3 

Supposons que I~ulEWX-I/P(D), 1< <<-~ p - -  �9 

R'M(au) = LAM(au)+... +LAkM(au)+BAk+IM(bu), of J kEN*. 

RM(bu) = HFM(bu)+... + tIFk'M(bu)+ SFk'+I M(~u), oh /c'EN*. 
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Le dernier terme de la d6composition de R'M(Ou) est aussi r6gulier que l'on 
veut; en effet AM(Ou)CLP(D) d'apr6s le lemme 2.7 et il existe d'apr6s la pro- 
position 1.2 pour tout ~>0,  un entier k0 de N* tel que: 

Vk => k o, Ak+IM(Ou)EA~(D). 

1] BAk+ ~ M(Ou)[Ir~<D) Z l110ul[I WI-1/P(D)" 

De m~me, si l 'on tient compte de la proposition 1.1 et du lemme 2.7, il existe pour 
~ > 0  un entier kl>=ko tel que: 

Vk >- k~: HFkM(~)u)EF~(D), SFkM(Su)EF~(D). 

L'6tude des termes (LAk--HFR)M(~u) se ram~ne ~ celle de (LA-HF)M(Ou).  
I~crivons : 

(LA--HF)M(bu) = (L -H)AM(Ou)+ H ( A - r ) M ( b u )  

= E(~AM(Ou)) +H(A -r)M(Ou) .  

Les lemmes 2.3, 2.1, 2.6 et 2.7 permettent de conclure. 

3. Applications 

Les trois propositions prouv6es dans ce paragraphe correspondent aux cas (i), 
(ii), (iii) du th6or~me 0.2. 

Proposition 3.1. Soient 1 <p<- 2 et f une (0, 1)-forme O-fermde dans D telle que: 

suplllfil]Wl-,/,(o~)<co et 6P/2-11br ̂  flPELl(O), 
e_~0 

alor s : 

a) l'dquation bu=f admet une solution appartenant d LP(0D), (et LP(D)). 
b) u-BuELP(OD). 

Preuve du a) 

B. Berndtsson a prouv6 dans [4] qu'il existe une solution uCL2(OD) de l'6qua- 
tion 0u=f ,  d6s q u e f e s t  une (0, 1) forme 0-ferm6e telle que IfIEL~(D). 

Ant6rieurement H. Skoda a construit un op6rateur lin6aire T v6rifiant: I1 existe 
une constante C > 0  telle que pour toute (0, 1) forme ~-ferm6e f dans D: 

0b Tf = f  et l] Tf]IL'(OD) ~ C[]lfl+6-x/210r ^f]IILlW). 

Rappelons que E. Amar a retrouv6 dans [1] et [2] le r6sultat de [4] en consid6rant 
une solution Tfde  l'6quation ObV=f, Oh Tes t  un op6rateur int6gral dont le noyau 
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diff6re de celui de ~ par un poids du type 

[ -r(r F(~ ,z ) ]  o~ m ~ l .  

Plus pr6cis6ment: 

T f  ---- T l f  + T2f oil : 
(3.1) 

Tlf(z) = f a  f ( ( ) ^ K l ( ( ,  z) et T2f(z ) = fDOrAfAK2(~,  z), pour zEOD. 

Le noyau Kx est plus r6gulier que Ks et nous avons d'apr6s [3] et [13] (le poids, born6, 
n'intervenant pas ici): 

(3.2) [IT~fHLpoo) ~< ltlfll[wl-,/pr si 1 <=p ~_ 2. 

D'apr6s [2] pour p = 2 ,  [13] pour p = l ,  nous avons d'autre part: 

(3.3) 
HT~flIL~(~D) Z Ilfi-1/2f)r ^ flllL'W). 

Soient l < p < 2  et 0=2-2 /p ;  nous avons: 

LP(0D) = [LI(OD), L20D)](0,p) et LP(J p/2-1) = [La(6-1/2), L~(D)](a,p). 

Nous pouvons done d6duire de (3.3) par interpolation: 

(3.4) IIT~flI~,~oo ) <~ I[~p/2-11Or ̂  flPllvw). 

Pour zCOD, Mf(z) s'exprime ~t l'aide d'un noyau ~ poids du marne type exactement 
que celui de T e n  sorte que nous aurons encore: 

(3.5) IIMffIg~(OD) <~ IIIflllw~-"~(o) + ll6P/Z-~lOr ^ flPllL'W~. 

La solution u = M f  de l'6quation Ou=f a l'avantage d'&re d6finie sur D et non 
seulement sur 0D comme Tf. 

Preuve du b) 

Sous les hypotheses faites sur f ,  on v6rifie ais6ment (en tenant compte de la 
caract6risation (0.1) de W~(D) que u=Mf~LI+~(D)), avec 0<e-<p - 1, ce qui valide 
l'existence de Bu pour l<p<-2.  

I1 suffit ensuite de v6rifier l'appartenance h HP(D) de B u - S u ,  avec u=Mf;  
elle d6coule du th6or~me 0.1 a), compte-tenu de la remarque 1.2. 

Proposition 3.2. Soient 1 <p<oo  et f une forme O-fermde dans D telle que: 

6-1/21~r A flEWl-1/p(D) et supl[f[lw~-~/~w,) <oo. 
i/_~0 
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Si u est solution de Ou=f  avec uELP(OD), et, par exemple uEL~(D), off k > l ,  

alors: u--BuELP(OD). 

Soit f satisfaisant les condit ions de la proposi t ion.  L'existence d 'une  solution 

v = T /  appar tenant  ~ LP(0D) de l '6quation ObV=f est prouv6e dans [3]. La  solu- 
t ion u = M f  de Ou=f  appart ient  elle aussi ~ LP(0D) et nous avons de plus 

M/E LP(D). 
La  proposi t ion est cons6quence imm6diate du th6or6me 0.1 a). 

Proposition 3.3. Soient 2 - < k < 2 n + 2  et p =  2nk/2n + 2 -  k, f une (0, 1)-forme 

O-fermde dans D telle que I f lELk(D) .  Si u est une solution de l'dquation Ou=f, 

avec uELP(0D) et, par exemple, uEL2(D), alors: u--BuELP(OD). 

I1 est montr6 dans [2]: 

(3.6) i[Tfl[z,(oo) < 1[ I/ll[L~W)- 

Nous  avons,  ici encore, lorsque [ f IELk(D) ,  u=MfELP(OD)c~LP(D). Si 10u[ELk(D), 
nous aurons 6galernent 10ulEWl-1/k(D). L 'appar tenance  de H u - B u  ~ HP(D) d6- 

coule alors des proposi t ions 2.1 c) et 2.3. 
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