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R~sum~ 

Soit T u n  courant positif ferm6 sur un voisinage de 0 dans C n. Nous montrons que T 
admet un c6ne tangent (limite de la famille de ses homoth6tiques), d~s que les masses projectives 
vr(r) convergent assez rite vers VT(0) pour que (VT(r)--VT(O))/r soit localement sommable en 
r=0. Cette condition suflisante est optimale : nous construisons des courants de bidegr6 (1, 1) 
n'ayant pas de cbne tangent, tels que l'int6grale de (vT(r)--VT(O))/r soit aussi peu divergente qu'on 
le souhaite. Lorsque Tes t  le courant d'int6gration sur un ensemble analytique, on v6riti e que 
Vr(r)--Vr(O)=O(r~), ce qui redonne le th6or~me de Thie-King sur l'existence du c6ne tangent. 

1. Notations et principaux r~sultats 

Soit T t m  courant positif ferm6 de bidimension (p, p) sur un voisinage ouvert 
I2 de 0 dans C n. Nous renvoyons le lecteur i~ P. Lelong [Le] ou h [L G] pour les 

d6finitions et r6sultats fondamentaux concemant les courants positifs ferm6s. Si 
h, d6signe l 'homoth&ie complexe de rapport as 0n s'int&esse au probl6me 

de l'existence d'une limite faible pour la famille de courants (h'T) torsque lal tend 

vers 0. Une telle limite, si elle existe , est appel6e c6ne tangent au courant  T. La 

question de savoir si le c6ne tangent existe toujours a 6t6 soulev6e par plusieurs 

auteurs, en particulier R. Harvey [Ha] en 1975. 
Mentionnons les principaux r6sultats connus ~t ce jour. Lorsque Tes t  le courant 

d'int6gration sur un sous-ensemble analytique AcB(R),  on sait que le cSne tan- 

gent existe et coincide avec le courant d'int6gration sur le c6ne tangent g6om&rique 
~t ,4, muni de multiplicit6s convenables sur chacune de ses composantes irr6ductibles : 
ce r6sultat a 6t6 d6montr6 par P. Thie [Th] en 1967 et R .  King [Kg] en 1971. Tr6s 

r6cemment, C. O. Kiselman [Km] a montr6 que Ia r6ponse g6n&ale est n6gative, 
en construisant une fonction plurisousharmonique u telle que le courant iO~u n 'a  

pas de e6ne tangent. Simultan6ment, et suite ~t tree suggestion du deuxi6me auteur, 
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le premier auteur de ce travail obtenait une condition suflisante d'existence du 
c6ne tangent : voir [Bll] pour une m&hode simple relative au cas des courants de 
bidegr6 (1, 1), et [B12] pour le cas g6n6ral. Le pr6sent travail reprend en partie 
le preprint [B12] et la Th~se de 3~me Cycle du troisi6me auteur : outre la condition 
suffisante d6jh mentionn6e, nous obtenons une deuxi6me condition suffasante plus 
naturelle et montrons que les techniques de [Bll], [B12] pour les homoth6ties de 
rapport r6el s'appliquent aussi au cas des homoth&ies de rapport complexe. Nous 
utiliserons les notations classiques : 

= iO01oglzl, /~ = -~0~ lz l  ~, 

( * )  T = 2-~i~= ZiIl=lSl=~Ti, s dzi A d~s, q = n - p .  

La mesure trace de Tes t  par d61inition la  mesure positive 

a T = T^~w " = ~alll=qTioi.z ( .  ~) 

oia z=2-" id zx  ^ d~l ^ ... A idz ,  ^ d~,. On pose enfin ar(r )=aT(B(r) ) ,  od B(r)  d~- 
signe la boule euclidienne ouverte de centre 0 et de rayon r dans C", et on consid~re 
la masse projective 

a t ( r )  
(*  * *)  Vr(r) = npr=P/p(, 

quotient de O'r(r ) par le volume de la boule de rayon r darts C p. On sait d'apr6s 
Lelong [Le] que vr(r)  est fonction croissante de r. La limite Vr(0)=lim,-,0+ vr(r)  
est appel6e nombre de Lelong de T au point 0. Notre principal r6sultat est le : 

Th~or~me 1. Le c6ne tangent d T au point 0 existe pourtru que la masse projec- 
tive de T v~rifie i'une ou l'autre des deux conditions : 

VT(r)-- VT(O) dr < + oo, (b) /"~ dr < + 
r -,o r 

pour ro assez petit. 

La condition (a) est celle obtenue dans [BI1] et [B12], tandis que (b) est celle 
obtenue dans [Mz]. Les conditions (a) et (b) mesurent toutes deux la mani~re dont 
vr(r ) converge vers sa limite quand r tend vers 0. I1 est facile de voir n6anmoins 
qu'auctme des deux conditions n'implique l'autre. La construction de Kiselman 
[Km] permet de voir que la condition (b) est en un certain sens optimale : 

Th~or~me 2. Supposons n>=2 et soit r/: ]0, 1]-*]0, 1] une fonction continue 
croissante telle que lim,_,0r/(r)=0. Alors il existe une fonction plurisousharmonique 
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u sur C ~ telle que le courant T=iO~u n'a pas de c6ne tangent, bien que 

f ~  ~l(r) vr (r ) -vr (O)  d r <  q- co. 
r 

Nous obtenons en fait un r6sultat plus pr6cis, analogue gl celui de [Km], mon- 
trant que l'ensemble limite de (h 'T )  peut &re une partie ferm6e connexe quel- 
conque dans l'ensemble des courants coniques de nombre de Lelong 6gal ~ Vr (0). 
Par ailleurs, le th6or6me 1 redonne le r6sultat de Thie--King affirmant rexistence 
du c6ne tangent h u n  eourant d'int6gration sur un ensemble analytique ; dans 
ce cas, la convergence des int6grales (a) et (b) est assur6e par l'estimation suivante : 

Th~or~me 3. Pour tout ensemble analytique A de dimension pure p fermd dans 
t2, le courant [A] re'rifle une estimation 

V[,4](r)-- VtA](O ) <-- Cr ~ 

pour r assez petit, avec des constantes C, e > 0  convenables. 

Des calculs plus pouss6s utilisant les techniques de Barlet [Ba] permettraient 
sans doute de montrer que VtA 1 (r)--VfA ~ (0) admet un d6veloppement asymptotique 
en fonction des puissances de r et de log r, mais nous n'avons pas cherch6 ~ obtenir 
ce r6sultat ici. 

2. Formule de Lelong--Jensen et consequences 

Soit T u n  eourant de bidimension (p,p) d6fini sur un ouvert s et Tt, j 
ses coefficients comme dans ( . ) .  Rappelons que T e s t  dit (faiblement) positif si 
T ^  iux A fix A ' "  A iu t, A ~p est une mesure positive pour tout syst6me de (1, 0)-formes 
uj de classe C**. Nous aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme2.1. Soit 2t=2~ . . .2q,  o~ 21,. . . ,2n sont des rdels >=0 quelconques. 
Pour tout courant positif  T de bidimension (p, p), les mesures coe~cients Tx, j vdrifient 
l'indgalitd : 

�9 2 Z M ~ . M T M ,  M, 

trf~ M dderit l'ensemble des multi-indices tels que M DIt 'xl  et M c I u J ,  avec [M]= 
q=n- -p .  

Ddmonstration. Soient I,  J tels que I I l= lJ l=q .  Posons K=Cd, L=CJ,  avec 
IKI=ILI=p.  Alors 

Tt,~ . z = 5 :T^  2 -p t 7" dz~r A d~L = z~a r 8a TA 7~, 
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avec ~ = + 1  ou ea=dz i  et 
p i 

74 = As=l -~ (dzk. + ia~ dzls) ^ (dZks + i a* dzt).  

En effet, on peut 6crire : 

dzr  ^ d~L = + (dzk~ ^ d~  1) ̂ . . .  ^ (dz~p ^ d~Q. 

Le r6sultat d6coule alors de l'identit6 de polarisation : 

4dzk ^ d~, = (dZk + dzz) ^ (dzk + dz~ ) - (dZk -  dz~) ̂  (dZk-- dzt) 

+ i (dz  k + idzz) A (dZk+ i d z t ) -  i(dZk -- idzl) ^ (dZk -- idzl). 

Chaque terme T^Tx est tree mesure positive, done 

'TI,j[ " z <= Z ~  TA Tx = T A APs=x {Z~.~zl4z 8 (dzk. + i~'dzt)  A (dZk. + ia~ } 

< T ^  A p dz k dzl. ^ dzt. 
~ - "  $ = 1  

~ TA21rnzI ~'N=KUL 2--Pi p' dZN ^ d~N ~-- 2 t '~ tn , rcu  TM,U" ~, 

aver M = C N  DCKnCL=Ic~J  et T A 2-P iP' dzN ̂  d~u=TcN, CN . Z=TM.u . ~. Ainsi, 
pour  tout courant T positif, on a 

[TI.s] -<-- 2P ZIM[=q, MDInJ TM,M. 

Appliquons eette in6galit6 au eourant S = A * T ,  oh A e s t  l ' isomorphisme de C" 
dans C ~ d6fmi par : 

A: C" -~ C", zj ~-~2jzj, 

avec 2 j > 0 .  Dans ee eas, Sx, j=2x2sTx, s(Az).  Comme A*T est positif, l'in6galit6 
pr6c6dente se traduit par 

;tj2s IT~,j1 ~- 2P ~M=INS ,~.~I TM, M. 

Ceci reste vrai ~t la iimite pour  2k=>O, et le lemme s'obtient era prenant 2k=O pour  

kr IwJ.  I 

Soit maintenant T un courant positif ferm6 d6fmi sur un voisinage ouvert I2 
de 0 dans C" et B (R) la plus grand e boule de centre 0 contenue darts I2. Pour 0 <  r~< 
r2< R, :la formule  classique de Lelong~Jensen [Le] s'~crit 

1 
(2,.,2.) 7T(r~) - -  V T  (rx) = ~ -  fnt,f)\v(,0 T^  ct p. 

La fonction r .- .vr(r) ,  d6finie sur ]0, R[, est done positive croissante ; sa limite 
en 0, notre vr (0), est appe16e nombre de Lelongde Te n  O. Pour r ~ r o < R ,  on obtient 
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la majoration 

f B(r) T 7rP ~rr(r) = ^ #P <-- Cr  2p, C = 7 v ~ ( r 0 ) .  

En remplaqant T par le courant homoth6tique h'T,  dont le domaine de d61inition 
a - i t 2  contient la boule B(R/lal), on trouve 

OnzT(r) = lal-2Por(lalr), Vh*r(r) = VT(lalr) si lal < R/r, 

et les formules pr6c6dentes impliquent : 

(2.3) 1--Lf h * T A ~  p = vr( la lr2)-vr( la lrO si lal < R/r~, 
~P J B(rz)~B(rl) 

(2.4) f ~(r)h*T ^ tip <= Cr 2p si lal ~- ro/r. 

I1 r6sulte de (2.4) que la famille de courants (h 'T )  est uniform6ment b o m ~  en 
masse sur tout compact de C n pour lal assez petit. Les r6sultats de compacit6 
usuels pour  la topologie faible des courants impliquent alors : 

Cons6quence 2.5. De toute suite (h*kT) avec [akl tendant vers O, on peut extraire 
une sous-suite faiblement convergente. Le courant T admet un c6ne tangent si et seule- 
ment si toutes ces sous-suites ont m~me limite. 

Lemme 2.6. Soit 6) un courant posit i f  ferm~ de bidimension (p, 17) sur C ~. I1 y 
a dquiva!ence entre les quatre propridtds suivantes : 

(a) r est invariant par les homothdties h a de rapport a6 C* ; 
(b) t9 est invariant par les homothdties hr de rapport r > 0  ; 
(c) O A~P=0 s u r  C'x,{0} ; 
(d) O est l' extension d C n de l'image rdciproque d" un courant positif  fermd 0 sur 

pn-I  par la projection n: C~,x{0}-~P "-1. 

Un tel courant sera appel~ un courant conique. 

Ddmonstration. I1 est 6vident clue (d) implique (a) et que (a) implique (b). 
Sous l 'hypoth6se Co), la fonction vo est constante, et la formule (2.2) montre que 
la propri&6 (c) est v&ifi6e. Reste ~ voir que (c) entra~me (d). Plaqons-nous par 
exemple sur l 'ouvert de C n d6fini par z , ~ 0  et utilisons les coordonn6es projeetives 

zl z~-i 
w l = ~ ,  .... w , - l = ~ ,  w , = z ~ .  

z, z. 

Dans ces coordonn6es, ~ s'6crit - ~  log (1 +lwal~+ ... +lw._xl ~) et un calcul clas- 
sique montre que 

_->(l+lw'lZ)-2/~ ' o~ /~' = i0b(Iwl l2+ . . .+ lwn_x lZ) .  
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Soient r les coefficients de r dans les coordonn6es (wj). L'hypoth6se O A•P----0 
et la formule 

O A  fl'~ p! = Z ~ n 0 1 , 1 " Z  

entrainent O1,r=0 pour [)n.  Le lemme2.1 appliqu6 avec 2n_-->0 quelconque 
et 21 . . . . .  2n_1=1 donne Oi, j = 0  si I e t  Jcont iennent  n e t  

2nlOi,jI -<- 2 P ~ M ~  OM, M 

si un seul des deux indices I o u  J contient n. On a donc Ot, j=O dans ce cas aussi. 
L'hypoth6se dO=O implique maintenant OOz, a/Ow~=OOi, a/O~n=O pour tous / ,  J, 
c'est-~-dire que r d6pend uniquement des variables wl, ..., wn_~. Comme la pro- 
jection lr: C n \ { 0 } ~ P  ~-1 s'6crit (w~ . . . . .  w,)~--~(w~ . . . . .  w~-x) dans les coordonn6es 
(wi), on volt que O~c,\{0} est bien l'image r6ciproque par zc d'un courant positif 
ferm6 0 d6fini sur pn-1. II 

Proposition 2.7. Toute valeur d'adh&ence 69 de la famille (h* T)  est un courant 
conique. 

Dgmonstration. Comme vr(r)  a une limite en 0, la formule (2.3) implique en 
effet 69 ̂  ~P =0  sur C~\{0}. 1 

Corollaire 2.8. Si (ak), (bk) sont deux suites de nombres complexes non nuls ten- 
dant vers 0 telles que les quotients lakl/Ibkl et Ib~l/lakl restent bornds, alors h~* T-hb* T 
converge faiblement vers 0 sur C ~. 

D~monstration. Grace ~ des extractions de sous-suites, on se ram~ne ~ la situa- 
tion off (h*akT), (h~T)  admettent des limites faibles O1, O2, et off de plus Ck=bJak 
converge vers une limite cCC*. Pour toute forme test ~o, on a alors 

(hL T, ~o) = "'* h* T ~nv~ b~ , ~o) = (hLT,  h*~o) ~ (02,  h*~o) 

car h~* ~p tend vers h* cpen topologie C ~. La limite est 6gale & (r tp) d'apr~s la 
proposition2.7, par cons6quent O1=O2. I 

I1 r6sulte du corollaire 2.8 que l'ensemble des valeurs d'adh6rence de la famiUe 
(h 'T )  ne change pas si on se restreint aux homoth6ties de rapport  r6el positif. 

3. Conditions snffisantes d'existence du c6ne tangent 

La majoration (2.4) montre que la famille (h 'T )  est de masse uniform6ment 
petite au voisinage de l'origine. On en d6duit que (h*~T) converge faiblement sur C ~ 
si et seulement si (h~*T  converge faiblement au voisinage de tout point z~ C~,,{O}. 
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Apr6s une homoth&ie et un changement unitaire de coordonn6es, nous pouvons 
supposer que z~ ..., 0, z ~ et I / 2 < z ~  Nous utiliserons de nouveau les 
coordonn6es projectives et poserons 

Z 1 2"n_ 1 
wa -- , .... w~-i -- , w,, = z. ,  

za z. 

T = 2-~i~" Z,  Ixl =lsl=q T~,j dw~ ̂  d~s. 

Dans ces coordonn6es, l 'homoth&ie h a s'6crit 

(3.1) ha: w = (w', w,) ~-~(w', aw.), w" = (w~ . . . . .  w, -O,  

de sorte que les coefficients de h*T sont donn6s par  

[T1,z(w', aWn) si nr nC J, 

= ~aT~ s(w', aw.) si n~l, nCJ, 
(3.2) Z~s(w) [~Tl,s(W', aWn) si r/~ 1, r/C J ,  

[lal~T~,~(w ', aw,) si nCI, n6J. 

Lemme 3.3. Soit U le voisinage du point z ~ ddfini par les indgalitds Iz.I > 1/2 et 
Izl< 1. On considbre lafonction 

r(r) = v~(r)-v~(r/2),  r~]0, R[. 

Soit ro< R. 1l existe des constantes C~, C~, Cz>-O telles que pour lal <-roles mesures 
TI~,z admettent les majorations de masse 

[ C1 pour tous I, J, 

f~lT?,~l <= C~r(lal) si n61 et nEJ, 
[C31/y-'-~l) si nC I ou nE J. 

Ddmonstration. Comme U est compact  darts la carte d6finie par  les coordon- 
n6es (w j) et comme la (1, 1)-forme fl est d6finie positive, on a une minoration 

fl>-CaiOOIwl ~ sur U. L'in6galit6 (2,4) avec r = l  entraine que f v ~ T ~ x  est bor- 
n6e par  une constante C5 ind6pendante de a pour  lal <=r0. Par  ailleurs, nous avons 
vu que 

~>-Cefl" sur U, avec ff=i0~(lwxl~+...+lwn_xl~). 
Z 

L'in6galit6 (2.3) avec rl = 1/2 et r~= 1 entralne donc 

f o z i ~ , ~  a,, ~ CT(vr(lal)-vr(lal/2))  = cTv(lal) si lal < R. 

La majoration pour Tg quelconque r6sulte alors du lemme 2.1. Montrons-le par  I ,  J 

exemple dans le demier cas, en supposant nE1, nCJ. Si nous choisissons 21 . . . . .  
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2 . _ a = l ,  il vient 

fuw,', = fv(  ,,~+:, ~ ~ )<2P(cS+C,2~nT(lal)) "~n j] -~z 2p  M~nTffg 2n M 3 , ~ T ~ , m  = 

L'in6galit6 chereh6e s 'obtient en prenant  2n=y(fa]) -a/2. | 

Nous cherchons maintenant des conditions assurant que h*~T admet une limite 
faible sur U quand lal tend vers 0. Le lemme 3.3 montre que le coefficient T~s tend 
vers 0 en masse d6s que I ou J contient n. I1 suffit done d'~tudier la convergence 
faible des mesures Tias lorsque nr  et nCJ. Soit tp une fonction C = ~ support  
compact  dans U. Pour  L J~n, on consid6re la fonction 

fi ,s(a) = f T1~,s(w)go(w) dz(w) = f r,, ,(w',  aw.)w(w) d~(w). 
o u 

La fonction )~,s est de elasse C = sur le disque point6 0 < ] a ] < R  et born6e au 
voisinage de 0. Le probl6me consiste ~ voir si fz, s(a) admet une limite quand [a[ 

tend vers 0. Pour eela, l'id6e est de rechercher une estimation des d6riv6es 0J~, s/Oa, 
Ofl, s[O~ ou O~fr, s]OaO~ au voisinage de 0. Par  ddrivation sous le signe somme 

0fi,j 0rl 
Oa - f v w. ~ (w', aWn) r d~(w). 

Le coefficient de dwm{.} ^ d~ s dans dT  est donn6 par  

0T~ s 0T~ j 
( - -1) '  ~ + Z , ~ k ~ ,  (--1) k-1 ' avec l(k) = ( l~{i t})u{n}.  

_ _ OWit r 

Ce coefficient est nul car dT=O et on a Tir aw.)=a-lT~k),s(W), d'o/t 

OTt,$ (w', awn) -~ l l) q+k OT~k)'s (w). 

Substituons maintenant cette relation dans l'int6grale donnant Of~,s/Oa et int6grons 
par  parties. I1 vient 

O~,s 1 __ ~ ~ ( ] ) q + k - 1  I" w T,a O~p dz(w). 
Oa = a 2 ' z - k - ~  - ,Iv " I~k),S 

On a naturellement la formule conjug6e 

Ofl,s = a ~ ( _ l  ) 1  ~+~-~ f T," 09 dz(w). 
Oa J u ~ n - a ' J ( l )  

En red6rivant cette deuxi6me 6galit6 par  la premiere formule, on obtient 

02 O~f~,s 1 k+t 2 a q~ dz(w). 
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La fonction 9 et ses d6riv6es sont bornges sur U.  Comme nEI(k)  et nEJ(l) ,  le 
lemme 3.3 fournit les majorations suivantes : 

Consequence 3.4. II existe des constantes Cx, C~>-O telles que 

" la------~' "ffa-ff~l ~ [--~-- pour 0 < l a l < - r o .  
I - - I  | - - I  

Pour exploiter ce r6sultat, nous 6nonqons maintenant deux lemmes 61~mentaires 
permettant d'atfirmer l'existence de la limite liml,l_,0f(a ) h partir d'estimations 
sur les d~riv6esde f. 

Lemme 3.5. Soit f une fonction de classe C 1 ddfinie sur le disque point~ 0 <  lal -<r0. 
On suppose qu'il existe une fonction mesurabte u: ]0, ro]~R+ telle que 

Idf(a)l <= u(la[), avec f2 ~ u(r) dr < + oo. 

Alors f ( a )  admet une limite quand lal tend vers O. 

D~monstration. D'apr6s l e  crit6re de Cauehy, il suflit de montrer que 
I f (a l ) - f (a2) l  tend vers 0 lorsque al=r le  i~ a~=r2e ~~ tendent vers 0. On sup- 
pose rl<=r2, et on consid~re les points bl =re i~ b2=re ~~ avec r~]0, r2[. Le th~o- 
r6me des accroissements finis et l'in6galit6 triangulaire entrahaent 

I f (a j ) - f (b j ) l  ~- f t , . ,Au(Odt  <= fo'u(Odt, j = 1, 2, 

[ f (b2)- f (b l ) l  <= f to.,o.l u(r)r  dO <= rcru(r), 

If(al)--f(a2)l ~-- 2 f~ '  u(O dt + nr2 u(r). 

Prenons l a  valeur moyenne des termes de la demiSre ligne pour rE]0, 1"2[. I1 vient 
I f(al)- f(a~)l<-(2+rC)fo*U(t)dt ,  ce qui tend vers 0 lorsque r~ tend vers 0. 1 

Lemme 3.6. Soit f une fonction de classe C 2 ddfinie sur le disque pointd 0 <  lal <--r0. 
On suppose que f est bornde et qu'il existe une fonction mesurable u"]0,  ro]~R. ~ 
telle que 

[Af(a)[ ~ u(la[), avec f~Orllogrl u(r )dr  < +~o. 

Alors f ( a )  admet une limite quand ]a[ tend vers O. 

D~monstration. Quitte ] modifier f en la multipliant par une fonction plateau 
6gale h 1 au voisinage de O, il n'est Pas restrictif de supposer que f est d6finie sur 
C* et h support dans le disque ouvert [a[<r0, avec [r0[< 1/2. Comme f'o ~ u ( r ) rd r  
converge d'apr6s rhypoth6se, la fonetion g(a)=Af(a) ,  a6 C*, est int6grable sur C. 
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Par ailleurs f est born6e, doncfd6f in i t  une distribution sur C. On note Af6~'(C) 
le Laplacien de f a u  sens des distributions. 

La distribution A f - g  a son support contenu dans {0} et elle est au plus d'ordre 
2 c a r f e t  g sont d'ordre 0, par suite 

Af--g = ~1~1~C~6o r 

o6 6~o ") d6signe la d6riv6e Ol'l/Oar ~, de la masse de Dirac en 0. Effectuons une 
convolution avec la solution ~l~mentaire E=-~.  log la]. I1 vient 

C 1 Cl.o C o . 1  C~,o Co ~ Ca 1 
f - E . g  = 0,0~-logla]  47ra 41r~ 41ra 2 §  

Si nous montrons que E . g  est une fonction continue sur C, alors c o m m e f  est 
bom~e et ne porte pas de masse en 0, il en r6sultera que tous les  coefficients C. 
sont nuls; par suite f = E . g  et en particulier f s e r a  continue en 0. 

Soit Q,6C=(C) une famille de fonctions tronquantes au voisinage de 0: 

{;  pour [ a , > ~  
0~(a)= pour 1a1<5/2 et 0~_0,  -<1. 

Puisque la fonction 0~g est continue h support compact dans C, la convol6e E .  (0,g) 
est continue sur C. I1 suffit donc de montrer que E .  (Q~g) converge uniform6ment 
vers E . g  sur le disque la[<l]2,  quand e tend vers 0. Comme Ig(z)l<=u(Izl) 
et comme la fonction 1-Q~(z) est h support dans le disque lzl<_-~, nous avons 
pour 5< I]2 : 

[E.(( l -e , )g)(a)[  <= ~ f - log la - z lu ( I z l )d2 ( z )  
zTr Izl<_-~ 

car le 1ogarithme est toujours n6gatif. L'6galit6 de moyenne pour la fonction har- 
monique z~-~log la-zl avec Izl=r<lal et pour a~-*log la-zl avec lal<r donne 

I f , .  2r~ 0 log la-re~~ dO = max {log lal, log r}. 

I1 en r~sulte 

[E* ((1 - 0,) g)(a)l ~ ~ rain { - log  lal, - l o g  r} u(r) r dr <= f~  r [log r[ u(r) dr, 

donc E * ( ( 1 - 0 , ) g )  converge bien uniform~ment vers 0 sur le disque [a[~:l/2. | 

Ddmonstration du th~.orbme 1. Nous avons vu que (h* T) admet une limite faible 
si et seulement si la fonction 

/ , , ,  (a) = f .  r,", (w) e (w) • (w) 

admet tree limite quand [al tend vers z6ro, pour tous I, J~n et toute fonction 
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test q~EN(U). D apr6s les estimations 3.4 et les lemmes 3.5, 3.6, il suflit clue la 
fonction ~(r)=vr(r)--Vr(r/2) v&ifie l'une des deux conditions : 

(a) f 'o r  dr < + ~ ,  (b) f ' ~  Ilog rl 7(r) dr < + ~. 
r ~ O  Y 

La condition (a) est pr6cis6ment celle donn6e dans le w 1. On a par ailleurs 

VT(F) - -  YT(0 ) Z ~(r2 -k) +~-,0~-~ ~(r) "'~ = ~ = Z =oL - r u r 

[ log (2ro/r) 
=fo~ - ~ ]'( '), dr, 

o/1 [ ] d6signe la partie enti~re. Ceci montre l'~quivalence de la condition (b) avec 
ceUe du w 1. II 

Remarque 3.7. On peut voir facilement qu'auctme des deux conditions (a) et (b) 
n'imptique l'autre. Prenons en effet T=iOOu avec u=z( log  Izl) oh z:  1-~ ,  r 
est une fonction convexe croissante. On sait alors que r-~vr(r) est la d6riv6e ~t 
gauche de la valeur moyenne de u sur la sph6re de rayon r, d 'oh 

Vr(r) = z'(log r--0). 

Le choix X(t)=(logltl)  -1 sur ] - ~ , - 1 [  donne VT(0)=0 et 

VT(r) = I1og rl-l(1og IIog rl) -2, 7 (r) = log 2 Ilog rl-~(log I1og rl) -2 

done (a) diverge et (b) converge. De mame, il existe une fonction )~ affane par mor- 
ceaux telle que 

1 
V r ( r ) = - ~  sur ]e-k',e--(k-1)'[, k>= 1, 

d'oh 

f~ 1/vr(r)--vr(r/2) dr +~ / 1 
= Z k = l  log 2 k 2  /, (k + 1)2 

+~ ._~ e -(k-~)" 2k -  1 f~. ~(~)-~(o) dr = 2 log = ' ~ + ~  k '  = + ~  
u e - k 2  �9 

4. Optimalit~ de la condition suflisante (b) 

Soit K,  l'ensemble des courants positifs ferm6s coniques de bidimension (p, p) 
et de nombre de Lelong 6gal ~ 1; c'est une partie convexe m&risable et faiblement 
compacte dans l'espace des courants. Si Tes t  un courant positif ferm6 sur un voi- 
sinage de 0 dans C n, l'ensemble limite de la famille (h'T) est donn6 par 

~ ~ N  {haT, 0 < lal < 2-k}. 
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Comme chaque facteur de l'intersection est tree partie compacte connexe de l'espaee 
des courants, l'ensemble limite est une partie compacte connexe, contenue darts 
vr(0). Kp. Inversement, pour p =  1, C. O. Kiselman [Km] a montr6 que toute 
partie ferm6e connexe M c K 1  peut ~tre r6alis6e comme ensemble limite des homo- 
th6tiques d'tm courant T de bidegr6 (1, 1). Notre objectif est de d6montrer le 
th6or6me suivant, qui contient le th6or6me 2 et pra ise  le r6sultat de Kiselman. 

Th6or6me 4.1. Soit M une partie fermde connexe de KI. Pour toute fonction 
continue croissante r/: ]0, 1]~]0, 1] telle que limt~o ~/(0=0, il existe une fonction 
plurisousharmonique u sur C n telle que le courant T=iO~)u vdrifie 

f l t l ( r )  ~T(r)--~T(O) dr < + 
, S O  r 

et telle que l'ensemble limite de la famille (h* a T) soit ~gal /t M. 

Lemme 4.2. Pour toute partie fermde connexe M c K 1 ,  il existe une suite de 
fonctions VkEC~OP ~-1) telle que ]lvk+l--vkll** tende vers zdro et telle que 

iOn(log Izl + VkOn) 

soit une suite de courants positifs dont l'ensemble limite est ~gal d M. 

D~monstration. Soit fi une distance d6finissant la topologie de K1. Comme 
deux points quelconques d 'un espace m&rique compact connexe peuvent &re reli6s 
par tree chaine de points arbitrairement proches, il existe tree suite de courants 
(Ok) dense darts M telle que 6(Ok, Ok+l) tend vers z6ro. On sait que le potentiel 
canoniqne 

1 1 )  
f~(z)= n--1 i(14-1s "-1 Iz-~l ~-20k(0A(/0bl~12)"-~ 

v~rifie i0bfk--Ok. Unl calcul simple utilisant l'invariance de Ok par homoth6ties 
montre que fk(az)--fk(z) est une constante. Cette constante est ~gale ~t log lal 
parce que l e  nomb~e de Lel00g de fk_en 0 est 1. Par suite fk(z)~lgg]Z[ est in- 
variante par homoth&ies, c'est-h.dire que fk(z)&loglzl=wk(n(Z))  Off Wk est 
une fonction sur l'espace projectif P"-~. Par construction Ok+~--Ok converge 
faiblement vers 0, done il en est de m~me pour fk+~--fk et Wk+~--Wk. Soit o , (g )=  
=e-"~o(lg--llZ/82) une famille de noyaux r6gularisants sur le groupe uni- 
taire U(n). I1 suffit de prendre pour vk une convolution sph&ique vk=e,~* wk d6- 
finie par 

= f Q.,(g) wk(g(z)) dg. 

�9 , �9 _ 2 _ g 

La dlff6rence I [ ~ + , - ~ l l ~  tend vers 0 des que e / ~ - e  k " tend vers O, ce qui a 
�9 �9 _ 2 �9 �9 �9 

heu par exemple s~ e~ ~ = $ ( k )  ou ~ est une fonctmn cro~ssante concave telle que 
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lira,_.+= ~ , ( t ) = + , ~  et limt_.+= ~ ' ( t ) = 0 .  Darts ce cas, II(Q~+~--Q~)*WkI[~ tend 
vers 0 car  la n o r m e  L ~ des fonctions Wk sur p , - 1  est un i form6ment  born6e. Par  

ailleurs la convergence faible de Wk+~--Wk vers 0 entraine que [IQ,*(Wk+I--Wk)][** 
tend vers 0 pou r  tout  e, done  [IQ~+*(Wk+~-w~)ll.~ tend vers 0 si t k=~(k)  -~"' 
tend vers 0 suff isamment  lentement.  Alors  

tend vers 0, et de plus l a  suite 

a m~mes valeurs d 'adh6rence  que la suite (Ok). I 

Ddmonstration du thdorbme 4.1. Soit v k la suite de fonct ions donn6es pa r  
le l e m m e 4 . 2 .  Nous  avons alors Ilvkll~=o(k) et nous pouvons  supposer  que 

IIv~+I--VklI~<I pour  tout  k. On pose 

Uk(Z) = (1 +6k) log Izl +Vk(rC(Z))--3k, U(Z) = sup Uk(Z ), 
kEN 

off 6k>O est une suite telle que 6k+1<6k/5, Pour  I z [ < l ,  nous  avons 

Uk+l--Uk(Z) = --(6~--6k+1) log Izl +(vk+l--Vk)(~(Z))--3 

{ ~ - 6 k  l~  Iz[ - 2  

-- (46ff5) log ] z ] - 4 .  

On a done  Uk(Z)>Uk+a(Z) si Izl>e -~jo~ et Uk+I>Uk(Z) si I z [<e  -5/6k, c 'est-h-dire 
que les deux fonctions se ~ croisent  )> dans Ia couronne  

% :  e -5/ok <= Izl "-< e =~/e~. 

De plus, ces couronnes  sont  deux gt deux disjointes d ' apr6s  le ehoix init ial  :6k+]< 
8k/5. I1 en r6sulte que u coincide avec uk dans la couronne  cg~ s~parant  cg k et Cgk_ ~, 
h savoir  

~ :  e -2/~ < tel < e -b/~,,-, �9 
On a pa r  ailleurs 

v,0$,~(r) = r--~rd (valeur moyenne  de Uk sur  S( r ) )=  l + 6 k  

pou r  tout  r, done  T=iO~u v6rifie 

vr(r) = l+6k sur cg~,, 1+6k+1 <---- vr(r) <= l+6k  s u r  cg k. 

En d6coupant  l ' int6grat ion sur [0, 1] selon la subdivision e -St~ et en posan t  6_1 = 
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+ ~ ,  on trouve 

f:,s(,') ~(,-)-~T(o) d r  <- Z~:rl(e-O/'~-,),~klog --e-5/ak-' < Z + ~  5r/(e-51a,,-,). 
r e - 5 / ~ k  = - 

I1 est clair que la s6rie converge d~s que la suite 6k tend vers 0 assez vite. 
Nous allons voir rnaintenant que l 'ensemble limite de la famille (h'aT) coincide 

avee rensemble limite de la suite i~9~uk, qui est 6gal ~ M d'apr~s le lemme 4.2. Soit 

z 1 un point  fix6 sur la sph6re unit6 de C". Etant  donn6 a~C tel que 0 <  [al< 1, soit 
k = k ( a )  un entier tel que u(azl)=uk(azl). Nous avons alors az16C~kUg'~Uc~k_l, 
c'est-h-dire 

e-5/6k =< [a] <_-- e-2/6k-,, 

en particulier k=k(a )  tend vers +co quand la] tend vers 0. La suite 1/kJk_l, 
qui est minor~e par  5k-~/k6o, tend donc vers + co. Pour z dans la couronne 

Fl,: e -1/~6k-~ < lzl < e llk6k-' 

on volt facilement que azEC~+lUC~kuc~uc~k_lucg~_ 1, donc u(az)=ul(az ) avec 
l = k , k + l  ou k - 1 .  Or 

ul ( a z ) -  Uk (az) = (6l-- 6k) log l azl + (vl -- Vk) (n (Z))-- 3 (l-- k) ; 

pour  ZEFk, r6car t  de cette fonction avec sa valeur en z ~ est major6 par  

1 
Ig,-a~l +211vl--vkll~ <= ~+2max{llv~+l--v~ll. . ,  llv~-~--v~ll~}. 

L'~cart de la fonction u(az ) -uk(az )=max  {u(az)-uk(az)} avec sa valeur (nulle) en 

z ~ est major6 par  la m~me quantit6 tendant vers O, done Iluoh~-u~oh, ll~.(n ) 
tend vers O. Par  application de l 'op6rateur ion, on volt clue 

h* ( iabu) -  h* ( iabuk(,O) = h* T -  iO~uk(,,) 

tend vers z6ro faiblement sur tout  compact  de C~X,,{0}. II 

5. C6ne d'un ensemble analytique 

Nous commencerons par  rappeler quelques notions tr6s classiques relatives ~ la 
construction g6om&rique du c6ne tangent d 'un ensemble analytique. Soit (.4, 0) 
un germe d'ensemble analytique de dimension pure p dans C n. On suppose que 
A est d6fini par  des 6quations f~ (z) . . . . .  fN (z)= 0 dans un voisinage ouvert f2 de 0. 
L'ensemble analytique E dans l 'ouvert  

U = {(t, z )~C•  t z ~ }  
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d6fini par les 6quations fj(tz)=O est la r6union de {O}• et des homoth&iques 
{t}• de A pour tCC*. Soit E* la r6union des eomposantes irr6ductibles de 
E qui ne sont pas contenues dans {0}• Chacune de ces composantes Ej est 
de dimension p + l ,  done E* est un ensemble analytique de dimension pure p + l .  
De plus Ej\({0}XC") est dense dans Ej, donc E * =  u Ej est l'adh6rence de 

E\({o}xc") : U, c, {t}x t-lA. 

Le c6ne tangent ensembliste C(A) est l'ensemble analytique de dimension pure p 
d6fini par 

(5.1) {0} X C (a) = E* n ({0} X C 0. 

D'apr6s ce qui pr6c6de, c'est exactement l'ensemble des limites des suites t;tzk 
lorsque Zk6A et tkEC* tendent vers 0. 

Si [A] d6signe le courant d'int6gration sur A, alors h*[A]=[r-iA] sur r-XfL 
Pour B(R)cf2 et r<R nous avons : 

i f  1 (5.2) vta](r) = vt'-la](1) = n" .I,.-,An~o) b IzP. 

La derni6re 6galit6 r6sulte du th6or6me de Stokes, qui s'applique d6s lors que r 
n'est pas valeur critique de la fonetion Iz[ sur A,~g ; d'apr6s le th6or6me de Sard 
l'ensemble de ces valeurs critiques forme tm ensemble au plus d6nombrable D. 
Consid&ons l'ensemble analytique r6el M=E*n(R• et, pour tous r6els 
r l<  rz< R, l'ensemble 

M (1"1, r2) = E *  f~ (] r , ,  r~[ X S (1)) = M n  (] r , ,  r2[ X C"). 

Nous avons dim R r - l A n S ( l )  =2p--  1 et 

m = {0} • n S(1)) u U,~R* {r} X(r-XA n S(1)), 

de sorte que M est de dimension r6elle pure 2p. Pour rx, r~D, le bord ~M(r x, r2) 
s'identifie ~ Uj=~,z {rj}• et il est lisse aux points r6guliers de r'~lA ; 
la formule (5,2) et le th6or6me de Stokes donnent 

1 p 
(5.3) vtal(r~)- vtal(rx) = -~- fM(rt,,,) [j B 

Cette formule reste vraie par continuit6 pour toutes valeurs r~>rx>=O. L'in6ga- 
lit6 classique de Wirtinger montre que la 2p-forme (ff'/pl)~M est major6e en va- 
leur absolue par le volume riemannien 2p-dimensionnel de M. Nous obtenons en 
particulier : 

p[ 
(5.4) vta](r)-vta](0 ) ~ ~-b- Vol~p(M(0, r)). 
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Le th~'orbme 3 du w 1 r6sulte maintenant aussit6t de l'in6galit6 (5.4) et du lemme 
616mentaire suivant. 

Lemme 5.5. Soit M un ensemble analytique rdel de dimension <=p clans un 
ouvert O c R "  et soit g une fonction R-analytique sur O. On pose 

M(0, r) = {xEM; 0 < g(x) < r}. 

Alors pour tout compact K c O ,  il existe des constantes C, ~>0 telles que 

Volp (M(O, r) n K) ~_ Cr ~. 

D~monstration. Le r6sultat est visiblement local. On peut supposer que M 
est un germe d'ensemble analytique irr6ductible au voisinage de 0, dont l'id6al 
est engendr6 par un hombre fini de sSries enti~res hk (x) convergentes sur le cube 
[xs[<R, et que g est une s6rie enti6re convergente sur ce cube. On suppose 
de plus dim R M = p  et g ~ 0  sur M, sinon il n 'y a rien ~ d6montrer. Soit M e =  
{zECn; hk(z)=O } le complexifi6 de M dans le polydisque [zj[<R (voir par exemple 
R. Narasimhan [Na]). Pour R assez petit M c e s t  irr6ductible (de dimension com- 
plexe p). Apr~s un cbangement ~ventuel des coordonn6es r6elles (xi), toutes les 
projections z~s: z~-,(zA, .... zj ), J=(J l ,  .... j , ) ,  rSalisent M c comme rev~tement 
ramifi6 au dessus du polydisque de rayon R de C ", Pour tout J - - ( J l  . . . .  , j , ) ,  soit 
gs(zj) la fonction holomorphe 6gale au produit des valeurs g(z) anx dif- 
f&ents points z E M c c ~ l ( z l ) .  Quitte ~ diminuer R, nous pouvons supposer g 
born&, done 

zcz(M(0, r)) c {(x$)ER'; [xl~[ < R et Igj(xj)l < Cr}. 

Comme le volume euclidien de M(0, r)  est majors par la somme des aires de ses 
projections, on est ramen6 ~ d6montrer le r6sultat suivant : si u ~ 0  est une s6rie 
enti6re convergente au voisinage de 0 dans R' ,  alors pour R assez petit l 'ouvert 

{x~g~'; Ixjl < R et [u(x)[ < r} 

est de volume major6 par Cr'. Pour cela, il suffit de v6rifier que [uJ -* est sommable 
au voisinage de 0 lorsque e est assez petit. Si u est un polyn6me de Weierstrass en 
xp A coefficients analytiques en x '=(x l  . . . .  , xp-O, nous avons 

m .(x) l u(x)l-'<= 7Y Zj=  Ix.- 

grfiee i~ l'in6ga!it6 entre la moyenne arithmStique et la moyenne g~om6trique. L e  
th6or~me de Fubini montre alors que [u[ -~ est sommable pour e<  l/m. I 

II rSsulte maintenant des th$or~mes 1 et 3 que le courant [A] admet un c6ne 
tangent C([A]). Comme tout compact disjo'mt de l'ensemble C(A) est ~galement 
disjoint de r -XA pour r assez petit, il est cIalr que le support de C([A]) est contenu 
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dans le c6ne tangent ensembliste C(A). D'apr6s les th6or6mes classiques de support  
(cf. H. Federer [Fe] et R. Harvey [Ha]), le courant C([A]) est un cycle analytique 
de dimension p : 

c([A]) =Z  s[zs], o, 
oft les Zj  d6signent les composantes irr6ductibles de C(A). D e p l u s ,  les multipli- 
cit6s 2j sont des entiers :>0. 

Pour le volt, plaqons-nous au voisinage d 'un point z ~ de Zj  qui est r6gulier 
sur C(A) et  non contenu dans le c6ne tangent de Asi,~ (lequel est de dimension 
au plus p - l ) .  Dans des coordonn6es convenables z=(z',  z") de C", il existe un 
voisinage V = V ' X V "  de centre z ~ autour de Z] tel que C(Asi,g)c~V=O;et tel clue 
C ( A ) n V = z i n V  soit  le graphe z"=u(z') d'une fonetion holomorphe ~ u: V ~ V  . 
Pour r<r o assez petit, l'intersection r-!Asing ne rencontre pas F, done  r "IAc~V est 
lisse; comme Z j n ( V ' •  o n  a de plus r-IAc~(Vr'xOV")=0.  Alors  l a  
projection r-~Ac~V~ V" est propre et par cons6quent c'est un rev~tement ramifi6 
tini de V " .  Soit S e A  le sous'ensemble analytique des  points oft la projectioii 
z~-~z" n'est pas &ale. Quitte tt d6placer 16g6rement z ~ on peut  supposer que z ~ 
n'est pas sur le c6ne tangent C(S)  et choisir V assez petit pour que r - l S n V = O  
s i  r<ro. Alors r , IAc~V~V " est un revStement &ale fini de V", n&~essairement 
trivial si V"  est un polydisque, Dans ce cas, r -~AnV se compose d'une 
r6union de graphes de fonctions holomorphes uk,,: V ' ~ V " ,  1 <=k~m~. Ces 
fonctions convergent uniform6ment vers u quand r tend vers 0, et leur hombre 
mj reste constant  par un argument 6vident de connexit6. I1 en r6sulte que 
la famille de courants r~-![A]~v=~k[Z"=Uk,,(Z')] converge vers ms[z"=u(z')]= 
mj[Zj]~v et que 2~=mj. Nous avons  done red6montr6 le th6or6me classique 
suivant : 

Th~or6me 5.6 (Thie [Th], King [Kg]). Si A est un ensemble analytique de dimen- 
sion p passant par O, le courant [A] admet un c6ne tangent 

C([A]) = Z  mj [Zj] 

oft les Z~ sont les composantes irr6ductibles du c~ne tangent ensembliste C(A) et 
o~ les multiplicitds mj sont des entiers positifs. L'entier mj est ~gal au nombre de 
feuilles de r-1A dans un voisinage d'un point gdndrique de Z], pour r assez petit. 
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