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Isop6rim6trie, d6croissance 
du noyau de la chaleur 

et transformations de Riesz: un contre-exemple 

Thierry Coulhon et Michel Ledoux 

1. I n t r o d u c t i o n  

Si M est une vari6t6 riemannienne complete non compacte, il est maintenant 
bien connu que l'in~galit6 isop~rim6trique I AI (N- 1)/N < C IOAI, off A d~crit les sous- 
ensembles compacts de M ~ bord r6gulier, entra~ne sup~,ycMPt(x,y)<_C~t -N/2, 
t>0 ,  off Pt est le noyau de la chaleur sur M ([17], voir aussi [6]). Une r6ciproque par- 
tielle ~ ce r6sultat est annonc~e dans [20]: si M est ~ g~om6trie born6e (par exemple 
courbure de Ricci minor6e et ~ rayon d'injectivit~ positif), et si sup~,ycMPt(X , y )=  
O(t--N/2), t--+~-O0 (dans cette situation on a de toute fa~on sup~,yeMPt(X,y)= 
O(t--(dimM)/2), t-*O), alors IAI(N'-I)/N'<CIOAI, si d i m M < N ' < N / 2 .  Les hypo- 

theses de g6om~trie born~e sont naturelles, et la restriction dim M<_N' peut ~tre 
lev6e (cf. w 2), si l 'on consid~re une in6galit6 isop6rim~trique convenablement lo- 
calis~e ~ l'infini comme dans [4], [5]. Mais l 'on s 'at tend k ce que la condition Y ' <  g / 2  
puisse 6tre remplac~e par N ' < N ,  comme c'est le cas en courbure de Ricci positive 
ou nulle ([18, w 5], voir aussi [9]). 

Notre but est de montrer qu'il n'en est rien, et plus pr~cis6ment de prouver le 

T h ~ o r ~ m e  1. Pour tout entier N > 3  et pour tout rdel N t >  N/2 ,  il existe une 
varidtd riemannienne M de dimension N,  ~t courbure sectionnelle bornde et ~t rayon 
d'injectivitd positif, telle que: 

i) supx,yeM Pt ( x, Y) = O(t-N~2), t--~ +CO, O~t Pt est le noyau de la chaleur sur M.  

ii) L'indgalitd isopdrimdtrique IAI (N'-l)/g' ~_CIOAI, o~t A ddcrit les sous-en- 
sembles compacts ~t bord rdgulier de M contenant une boule de rayon fixd, est en 
ddfaut pour tout C. 

Remarque. Pour une vari~t~ de dimension N ~ courbure de Ricci minor~e 
et k rayon d'injectivit6 positif, on a toujours sup~,yeMPt(x,y)----O(t-N/2), t--*O 
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(voir [15]). En revanche, l'in~galit~ isopdrim~trique IAI (N'-l)/N' ~CIOAI, off A d~crit 

t o u s l e s  sous-ensembles compacts s bord r~gulier de M,  ne peut  avoir lieu que 
pour N r >_dim M - - N ,  ~ cause des pet i ts  ensembles. Mais le ph~nom~ne de d~faut 
d'isop~rim~trie que nous voulons faire apparal t re  est ind@endant  de cette contrainte 

purement  locale; c'est ce qui nous amine  en ii) ~ consid~rer, ~ la suite de Chavel et 
Feldman ([4], [5]), une in~galit~ isop~rim~trique "localis~e ~ l'infini" parce qu'elle 
ne porte que sur des ensembles suffisamment grands. 

Nous prouverons parall~lement le 

T h d o r ~ m e  2. Pour tout entier N >_ 3 et pour tout rdel Nr> N/2 ,  il existe un 
graphe connexe X ,  localement uniformdment fini, tel que: 

i) supx,yeX qk(x, y ) = O ( k - g / 2 ) ,  o~ qk est le noyau de la marche aldatoire stan- 
dard sur X .  

ii) L'indgalitd isopdrimdtrique IAI (N'-I)/N'~_C]OAI, o~ A ddcrit les sous-en- 

sembles finis de X ,  est en ddfaut. 

Un point laiss~ en suspens par  le Th~or~me 1 est celui de savoir si l 'on peut  
construire, par exemple par  recollement, une telle vari~t~ sur laquelle toutes les 
in~galit~s IAI(N'-~)/N'~CIOAI, N ' > N / 2 ,  soient fausses. La situation est bien stir 

la m~me pour l'dnonc~ discret. 

Le point de d~part de notre travail a ~t~ expos~ par  l 'un d 'entre nous dans [9]. 
Les idles qui fondent le contre-exemple figurent d~js dans ce texte, exprim~es en ter- 
rues d'in~galitds de Sobolev pond~r~es sur N; nous d~veloppons ici les techniques qui 
permet tent  de passer du module unidimensionnel s la construction d'une v5ritable 
varietY. Nous montrons aussi que sur cette varietY, les transformations de Riesz ne 
sont pas toujours born~es sur L p. 

2. Le r~sultat posit i f  

Nous d~montrons dans ce paragraphe (qui est essentiellement extrait de [9]) un 

r~sultat un peu plus g~n~ral que celui qui est annonc~ dans [21, p. 276]. Nous en 

donnerons deux preuves tr~s simples, mais tr~s diff~rentes: la premiere repose sur 

des arguments de semi-groupes, dans la lign~e de [19], et la seeonde sur un argument 

de discr~tisation. 

P r o p o s i t i o n  1. Soit M une varidtd riemannienne ~ courbure de Ricci minorde 
telle que: 

i) suPx,ycMPt(x ,y)=O(t -N/2) ,  t--*+oc, pour N > 2 ,  o~ Pt est le noyau de la 
chaleur sur M.  

Alors 
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ii) IAI(N--2)/N ~ CIOAI, o~z A ddcrit les sous-ensembles compacts it bord rdgulier 
de M contenant une boule de rayon fixd. 

Preuve 1. Soit Ptle semi-groupe de la chaleur sur M. Les estimations en temps 
peti t  de Li et Yau ([15]), et les arguments de [20] permet tent  de voir que Ilf-Ptfl]l < 
Cv~ll lVfl l l l ,  pour o<t<_l (pour une preuve simple et d~taill~e, voir [14]). On en 
d~duit facilement: 

IIf -Pt f l l l  ~ ctl]lv fllll, pour t_> 1. 

Ecrivons maintenant,  pour )~ > 0 et f e C ~  (M), 

f { I f l~ ,~} f~  { I f - P t f l ~  ~ }  + { I P t f l > ~ }  . 

Par  hypoth~se 

c t  -N/ ]lflll, pour t > 1. 

Si to est tel que ctoN/2llfl]l----A et to>l, on a donc 

{ I{Ifl_>,X)l_ < I f -Ptof l>-~ <_ IIf-Ptofllx <_-~tolllvflllx, 

et finalement 

Si A est un sous-ensemble de M ~t bord r~gulier de mesure sup~rieure ou ~gale s 

C -1,  on obtient, en prenant pour f une approximation C ~176 de 1A et en choisissant 
A----l, 

IA] <_ C'IAI2/NIOA]. 

Notons que la conclusion est l~g~rement plus forte que ii), puisque qu'elle s 'applique 
en fa i th  tousles  ensembles de mesure suffisamment grande; en fait les hypotheses de 
g~om~trie born~e faites sur M permet tent  sans doute toujours d'am~liorer ainsi ii). 

Preuve 2. Soit X un discr~tis~ de la vari~t~ M, c'est-h-dire une part ie maximale 
e-s~par~e de M,  off E > 0 est fix~, munie de la structure de graphe obtenue en d~cidant 
que deux points de X sont voisins s'ils sont distants de 2~ au plus dans M.  La 
condition 

sup p t (x ,y)  = O(t-N/2), t --* +~,  
x,yEM 
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@quivaut d'apr~s [8] 

< c  IISII N/r ls , Vf k support fini sur X. 

En appliquant cette in@galit@ aux fonctions f - - l  a, off f~ d@crit les sous-ensembles 
finis de X,  on obtient 

(Card ~-~)(N--2)/2N <~ C(Card 0f~) 1/2. 

Cette derni~re in@galit@ est s son tour @quivalente s l'in@galit@ isop@rim@trique 
cherch@e sur M (voir [4], [13]). 

Remarque. En fait, i) dissimule une hypoth~se sur la vari@t@: le simple fair que 
supx,y~MPl(X , y)<-f-oo @quivaut, en courbure de Ricci minor@e, ~ une minoration 
uniforme sur le volume des boules de rayon 1 sur M ([5], [20]). Cette minoration, 
qui est utilis@e implicitement dans la preuve 2, est assur@e, d'apr~s les travaux 
de Croke, si M a un rayon d'injectivit@ positif. La preuve 2 montre en fait que 
l'on peut remplacer l'hypoth~se de courbure par une majoration et une minoration 
uniformes des volumes des boules de rayon 1. D'apr~s une pr@publication r@cente 
de Gilles Carron ("In@galit@s isop@rim@triques de Faber-Krahn et cons@quences"), 
on ne peut se passer d'une telle hypoth~se. 

3. Le contre-exemple  

Soit M=R• S n-l, avec n_>4. Munissons M de la m@trique qui au point (x, 0) 
s'@erit, de faw un peu abusive mais claire, g=~xa(x)gl, off ~ est la m@trique 
euclidienne sur R, g l l a  m@trique standard sur S n-1 et cr une fonction C a de R dans 
[1, +c~[, paire, valant 1 sur [-1,  1], et telle que supxeR la"(x)/cr(x)l< +oc; (M, g) est 
alors une vari@t@ riemannienne (de r@volution) s courbure sectionnelle born@e (cf. [3, 
p. 26]) et ~ rayon d'injectivit@ positif. Sa mesure riemannienne est, ~ une constante 
multiplicative pros, an-l(x)dxdO, oh dO est la mesure uniforme normalis@e sur la 
sphbre S n-1. La longueur du gradient au carrd IVfl 2 vaut (f~)2+(IVofl2/a2(x)) , 
off V0f  d@signe le gradient de f comme fonction sur S n-1. On a donc 

,,,V f,,,~ -- /'R fs~-i ,f:(x, O),2 crn-l(x) dx dO+ /rt fsn-i 'V~ O)'2 a~-3(x) dx dO. 

Nous allons montrer que si a est comme ci-dessus et satisfait certaines condi- 
tions suppl@mentaires, la vari@t@ M v@rifie les propri@t@s i) et ii) du Th@or~me 1. 
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rk+l an_l(x) dx, pour keZ ,  et/3k----~-~k_0 al, pour kEN.  Plus pr~cis~ment, soit ak=jk 
Supposons que: 

aoz (1) 3 C > 0  tel que [Ski k) <_C~-~ Ifk--fk+ll2ak, 
kEZ 

pour toute suite s support fini (fk)keZ, 
et 

(2) I1 n'existe aucun C > 0 tel q u e  ~l/b ~ COlk ' Vk E N, 

off l<b<a/2, autrement dit a = 2 N / ( N - 2 ) ,  avec N > 2 ,  et b = N ' / ( N ' - I )  avec N ' >  
N/2. Nous construirons au w 4 un poids a v~rifiant (1) et (2), pour N >  2 et N ' >  N/2 
arbitraires. 

P r o p o s i t i o n  2. Si n = N +  l, la varidtd M vdrifie 

sup pt(x,y) = O(t-N/2), t --* +exP. x,yEM 

Preuve. Nous allons d'abord d~duire de (1) l'in~galit~ 

(3)  ~_~(Ln_l[VOfk(O),2dO)ol~n_3)/(n_l)], 

pour toute suite (fk(O)) i~ support fini de fonctions sur S '~-1, 

c'est-~-dire une in~galit~ de Sobolev "discr~tis~e en x" sur M. Pour cela, posons 
fk=ffk(O)dO. On a 

[~k ( L ,,~ ]l/a / \l/a 
\ k " 

, , l ,a  
+ .-~lfk(o)--SkladO) . 

D'apr~s (1), 
y ~ / a  

ao~ Ifkl k) ~C~lSk--Sk+~l~k, 
k 
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et 

Ifk--fk+ll2 <-- (fS~,-1 Ifk(O)--fk+l(O)l dO) 2< fs,,-1 Ifk(O)--fk+l(O)12 dO 
d'apr~s l'indgalitd de Jensen. Donc  

aoL < ~ Ifk(O)--A+l(O)l 2 dO o~k. 
\ ~g / n - - 1  

D'au t re  part ,  si N>n-1, l 'indgalitd de Poincard-Sobolev  s u r  S n - 1  donne 

(]S,,_l lfk(O)-- fk'a do)l/a <_c ( /  IVofk(O)12 dO) 1/2, 

uniformdment  en k. Donc 

[~k (fSn_l Ifk(O)--fkladO)OLk] 1/a \a/2 l l /a 

2 2/a 

car a > 2 .  Si 2/a<(n-3)/(n-1), i.e. N<n-1, on obtient  ainsi, comme c~k>l, 

Finalement ,  (3) est ddmontrde si N=n-1. 
Nous allons maintenant  dtablir les indgalitds 

{ IISflla _< CIllVflll2 V f e C ~ ( M ) ,  
(4) II(I-S)fll2 ___ CIIIVflII2 ' 

off S est un opdrateur  de moyenne  convenable. 

Soit (~k)k une par t i t ion de l 'unit~ C ~ de R indexde par  Z: 

Z k(x)=X, vxert, 
k 

 k(x)-lsur 
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On d4finit alors S par 

S f(x, 8) = ~ fk(8)~k(x), 
k 

off 

fk(8) 1 fk+i = - -  f(x,  8)a n-l(x) dx. 
Ogk Jk 

On a alors, pour f E C ~ ( M ) ,  

[[(I-S)f[[~ ---/4 f s~- i  Ek(f(x '8)- - fk(8))~k(X)2an-l (x)dxd8 

i+l r I i+1 2an_l(x) d x 

i+1 i+1 

<-2Z f f ZIf(~,8)-fk(8)12~-'(x)dxd8 
i Ji JSn-1 k=i 

= If(x, 8)-A+j(8)[2an-i(x) dx/  dO. 

L'in4galit4 de Jensen donne maintenant, pour j = O  ou 1, 

r/i+1 If( x, 8)-fi+j(8)12a'~-l(x) dx 
Ji 

eli+if i+j+l < - -  If(x, 8 ) -  f(y,  8)[2a~-1 (x)an-1 (y) dx dy 
C~i+j Ji Ji+j 

/ , i+2  fi+2 
< C ~ i  /. / i  ]f(x'8)-f(Y'8)12 dxdy" 
- -  J i  i 

La derni~re ligne utilise le fait que supi supx,ye[i,i+l]2(a(x)/a(y) )< +co. En effet, 
comme nous avons suppos4 a minor4e et supxei~]o"(x)/(z(x)]<+co, on a aussi 
supper I~'(x)/o(x)l <+co.  

Finalement, l'in4galit4 de Poincar4 usuelle sur un intervalle r4el donne 

f i + 2 f i + 2  f i + 2  t X 
I f(x ,O)-  f(Y,O)[2 dxdy<- C If~( ,0)[ 2 dx, 

Ji Ji Ji 

ind4pendamment de i et 8. La deuxi~me in4galit4 dans (4) s'ensuit imm4diatement. 
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La premiere d~coule de (3). En effet, 

,,,,,:= o :  ~ 

k 

~C[~n_l (~k [fk(o)'aOLk) dO] 2/a. 

L'in6galit~ (3) donne Mors 

"Sf'[2 <- [ ~ ( ~ _ ~  [fk(O)--fk+l(O)[2 dO) ak 

En appliquant l'in~galit~ de Jensen, d'abord en dO, puis en dx et dy, on obtient 

s--~ [fk(O)-- fk+l (O)[2 dO 

X f s f k + 2 f k + 2  <_ If(x, 8)-f(y, 0)120 "n-1 (X)O "n-1 (y) dx dy, OLkO~k+l n--Z Jk Jk 
et cette derni~re in%grale est majo%e, d'apr~s l'in~galit~ de Poinca%, par 

C/s f k + 2 ' x  [f~( , O)I 2 dx dO, n--1 dk 
uniform6ment en k. Finalement, 

If~(x, 0)1 ~ ax ~ ( fs._ lfk(O)-- fk+l (O)12 dO)ozk < C ~ ( fS,~_~ fk k+2 dO)ak 

If;( , 0)120"n--1(x) dx dO. _< c f . / . _ ,  ,x  

D'autre part, en utilisant a nouveau Jensen et supi supx,yc[i,i+l]2 (a(x)/o-(y))< +c~, 
on voit que 

ee qui ach~ve de prouver (4). 
Or (4) entraine que A -1/2 est eontinu de L 2 dans L2WLa=L2WL 2N/(N-2). 

D'apr~s [7], ceci 6quivaut, si Pt d6signe le semi-groupe de la ehaleur sur M, h 
[[Pt[ll--,oo=O(t-N/2), t--*+Oo, c'est-h-dire h supx,yeMPt(X , y)=O(t-N/2), t--+q-CO. 

Nous allons maintenant d~duire de la propri~t~ (2) du poids cr la 
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P r o p o s i t i o n  3. La varidtd M ne vdrifie pour aucun C l'indgalitd isopdrimdt- 
rique ]A[ (N' - I ) /N '  <CIOA[, oCz A ddcrit les sous-ensembles compacts g~ bord rdgulier 

de M contenant un disque gdoddsique de rayon fixd. 

Preuve. Consid@rons la suite d'ensembles flk = [ -k ,  k] x S '~-1, k > 1. Le volume 
de ~k vaut 2/~k, et la mesure de son bord vaut 2a '*-l(k),  qui est de l 'ordre de ak. 
L'in@galit@ isop@rim@trique en question entra~nerait donc l 'estimation 

(N ' - I ) /N '  < COLk ' 
k 

qui est fausse. 

Les Propositions 2 et 3 donnent le 

T h ~ o r ~ m e  1 ~. Pour tout entier N>>3 et pour tout N r > N / 2 ,  il existe une 
varidtd riemannienne M de dimension N + I ,  d courbure sectionnelle bornde et d~ 

rayon d'injectivit~ positif, telle que: 
i) supx,y~M p,(x,  y )=O( t -N /2 ) ,  t--*+O0, o~ pt est le noyau de la chaleur sur M .  

ii) l'indgalitd isopdrimdtrique ]A] (N'-I)/N' ~C]OA], oCz A ddcrit les sous-ensem- 

bles compacts ~ bord rdgulier de M contenant un disque gdoddsique de rayon fixd, 

est en ddfaut pour tout C. 

Les techniques de discr@tisation ([12], [13], [4], [8]) permettent  de d@duire le 
Th@or~me 2 du Th@or~me 1 t. En r@@paississant le graphe ainsi obtenu, c'est-~-dire 
en remplaw les ar@tes par des cylindres de dimension N et de rayon fix@, on 
obtient le Th@or~me 1 (le graphe en question, obtenu comme discr@tis@ d'une vari@t@ 

courbure de Ricci minor@e, est localement uniform@ment fini: le nombre de voisins 
des sommets est born@; c'est ce qui permet d'op@rer des jonctions r@guli~res entre 

les cylindres, de courbure contr61@e). 

Remarques. 
- La vari@t@ que nous consid@rons est un cas particulier de ce que Bishop et 

O'Neill appellent dans [3] un produit tordu (warped product);  les proc@d@s pr@sent@s 
ci-dessus s'appliquent tels quels au produit tordu de R par une vari@t@ compacte. On 
pourrait  s'int@resser plus g@n@ralement aux propri@t@s isop@rim@triques d 'un produit 
tordu, en fonction des in@galit@s de Sobolev valides sur les vari@t@s intervenant dans 
le produit, et du comportement du poids. 

- Nous aurions tout  aussi bien pu construire une vari@t@ diff@omorphe & R '~ 
et non ~ un cylindre: il suffisait de consid@rer R~_xS n - l ,  et de refermer le tube 
convenablement en 0. M apparaissait alors comme une d@formation de R n vu en 
coordonn@es polaires. 
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- Nous verrons au prochain paragraphe lors de la construction de a que le signe 
de a"(x)/a(x), et done celui de la courbure de M,  est variable. 

- Les graphes et les vari~t~s que nous construisons sont ~ croissance polyn6miale 
du volume. 

- Dens [10], on montre  que sous certaines conditions de r~gularit~ de la g~om& 
trie d 'une varietY, l 'on peut conclure d 'une minorat ion du volume ~ une in~galit~ 
isop~rim~trique; on v~rifierait facilement que ce n 'est  pas le cas ici: nous consid~rons 
un cas typique off les in~galit~s de "Poincar~ ~ l'~chelle" n 'ont  pas lieu. 

- Dens une pr~publication r~cente ("Heat  kernel upper bounds on a com- 
plete non-compact  manifold"), Alexander Grigor 'yan montre que la d~croissance du 
noyau de la chaleur supx,yEMPt(X , y)~_Ct -N/2, t>O, ~quivaut ~ l'in~galit~ isop~ri- 
m~trique L 2 

[A[-2/N <_ C)~I (A) 

(voir aussi  le travail d~js cit~ de G. Carron). Le Th~or~me 1 montre done l'~cart 
entre une telle in~galit~, et l'in~galit~ L 1 usuelle. 

4. C o n s t r u c t i o n  d u  p o i d s  

Nous devons construire dens ce paragraphe une fonction a sur R,  paire, satis- 
faisant certaines propri6t6s de r6gularit6, et telle que ses moyennes 

f k + l  OL k = ~n--1 (x) dx, 
Jk 

kE Z, v~rifient 

(1) (~-~k~z Ifklaak)2/a~--C~-~-kCZ Ifk--fk+ll2ak, pour toute suite h support  fini 

(A), 
et 

(2) ~k/b~Cak, keN,  
k 

off /~k=~l=O at, et a > 2 ,  l<b<a/2 sont fixes. Nous allons commencer par montrer  
que la propri~t~ (1) d~coule d 'une estimation sur les ak plus facile s v~rifier. Cette 
remarque est inspir~e d 'un raisonnement de Gerl ([11]), voir [9]. 

P r o p o s i t i o n  6. Si Ek~o OLk- l ~k2 / a < ~-00 , alors (1) est satisfaite. 

Preuve. Soit fk une fonction s support  fini sur N. Pour tout k>0 ,  posons 

dk=fk--fk+l, de sorte que fk=~i>_k di. On ~crit alors 

( k ~  0 ,,1/a a ~ l / a  a)l 
~a = ( E  Eakl/ '~dil{  i>k} /a. l:,i ,) : (Z  Z .,j 

k>O i>k \k>O~i>O 
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En  vertu de l'in~galit~ du triangle, o)1 ( ) 
(~-~ E akl/adil{ i>-k} /a lie 
\ k > 0 ' i > 0  i 0 k~0 i_~0 

Finalement  
1/2 ,I/a ~ (E 'di'~l/a) 1/a~ (E 'di]2~i) (~"~i- I f~2/a'~i/2t-'i ] 

-k_>0 - -i_>0 - \i_>o " "iZ0 " 

par  Cauchy-$chwarz .  En  passant d 'une  sommat ion  sur N ~ une sommat ion  sur Z 

par  paritY, la proposi t ion s'ensuit.  

Nous sommes main tenant  en mesure de construire le poids a.  Comme 2/a< 
1/b< 1, nous pouvons  choisir D > 2 tel que 2/a< (D-2) /D< 1/b. 

D~finissons d ' a bo rd  une suite de r~els (ak)kez de la faqon suivante: a o = l ,  
ak=k D-1 si l ( k < 2 3 ,  puis, p o u r / > 3 ,  

ak ---- kD-12 -(k-21) 

ak = kD-12 k-(2z +2l) 

ak : ]gD--1 

et enfin a-k = ak 

si k = 2l,..., 2 l+ / ,  

si k = 2 z + / + l ,  ..., 21+2/, 

si k -- 21+2 /+1 ,  ..., 2 z+~ 

pour  k E N*. 

Notons qu'i l  existe C > 0  tel que C-lak<ak+l <Cak, VkEZ. 
Consid~rons alors la fonction a(x)=~k~Z akl[k,k+l[(X), x C R ,  et d~finissons le 

poids a par  la relat ion a n-1 =a*~o, oh qo est une fonction C ~ positive, d ' int~grale 

un, s suppor t  dans [0, 1]. La fonction a est C ~176 paire minor~e par  1, elle vaut  1 

sur [ -  1, 1]; il est facile de voir que la condit ion C- 1 ak ~_ ak+ 1 ~_ C a k ,  k/k E Z entra~ne 

s.p  R < 

I1 reste s v~rifier que a satisfait aux condit ions (1) et (2). Notons  ~ cet effet 
~k-bl n - - l /  \ -  que ak=Jk a (X) ax~ak et, par  suite, /3k=~~_o al ''kD. Maintenant ,  si l 'on 

examine ~'k et ak pour  k : 2 1 + / ,  le premier est de l 'ordre de 2 ID/b et le second 

de l 'ordre de 2 ~(D-2), ce qui assure (2) puisque D/b>D-2.  S'agissant de (1), il 

suffit en ver tu  de la Proposi t ion  4 de v~rifier que ~-~k>o ak-lk2D/a(-bO~ Mais, par  

construct ion de la suite ak, 

E ak--lk2D/a ~- C E kl-Dk2D/a"bC E 12--1(D--2)212D/a' 
k~O k~_O l~_O 

et la conclusion en r6sulte puisque D - 2  > 2D/a. 
Du point  de vue des in6galit6s de Sobolev pond6r6es sur R ,  nous avons ob tenu  

au passage: 



74 Thierry Coulhon et Michel Ledoux 

Propos i t ion  5. Pour tout N >  2, il existe une fonction ~ sur R, C ~176 minorde 
par un, telle que l'indgalitd 

( f + f  If(x)]2N/(N-2)O~(x)dx)(N-2)/N<_cf+_f 'f'(x)'2(~(x)dx, V f e C ~ ( R )  

soit vraie et l'indgalitd 

(/+_fIf(x)IN/(N_X)a(x)dx)(N--1)/N /_4-~ 
<_C oo If '(x)l~(x)dx, V feCg C(R)  

soit fausse. 

5. Transformations de Riesz 

Etudier la continuit~ L p des transformations de Riesz pour l < p <  +c~ sur une 
vari~t~ riemannienne M revient s se demander si les quantit~s IIA1/2/[I p et tl IV/I lip 
sont uniform6ment comparables pour f e C ~  (M). Bakry a montr~ dans [1] que c'est 
le cas pour une vari~t~ ~ courbure de Ricci positive, et dans [2] que si la courbure de 
aicci est seulement minor~e, alors ]lA1/2 fllp + Ilfllp est comparable ~ II IV fl lip+ Ilfllp 
(voir aussi [16]). Nous ne connaissons pas dans la litt~rature d'exemple de vari~t~ 
off les transformations de Riesz lie soient pas born6es. Celle que nous venons de 
construire en fournit un. Plus pr~cis~ment, nous pouvons ~noncer: 

T h ~ o r ~ m e  3. Pour tout p0E]l,2[, il existe une varidtd riemannienne M ~t 
courbure sectionneUe bornde et ~ rayon d'injectivitd positif vdrifiant: Vp, l < p < p 0 ,  
il n'existe pas de constante C telle que 

IIA1/2fllp <_CIIIVflllp, Vf  e C ~ ( M ) .  

Rappelons d 'une part  que pour p--2 les transformations de Riesz sont toujours 
born~es, d 'autre part  que l'in~galit~ ]llVft]lp,<<CllA1/2fllp, , oh p' est l 'exposant 
conjugu~ de p, entraine par dualit6 [JAl/2fll,<__clllvflLIp; o n  nie donc la premiere 
en niant la seconde. 

Preuve. Fixons p0E]l, 2[. Consid~rons la vari~t6 M construite au w on fixe 
n = d i m M > 4 ,  g = n - 1 ,  et on choisit b=N/ (Y-po) ;  on a bien b < a / 2 = N / ( g - 2 ) .  
Le semi-groupe de la chaleur Pt sur M v~rifie IIPtlll_~oo=O(t-Y/2), t--*+c~; il en 
r~sulte, d'apr~s la th~orie de Hardy-Lit t lewood-Sobolev abstraite ([18]), que, pour 
tous p, q tels que 1 < p <  n e t  1/q= ( l / p ) -  ( l / N ) ,  et tout op~rateur S born~ de L I (M) 
dans L ~176 (M), 

llSfllq-< CIIA1/2fHp, Vf e C~(M) .  
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et, par  d~finition de S, 
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Nous choisirons ici S, en reprenant les notations du w de la fa~on suivante: 

IF+  f = = f (x ,  O)a n- l (x )  dx dO 
k 

(l 'op~rateur S eonsid6r6 au w n 'est  pas born6 de LI(M)  dans L ~ ( M ) ) .  
Le th~or~me d~coulera alors du fait que l'in~galit6 

(5) IlSfllq <CIIIVflllp, V f  e C ~ ( M ) ,  

est en d~fant. Consid~rons en effet une suite (fk)kcN de fonctions C ~ sur M,  
ne d~pendant que de x, paires, telles que O < f k < l ,  f k = l  sur [O,k], fk--O sur 
[ k+ l ,  +oo[, et If~l<2 sur [k ,k+ l ] .  On a alors 

25 rn-1  (X) d x ~  1/p --  t'7~ 1/p 
--  ,~ uL k ] 

L'in~galit~ (5) entrainerait donc que, pour tout  k >0,  

Or, si P<_Po, 
p _  N-19 > N - p 0  _ 1 
q N - N b '  

et M a ~t~ construite de sorte qu 'aucune in~galit~ du type 

~ l / b  ~ CO~k 

n'ai t  lieu. Ceci ach~ve la preuve du tli~or~me. 

Remarque. Le m~me type de raisonnement, appliqu~ au graphe obtenu en 
discr~tisant M,  permet  d 'obtenir  un r~sultat analogue an Th~or~me 3 pour les 
t ransformations de Riesz "discr~tes". 

H nous est agrdable de remercier Laurent Saloff-Coste, Damien Lamberton, 
Martine Babillot, Emmanuel Hebey, Nicholas Varopoulos et Noel Lohoud pour d'u- 
tiles conversations sur le contenu de cet article. 
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