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Ombres Convexitd, 
rdgularitd et sous-harmonicitd 

Alano Ancona 

Abstract Let f:V---,R be a function defined on a subset V of RnxR d let ~:x~-* 

inf{f(x  t);t such that  (x t)EV} denote the shadow of f and let ~=((x t)EV;f(x t)=~a(x)} 
This paper deals with the characterization of some properties of ~o in terms of the infinitesimal 
behavior of ] near points ~E~ proving in particular a conjecture of J M Tr4preau concerning 
the case d----1 Characterizations of this type are provided for the convexity the subharmonicity 
or the C 1 1 regularity o f ~  in the interior ofI-~xERn;3tER d (x t)EV} and in the C 1 1 c a ~  

an expression for D2~a is given To some extent an answer is given to the following question : 
which convex fimction ~: I - -*R I interval C R  (resp which function ~o: I - -*R of class C 1 1) is the 
shadow of a C 2 function f :  I x R - - * R ?  

Un probl~me dfi h Jean-Marie Trdpreau est h l'origine de ce travail Etant  donnd 
un ouvert X de R n e t  une fonction r~elle continue u sur X x [a, b], (a<b),  Tr~preau 
a cherch~ des conditions pour que U(x)=inf{u(x,  t); a<t<b} soit sous-harmonique 
sur X Notant J(x)={tE[a,  b]; u(x, t )=U(x)} ,  il a dtabli les deux th~or~mes sui- 
r a n t s  

T h d o r ~ m e  A ([Trl], Theorem 1; voir aussi [Tr2], p 30) Supposons que u 
soit de classe C 3 et que les trois proprigtds suivantes soient vgrifiges : 

(a) Pour tout x e X ,  il existe toe[a,b] tel que t~-*u(x,t) ddcroisse sur [a, t0] et 
croisse sur [to, b] 

(b) On a Axu(x, t )>O pour tEJ(x) ,  x E X  

(c) si ~i(x, t)=0, alor8 ~xu(x, t)+2 ~t(~,  t) ~+ui~(~, t)l~l ~_>0 pour tout  

~eR ~ 

Alors, U(x)=inf  (u(x, t); a<_t <_b } est sous harmonique sur X 

T h d o r ~ m e  B ([Trl], Theorem 2) Si u est analytique rdelle, alors U est sous 
harmonique sur X si et seulement si les trois propridtds suivantes sont vdrifides : 

(a) u~(x,t) est inddpendant de tEJ(x)  
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(b) A~u(z,t)>_O pour teJ(x) ,  x ~ X  
(c) S i x e X ,  teJ(x)N]a,b[ e thER ~, on a 

a~u(x, t) + 2u~t(x, t) ~ +u~'t(x, t)[~r > o 

Le cas n=l  donne un crit~re de convexitd pour U et sert d'ailleurs ~ obtenir le 
cas n >  1 I1 a anssi une interprdtation g~omdtrique claire : si ~ est un ouvert bornd 
de R 3 ~ bord analytique, et si w=~r(t2) d~signe la projection de ~ sur un plan, alors 

w est convexe si, et seulement si, pour tout  ~E0w, la normale extdrieure ~ ~ est 
constante le long de A~=~r-I(~)NO~ et si, en chacun des points de At, la deuxi~me 
forme fondamentale de Of/(associ~e ~ la normale extdrieure) est positive 

Ayant dtabli ces r~sultats, Trdpreau a conjectural qu'au moins si n=l,  le t h ~ -  
r~me B s'~tend au cas oh u est seulement C 2, la n~cessitd des conditions dtant claire 
Une question analogue se pose aussi dvidemment pour n > l ,  mais il est raisonnable, 
comme on le verra, de distinguer les deux questions 

Dans ce travail, nous proposons d 'abord une rdponse positive ~ la premiere 
question (cas n=l)  (Th~or~me 1), et nous montrons ensuite, ~ l'aide de ce premier 
r~sultat, mais par une mdthode tr~s dloigu~e de [Trl] (Theorem 1), l 'extension du 
t h ~ r ~ m e  B pour u de classe C 2 ~ tout  n > 2  (Th~or~me 5) Pour l 'obtenir, on 
interpr~te le r~sultat du cas n=l  comme une caractdrisation des fonctions u de 
classe C 2 admettant  une ombre U de classe C 1 1 et  on donne une expression de U H 
(Th~or~me 3) ; ces propridt~s s'dtendent ensuite au cas n >  1 (Th~r~me  3 bis), ce qui 
entra/ne la caractdrisation cherch~e des ombres sous-harmoniques (Th~or~me 5) On 
donne aussi des variantes du th~or~me 1 avec true rdgularitd C 1 a pour u (Th~or~me 
1 bis), et un dnoncd (Th~r~me  2) montrant  en quel sens ces r~sultats sont optimaux 

Le th~or~me 3 montre en particulier qu'une ombre convexe (ou seulement C 1 1) 
d 'une fonction u de classe C 2 est une fonction de classe C 1 1 bien particuli~re; les 
ombres C 1 1 telles que J (x )  soit rdduit ~ un point distinct de a et b pour tout  
x E X  sont encore plus particuli~res, et nous avons pu caractdriser compl~tement 
ces fonctions (Th~or~me 4) On d~crit aussi une classe assez large de fonctions C 1 z 
pouvant ~tre associ~s ~ une fonction u de classe C 2 1 

Dans une demi~re patt ie (sections 9 ~ 11), nons donnons une extension des 
th~or~mes 1 et 3 pour des fonctions du type U(x)=inf{u(x, t); (x, t)eV}, avec V c  

R ~ x R ~ et u fonction continue sur V (Th~or~me 1 ter, T h ~ r ~ m e  3 ter) Ici, il 
est naturel de supposer u de classe C d+~ En application, on obtient par exemple 
des conditions n~r~se.aires de rdgularitd pour la projection sur un sons-espace d 'un  
corps convexe lisse de R N ;  on donne anssi une caractdrisation des ombres sons- 
harmoniques g~n~ralisant le th~or~me 5 
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On renvoie le lecteur h [Trl] et au livre de Lars HSrmander ([HS1]) pour les 
applications du th~or~me 5 (et du th6or~me A) que Tr~preau avait en rue;  ces appli- 
cations ~tendent cert~in.q r~sultats de [Tr2] portant sur la r~solubilit~ des op~rateurs 
diff~rentiels de type principal sur le bord d 'un domalne strictement pseudo-convexe 

La litt~rature sur les ombres (m~me pour un objet de d~part convexe) semble 
assez r6duite (voir [CFG], [Kill, [Ki3]) Dans [Kil], C O giselman a montr~ que 
dans R 3, la projection sur un plan d 'un corps convexe C de classe C 3 (resp C ~ 
est ~ fronti~re deux fois diff~rentiable (resp C 2+~ pour un e>0),  mais que cette 
fronti~re ti'est pas en g~nSral C 2 si C est de classe C ~ [Ki2] ~tudie la r~gularit~ de 
l'inf-convolution fog de deux fonctions num~riques f ,  g sur R N (par d~finition fo 
g ( x ) = i n f { f ( y ) + g ( x - y ) ;  y E R  N }) en vue de l'application aux sommes vectorielles 
de parties convexes Cette ~tude a ~t~ poursuivie par J Boman ([Bol], [Bo2]) Le 
r6sultat de [Boll montre qu'il existe dans R 7 des convexes h fronti~re analytique 
r6elle et admettant  une projection sur le plan R 2 x {0} qui n'est pas de classe C 2 
(voir [Ki3]) 

Remerciements J -M Tr~preau m'a int~ress~ ~ sa conjecture et m 'a  fait g~n6- 
reusement part de son manuscrit [Trl] ; sans lui, je n'aurai abord~ aucune des ques- 
tions consid~r6es ici J 'al  aussi b~n~fici~ de l'int~r6t de Lars HSrmander pour ces 
questions et de ses nombreux commentaires critiques sur les premieres versions de 
ce travail 

1 Caractdrisations de la convexitd d'une ombre (Cas n = d = l )  

On d~signe par f: (x, t)~-*f(x, t) une fonction r6elle continue sur le produit I x  J 
d 'un intervalle ouvert (non vide) I de R avec un intervalle compact J =  [a, b] (a < b) 
On note ~o(x)=inf{f(x, t); a<t<b} l'ombre de f ,  ~ = { ( x ,  t) e I  x J;  ~o(x)=f(x, t)} 
l'ensemble de contact, et pour xEI ,  ~x={ tEJ;  (x , t )Er  On note aussi 0x et 0t les 
op~rateurs de d~riv&tion partielle sur I x J relativement ~ la premiere et la deuxi~me 
variable respectivement, et on pose 0~z=0xo0x, 02t=0~o0t, 0~u=0to0 t On 6crira 
feCt~(l• J) si ] a~-net une d~riv6e partielle Ozf continue sur I x  J 

On dira que l'ensemble ~ C ~  est plein si pour tout xEI ,  il existe t E J  tel 
que ( x , t ) e ~  On notera pour x e I ,  ~ = { t e R ;  ( x , t ) e ~ }  Le r~sultat suivant sera 
~tendu plus loin au cas d 'un param~tre t multidimensionnel (section 9) 

T h ~ o r ~ m e  1 On suppose cue f est de classe C 2 sur I • J e t  on se donne une 
pattie pleine fermde ~ de ~2 Alors, l'ombre ~o de f est convexe sur l'intervalle I si 
et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites : 

(i) Pour tout xEI ,  t~-*Oxf(x,t) est constante sur ~ 
(ii) Pour tout ~E~, on a ~ j ( ~ ) > O  
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(iii) Pour tout ~e~ tel CUe Otf(~)=O, on a I~ t f (OI2<(O~J(~) )  (Ot2t/(~)) 
De plus, si qo est conveze, qo est de classe C 1 1 sur I 

Remarcue 1 1 L'6none6 reste correct si on remplace la propri6t6 (iii) par la 
suivante : 

(iii') V~=(x , t )E~ tel clue a<t<b, on a 102tf(~)12<(O~-~f(~))(O2tf(~)) 

Remarcues I 2 (a) Pour ~E~ tel que Otf(~)=O, (ii) et (iii) signifient que f"(~)  
est une forme quadratique positive 

(b) Pour f E C l ( I x J ) ,  il est facile de voir que l'ombre qv est de classe C 1 sur I 
si et seulement si la condition (i) du th~or~me 1 est satisfaite, et qu'alors O~f(x, t) = 
~0'(x) pour xEI ,  tE~z  (Lenarne 4 1, section 4) ; d 'autre part, il est imm6diat que si 
(i) est en d6faut, qo ne peut 6tre convexe 

Le th6or~me 1 admet un analogue relatif aux fonctions f de classe C 1 1 ou 
m6me plus g6n6ralement de classe C 1 ~, (c'est h dire lorsque f '  v6rifie localement 
une condition de HSlder d'exposant r sur I x J)  

T h ~ o r ~ m e  1 bis  Supposons CUe f ECI( I  •  cue O j  soit Iocalement hSl 
ddrienne d'exposant r sur I x  J, 0<~-<1, et soit ~ une pattie pleine fix~e de r 
Pour CUe l'ombre ta de f soit convexe sur I, il faut et il su~ t  cue les deux conditions 
suivantes soient rdalisdes : 

(i) Pour tout x E I .  t ~ O z f ( x ,  t) est constante sur (~)z 
(ii) Pour tout ~e~,  on a (en notant ~ '=(z ' , t ' ) )  : 

]iminf f(~')--f(~)--Oxf(~)(xt--x) ~0 
r --.,r ~ ' ~ I •  J 1~*-~]1+1/~" 

De plus, si ~o est convexe, elle est de classe C 1 ~ sur I 

On observera que si ~ est convexe C 1, on a (en utilisant la remaxque 1 2 b) : 

f ( ~ ' ) - f ( ~ ) - O x f ( ~ ) ( x ' - x ) > _ ~ ( x ' ) - ~ ( x ) - ~ ' ( x ) ( x ' - x ) > _ O  

si ~ ' = ( z ' , t ~ ) E I x J  et ~ = ( x , t ) E ~ ;  donc, si r E c k ( I x  J) et si ~o est convexe, (ii) est 
v6rifi6 pour tout  r !  

Remarcue 1 3 L'~nonc~ precedent reste vrai si on remplace (ii) pax la condi- 
tion : 

(ii') Pour ~ = ( x , t ) e ~ ,  on a, si t#a ,  t#b,  

-ax . f f f ) (x ' -x )  _> o, 
- 
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(off r  et si te{a,b},  on a 

l iminf f (x ' ,  t ) - f ( ~ ) - O ~ f ( ~ ) ( x ' - x )  >_ 0 
I x , - x l  2 

I1 est peut-~tre int~ressant d'observer que si on suppose a priori assez de r~gu 
lar i t6sur  l 'ombre ~ de f ,  une rdgularit~ C 1 pour f suffit dans l'~nonc~ precedent 

P r o p o s i t i o n  1 1 Si fEC~( I •  vdrifie la propridtd (ii) du thdor~me 1 bis 
pour un TE]0, 1] et une pattie pleine ~ de 4, et si ~ est C 1 ~ sur I, alors ~ est 
convexe sur I 

Les th~or~mes 1 et 1 his seront ~tablis en section 4, et la proposition 1 1 en 
section 5 L'dnoncd suivant (qui est dvident si 7=1)  montre que l'hypoth~se de 
r~gularitd s u r f  dans le th~or~me 1 bis est en un certain SelLS optimale Voir la 

preuve en section 12 

Thdor~me 2 Soient 0 < 7 ' < 7 < 1  et 12=[0,1]• // existe f : ~ - - * R ,  de 
classe C 1 "Y sur ~ et vdrifiant les trois propridtds suivantes (on note ~(x)= 
inf{ f (x , t ) ;  0<_t<_l}, ~={(x,t);O<__x,t<_l, ~(x )=f (x ,  t)}, J=[0 ,1] )  : 

(i) VxEJ, r  est rdduit d un dldment distinct de 0 
et de 1 

(ii) / /exis te  c0>0 tel que pour tout ~ = ( x , t ) e r  et tout ~ ' = ( x ' , t ' ) e ~  : 

f (~')-  f (~)-Oxf  (~)(x ' -x)  > -co{~'-~{~+1/~ 

(iii) L'ombre ~ de f est concave (non a~ine) sur I et de classe C ~ 

2 R d g u l a r i t d  C 1 1 d ' u n e  o m b r e  C a l c u l  

de la ddrivde seconde ( n = l ,  d- - l )  

On conserve les notations de la patt ie prdcddente et on utilise aussi la ter- 
minologie suivante f dtant supposde de classe C 2 sur I •  on dira que x E I  est 
r~gulier (pour f )  si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

(1) Pour  tout  tE(I'x tel que O~f(x,t)=O, on a 02J(x, t)#O; 
(2) pour tout  tEr tel que Otf(x,t)=O, on a aussi 02xf(x,t)#O 
Si x E I  est non r~gulier, toute valeur tE~x  telle que Off(x, t)=O et met tant  en 

d~faut l 'une des propri~t~s (1) et (2) pr~c~lentes sera dite associde ~ x 
S i x  est r~gulier, on dira que x est rdgulier exeeptionnel, s'il existe effective 

ment un tE(~xM{a, b} tel que OJ(x,  t ) = 0  et 02~f(x, t)#O L'ensemble R des points 
r~guliers de I e s t  un ouvert, et les points rdguliers exceptionnels forment une partie 
discrete et ferm~e de R 
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L'6nonc6 suivant (qui contient le th6or~me 1) sera d6montr~ en section 6 (voir 
aussi les 6nonc6s des sections 3 et 11) La partie A est un corollaire simple du 
th6or~me 1 

Th~or~me 3 On suppose que f est de elasse C 2 sur I x  J Alors : 

A Pour que l'ombre ~ soit de classe C I 1 sur l'intervalle I ,  il faut et il su~it 

que les deux propri~tgs suivantes soient rdalisdes 

(a) Pour tout x E I ,  t~O~f(x, t) est constante sur r 
(b) Pour chaque pattie compacte K de I ,  il existe un rdel AK  >O tel que 

v~ = (z,  t) e �9 a w  x ~ K et O~f(~) = O, on ~ IO~tf(~)l ~ <_ AKO~J(~)  

B Si ~a est de classe C 1 1 sur I ,  on peut calculer la ddrivde seconde ~o"(x) (qui 

existe presque partout sur I )  de la mani~re suivante : 

(a) ~0 est de c/asse C 2 sur l'ensemble ouvert w des points rdguliers non excep 
tionnels de I e t  pour xEw,  ~ est ] in ie t  on a 

{0~=f( , ) -~( , )  ~2t f (,) 2 } "(x)=inf" 2 IO~tf(~)[ ; ~ = ( x , t ) , t e r  

o~ ~(z,t)=0 (~sp 6(~,t)=1) si o~f(~,t)#o (r~sp si 0~f(x,t)=0) 
(b) Pour presque tout x e I  irrdgulier, on a ~ " ( x ) = O 2 j ( x ,  t) pour tout t e ~  

associd h x 

Remarque 2 1 On peut remplacer la condition (b) du A par la suivante, 
d~signant une partie pleine (cf 1) de r : 

(b') Pour chaque partie compacte K C I ,  il existe A>0 tel que ]02tf(~)12_< 
A02j(~), pour ~ = ( x , t ) e ~  avec x e g  et a < t < b  

Remarque 2 2 Si les conditions du A sont vdrifi~es, le th~or~me montre que 
pour tout intervaUe compact K C J ,  on a 

I1~"11oo K <_ AK+sup i lO~ . I ( x ,  t)l; x e K, (x, t) e ~} 

Le corollaire suivant dit que si l'ombre ~o d'tme fonetion f de elasse C 2 sur I x J 
est de elasse C 1 1 (par exemple si ~o eat convexe, e t a  fortiori s i f  est eonvexe), alors 
eette ombre est un fonetion de classe C a x bien partieuli~re 

Corollaire 2 1 On conserve les notations et les hypotheses du thdor~me 3 
On suppose que ~o est de classe C 1 1 sur I e t  que ~C]a ,b [ ,  V x E I  11 existe alors 

une fonetion h semi continue supdrieurement (s e s ) et localement bornde sur I 
telle qu'on air : 

(1) ~o"=h presque partout sur I 

(2) L ddsignant la fermeture de l'ensemble des points de discontinuitd de h, la 
restriction hlL est continue en presque tout point de L 



Ombres Convexit~ r~gularit~ et sous harmonicit~ 

Si r est rdduit h un dldment pour tout xEI ,  ou si f ( x , t )  est convexe en t, on 
peut choisir h teUe que hlL soit continue et ~ est alors de classe C 2 sur un ouvert 
dense de I 

Remarque 2 3 C O Kiselman a montr~ un rdsultat plus pr6cis si f est convexe 
de classe C 2 1 et r b)--O, VxEI : l 'ombre ~o est alors deux fois d~rivable sur I 
(mais non C 2 en g~n~ral), et pour tout x e I  irr~gulier, on a V"(x)=inf{O2xf(x, t); 

t associ~ ~ x} ([Kil]) On peut  voir alors que 7~" est s c s e t  de restriction ~"IL 
continue 

L'~nonc~ suivant montre que le corollaire 2 1 caract~rise les ombres C x 1 des 
fonctions C 2 dan.q le cas ((d'unicit~)) (~)x est rs ~ un point pour tout  xEI)  

T h ~ o r ~ m e  4 Soient F une partie compacte de R,  h une fonction s e s bornde 
et h support compact sur R,  de restrictions h F e t  h R \ F continues II existe alors 
une fonction f : R x R - - * R  de classe C 2 telle que : 

(a) Pour tout compact L C R ,  limltl_.oo f (x, t ) = + c r  uniformdment sur L 
(b) L'ombre ~ (x )=in f { f ( x , t ) ; tER}  est C 1 1 sur R e t  telle que ~"(x)=h(x)  

PP 
(c) q )x={tER;  f(x,t)=~o(x)} est rdduit dt un dldment pour tout x E R  
(d) On a F={x;O2tf(x,t)=O pour tEr 

Avec quelques hypotheses suppl~mentaires, on peut  obtenir une fonction f de 
classe C a a, 0 < a < l  A ti tre d'exemple, on ~tablira la proposition suivante 

P r o p o s i t i o n  2 2 On se place dans les hypotheses du thdor~me 4, et on sup 
pose en outre que pour une certaine constante C > 0  : 

(i) Pour x E F  et x 'ER,  h(x')<_h(x)+Clx'-x [ 
(ii) Si x , x ' E R \ F  et [x'-x[<_�89 on a 

[h(x')-h(x)[ < C d(x, F ) - l i x ' - x [  

(iii) La somme des racines carrdes des longueurs des composantes borndes de 
R \ F est finie 
17 existe alors f EC 2 I ( R x R )  vdrifiant les conclusions du thdor~me 4 

Les trois propositions pr6c6dentes sont 6tablies en section 8 

3 A p p l i c a t i o n s  a u  cas  n > l ,  d----1 e t  a u  p r o b l ~ m e  d e  T r ~ p r e a u  

On consid~re maintenant une fonction continue f :  U • J - - , R  sur le produit 
d 'un ouvert U de R n et d 'un intervalle compact J=[a,b] (a<b),  et son ombre 
~(x)=inf{ f (x ,  t); tEJ}  qui est d~finie et continue sur U On note encore 

~ = { ( x , t ) e l 2 ; ~ ( x ) = f ( x , t ) }  et ~ x = { t E J ; ( x , t ) e r  
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S i f  est C 2 sur U • J ,  on dira que x E U est rdgulier (pour f )  si : 
(1) pour tout teOx tel que Otf(x , t )=O on a 02t f (x , t )~O et 
(2) pour te~)x ~gal k l 'une des extrdmitds de J et tel que OJ(x , t )=O,  on 

a Ot(V~f)(x , t )~O Si x est rdgulier, et s'fl existe t eO~n{a ,b}  tel que Ot f (x , t )=  
0, x sera dit rdgulier exceptionnel L'ensemble wf des points rdguliers est ouvert 
et l'ensemble des points rdguliers exceptionnels est fermd dans ws, contenu (lo 
calement) dans la rdunion d'au plus deux sous-varidtds de codimension 1 (et de 
classe C 1) de w I ; cet ensemble est donc ndgligeable dans R '~ 

Si x E U  est non rdgulier, tout tEO~ tel que Otf(x, t )=O et met tant  en ddfaut 
l'une des propridtds (1) et (2) prdcddentes est dit associd h x On a alors l'extension 
suivante du thdor~me 3 (voir la preuve en section 7) 

T h 4 o r ~ m e  3 bis On suppose que f e s t  de classe C 2 sur U • J 

A Pour que ~ soit (localement) de classe C 1 1 sur U il faut et il su]i~t que les 
deux conditions suivantes soient vdrifides : 

(i) Pour tout x e U ,  t~-~Oxf(x,t) est constant sur Ox 
(ii) Pour tout compact K c U ,  il existe AK >O tel que pour tout (x , t )E r  avec 

x e g  et a<t<b on a : ]Vx(0tf)(~)12< Air (02tf(~)) 

B Si ~a est de classe C 1 1 sur U, on peut exprimer D2~o(x) (qui est une forme 
quadratiquc sur R n ddfinie pour presque tout xEU)  de la manidre suivante : 

(a) ~ est de classe C 2 sur l'ensemble (ouvert) wo des points x e U  rdguliers 
non exceptionnels, et pour chaque xEwo, il existe t E ( ~  tel que : 

D2~o(x) = D ~ j ( x ,  t ) - e ( x ,  t) [~ t f ( x ,  t) l - l (D~(f~)(x,  t) ) | 

oa e (x , t )=0  ou 1 scion cue a t f ( z , t ) r  ou a t f (x , t )=O 
(b) Pour presque tout x E U  non rdguher, on a D:qo (x )=D~J(x , t )  pour tout 

t E J  associd ~ x 

On verra aussi que qoEC 2 "r(Wo) si f E C  2 "Y(U • J) vdrifie le (a) et le (b) du A, 
( 0 < 7 <  1) L'dnoned prdcddent entrahae tr~s facilement le crit~re de sous-harmonicit~ 
de l'ombre d'une fonction de elasse C z conjectural par J M Trdpreau 

T h d o r ~ m e  5 On suppose que f est de classe C 2 sur U x J Pour que l'ombre 
qo(x)=inf{f(x,  t); t ~ J }  de f soit sous harmonique sur U, il faut et il s u ~ t  que les 
conditions suivantes soient vdrifides : 

(i) Pour xEU,  t ~ O ~ f ( x ,  t) est constant sur ~ 
(ii) Pour ~=(x,  t)~(~ tel que a<t<b,  et pour u ~ R  n, on a 

i = f ( ~ ) + 2  V=(Otf)(~) u+O~ttf(~)lu] 2 ~ 0 

(iii) Pour tout ~E~,  on a h x f ( ~ ) ~ O  
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De plus, si ~a est sous harmonique, ~a est ndcessairement de classe C ~ 1 sur U 

Remarque 3 1 La condition donn6e en (ii) ~quivaut aux in6galit6s A~f(~)>0,  
0~**f(~)>_0, et IVx(0~f)(~)l 2 g (A~f(~))(O2,J(~)) pour les points ~=(x , t )  concern~s 

4 P r e u v e  des  t h~o r~mes  1 e t  1 bis 

Commenqons par 6tablir la remarque 1 2 a avec l'~noncd suivant d6j~ observ6 
dans [Trl] pour ~=(~ Les notations sont celles de la section 1 

L e m m e  4 1 Si f 6 C l ( I x J )  et si (~ est une pattie pleine fermde de ~, 
l'ombre ~ est ddrivable sur I si et seulement si O~f(x, t) est inddpendant de t sur 
Dans ce cas, ~o'(x)=O~f(x,t) pour tout (x,t)6r et 7~ est de classe C 1 sur I 

Preuve Montrons que la condition du lemme est su~.qante (la ndcessitd est 
6vidente) Si ~=(x,  t) et ~ '= (x  ~, t') sont deux points de ~ avec x, x' dans un intervalle 
compact iix6 1 ~ CI ,  on a puisque Oxf est continue : 

~o(xt)-~o(x)-Oxf(X, t ) ( x t - x )  < f (x ' ,  t ) - f ( ~ ) - O z f ( ~ ) ( x t - x )  < [ x ' - x  1 5(Ix ' -  x]) 

oh 5(s)=sup{lO~f(~)-O~f(~')l;~,~'eY• , et Ir162 En permutant les rfles 
de ~ et ~', on obtient, en notant A=~o(x ' ) -~o(x)-O~f(x , t ) (x ' -x) :  

A >_ -I  x' -xi~5(Ix '-xI)-  I x' -X] lax f (,~') -Oxf(~)] 

D'apr~s l'hypoth~se, pour ~E~ fixd, lim~ e~ x -.x O~f(~')=Oxf(~), et 7~(x')=- 
~o(x)+Oxf(X, t )(x ' -x)+o(x ' -x)  pour x'--*x Le reste est imm6diat 

Les conditions des thdor~mes 1 et 1 bis sont ndcessaires Supposons ~o convexe 
et f E C I ( I •  Le (i) du thdor~me 1 (ou 1 bis) d~coule du principe suivant appliqu~ 

g(x)=f(x ,  to), (xo, to)E~ : si ~o est convexe sur I major6e par gECI(I)  et si 
~O(xo)=g(xo), alors td(x0) existe et vaut g'(xo) 

Donc, ~o est C 1 et td(x)=O~f(x,t), V (x , t ) e r  On a d~jh observd que la con- 
vexitd de 9 entraine alors : f (~ ' ) - f (~)-O~f(~)(x ' -x)>_O pour tout  ~ = ( x , t ) e r  
~ ' = ( x ' , t ' ) e l x J ,  et a fortiori la condition (ii) du th6or~me 1 bis S i f  est C 2, 
~= (x, t ) e  (I), avec &f(~)=0 ,  un d6veloppement de Taylor montre ensuite que f"(~) 
est positive D'ofi la n6cessit6 des conditions du th6or~me 1 ([Trl]) 

Caract~re C 1 ~ de ~o si ~ est convexe et Oxf localement hSlddrienne d'expo 
sant T On sait d~jh que to est C x Soient x et x' deux points dans un sous-intervalle 
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compact K fixd de I, et soient ~=(x, t), ~'=(x', t') des points correspondants dans 
On a, puisque 0~f  est C r, 

~(x') = S(r < I(x' ,  t) < I ( 0  + 0 j ( r  1+~ 

~o(x) = f (~) < f (x, t') <_ f (~') +Oxf (~')(x--x') +Clx'-~l  I+~ 

En ajoutaut, et comme ~o' est croissante, on obtient la propridtd voulue : 

]~'(x')-~o'(x)l _< 2CJx'-xr 

Passons & la preuve des implications non triviales des th~or~mes 1 et 1 bis 
(parties (des conditions sont s,,m.qantes))) Le thdor~me 1 est consdquence du thdo- 
r~me ibis, mais il est intdressant d'en donner une preuve inddpendante un peu plus 
simple 

Les conditions (i), (ii), et (iii)' du thdor~me 1 sont suj~santes Fixons un inter 
valle compact [c~,/3] contenu dans I, et convenons de dire que xEI est terminal (pour 
~o' et [a,f~]) si a<_x<_l~ et si ~o'(x)>~d(u) pour tout  ue[x,/~] ; un point ~=(x , t )Er  
sera dit terminal s i x  est terminal On dtablira (sous les hypotheses (i) (ii) et (iii') 
du thdor~me 1) la proposition suivante 

P r o p o s i t i o n  4 2 L'ensemble {TY(x); x terminal pour ~o' et [a, f~]} est ndgli 
geable (pour la mesure de Lebesgue A sur R) 

Une fois cette propridtd dtablie, il est immddiat que ~d est croissante sur I et 
donc que ~o est convexe : ~d dtant continue, si ~d(a)>~d(j3), chaque valeur 0 de 
l'intervaUe ]~d(f~), ~d(a)[ est atteinte par ~o ~ en au moins un point terminal x pour 
~d et [a, f~] ; ce qui contredit la proposition 4 2 Pour ~tablir celle ci, commen~ons 
par ddgager le principe gdndral suivant qui nons resservira et dont la preuve est 
donnde un peu plus loin 

L e m m e  4 3 Soient B c R •  a, d _ l ,  et F: B - * R  une application telle que : 
(i) F(x, t) est fonction croissante de x sur B, soit F(x,  t) =G(x)  avec G crois 

sante 
(ii) Pour tout ~=(x , t ) eB ,  on a F(~ ' ) -F(~)=o( Ix ' - x l+ l t ' - t I  d) pour ~'= 

(x ' , t ' )eB,  x'>_x et ~'--*~ 
Alors, F(B) est une partie nggligeable de R 

Fin de la preuve du thdordme 1 On ddcompose l'ensemble ~0 des points ter 
minaux de ~ (pour [a, •]) en parties B# auxquelles on pourra appliquer le lemme 4 3, 



Ombres Convexit4 r~gularit~ et sous harmonicit~ 11 

avec F(x, t )=-Oxf(x ,  t )=-~d(x)  Posons 

B1 = {(X, ~) E ~0;  $ = a} ,  

B2 = {(z,  t) e G ;  t = b}, 

B3 = {(x, t) �9 ~o;a<t<b,  O2ttf(x,t) #0},  

B4 = { (x, t) �9 r a < t < b, O2,d'(z, t) =O} 

Soit ~=(x , t ) � 9  ; pour ~ '=(x ' , t  ~) (terminal) tendant vers ~, et d'apr~s la for- 
mule de Taylor, on a : 

(z) = 

Comme x Ie t  x sont terminaux, ~'(x')-~d(x) et 02=f(~)(x'-x) sont de signes 
oppos6s (d'apr~s (ii) du th~or~me 1) De plus, si ~,~' �9 la nullitd de 02tf(~) 
entraine celle de 02~f(~) d'apr~s (iii)' ; par cous6quent, qd(x ')-9 ' (x)=o(I  ~'-~l)  De 
m~me, pour ~ ,~ ' �9  j = 1 , 2  et ~'---~, on a r162  d'apr~s (ii) 
et f - t = O  Ainsi, d'apr~s le lemme 4 3, {~ ' (x ) ; (x , t )EB 1 } est ndgligeable pour 
j=1 ,2 ,4  

Enfin si ~�9 le th~or~me des fonctions implicites dit que les points ~ = ( x  t, t') 
voisins dans ~0 sont stir une courbe t~=g(xt), avec g de classe C t sur un voisinage 
de x, g(x)=t, et g'(x)=-O2tf(~)/O2tf(~ ) D'oh, maintenant 

~'(xt)--~pt(x) = {ig~xf(~ ) (0~2zf(~))2~j,--,'~(x' x~q-or 

A nouveau, qd(x ~) -qd(x) et le premier terme du d6veloppement 6tant de signes 
oppos6s r ) pour ~'--*G ~'�9 et on eonclut h l'aide du 
lemme 4 3 Ce qui ach6ve la preuve du th6or~me 1 

Avaat d'4tablir le lemme 4 3, montrons les deux propri6tds 616mentaires sui 
vantes On notera A* la mesure de Lebesgue ext4rieure sur R 

L e m m e  4 4 (a) Soit g :C-~R , C c R  d, (d>_l) une application teUe que 
pour tout teC,  (g(t')-g(t) )+ =o(It '-tl  a) si t'--*t, t' � 9  Alors, g(C) �9 ndgligeable 
dans R 

(b) Soient g u n e  fonction croissante sur l'intervalle L=[a, fl], r un rdel >0 
et C c L  tels que : VtEC, 3t'�9 fl], g(t')-g(t)<<_e(t'-t) Alors on a: M(g(C))< 

Preuve (a) Supposons CC[0, 1] d Pour j entier >_1 et r notons C~(j) l'en 
semble des t � 9  tels que 

(g(t')-g(t)) + < r d s i t '  �9 C, I t ' - t  I _< d2 - j  
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Si Q est un cube dyadique d'ordre j, g(QNCe~])) est de diam~tre <e2-dJ; d'ofi 
)r D'apr~s l'hypoth~se, Ce(j) croit vers C pour j - - ,+oo;  d'ofi 
A*(g(C))<e, puis A*(g(C))=0 

(b) On v4rifie ais4ment que 

C(j) = {t �9 [a, B - j - l l ;  3~' �9 [t+j -1, 81, g(t'-O)-g(t+o) <_ e(t '-t)} 

est fermi, puis que le plus grand x �9 L tel que A* (g (C (j) N In, x])) _< e ( x -  (~) est x-- 
Comme les C(j) croissent vers C~oDC, on a bien s 

Preuve du lemme 4 3 On peut supposer BC[(~,fl] •  d ((~,fl�9 et G d~finie 
croissante sur In,/3] Soit ~--(x, t ) � 9  B tel qu'fl existe une suite de points ~j = (x j, tj) 
daus B avec I t - t j ] d < x j - x < l / j  Alors G(xj ) -G(x)=o(x j -x )  Si E est l'ensemble 
de ces ~ et si C={x; (x, t)eE},  le (b) du lemme 4 4 dit que G(C)=F(E) est 
n~gligeable 

Par construction, B \ E  est r~tmion des 

B(j) = { (x, t) 6 B; V(x', t') 6 B avec x < x' < x+j  -1, on a ] x ' - x  I < I t ' - t l  d) 

B(j )= U B(j,k) si 
kEZ 

B(j, k) = {(x, t) �9 B(j);  kj -1 < x <_ ( k + l ) j  -1)  

et 

On peut donc supposer que B e s t  l'un des B(j,k) Dans ce cas, ]x'-xl<< 
[ t ' - t l  d pour (x, t), (x', t') dans B, et B est le graphe {(h(t), t); teC} d'une fonction 
h: V-*R,  ( C c R  d) D'apr~s (ii) on a pour teC, [G(h(t '))-G(h(t))] + =o(It'-t[ d) si 
t'--*t, t '6C I1 r4sulte alors du lemme 4 4 que G(h(C))=F(B) est n~gligeable 

Remarque 4 1 Rempla~ons le (ii) du lemme 4 3 par : (ii') V~=(x,t)eB, F(5')- 
F(~)<e(x'-x)+o([x-x'f+]t'-tl d) pour  ~' =(x', t')eB, x'>_x, ~'--+~ Si de plus B C  
In,/3] x R d, la m~me d4monstration montre qu'alors A* (F(B)) <_ ~(~-a) 

Remarque 4 2 Le lemme 4 3 entraine un ~nonc~ de G Choquet ([Cho]) qui 
est au fond tr~s voisin : sur un arc plan t=f(x),  0<_x<l, ( f  continue), une fonc- 
tion (x,t)~-*F(x,t)=G(x) qui admet un point critique en chaque point de l'arc 
est constante (Si par exemple G(0)<G(1), consid~rer B={(x, f(x)); G(u)gG(x), 
vuef0,x]}) 

Les conditions (i) et (ii') du thdor~me 1 bis sont su~santes On va de nouveau 
~tablir la conclusion de la proposition 4 2 Notons ~1 (resp ~2) l'ensemble des 
points (x , t )e~ terminaux pour [a, f l]CI tels que a<t<b (resp t6{a,b}), et fixons 

fl'eI 
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1 Montrons d'abord que pour ~ = ( x , t ) ~ l  fix~, on a m'(~')-~'(=)=o(15'-51), si 
5 '~5 ,  5'=(x',t')~O1, O<x'-x<lt'-tl 

Soit done ~ ' = ( x ' , t ' ) ~ ,  avee O<z'-x<_lt'-tl Notons A l e  hombre >0 tel 
que ~ ' (z ' )=~ ' (z) -Al t ' - t ]  Comme 0~1 est C O ~, il existe une constante C > 0  telle 
que pour tout  y vdrifiant z'<y<_x"=z'+(~AIt'-tl)I/L et y < f f ,  on ait 

O~f(y, t') <_ O j ( 5 ) -  1Alt '-t l  

Done, si x ~ et x sont assez proches, on a x "  < f f  (~d est continue sur [c~,/~] [), et 

X t t ~ 0 q X tt x t [ z  f ( x " , t ' ) - f (  , ) - -=f(~)(  -- ) =  t '  (Oxf(y, )--Oxf(~)) dy 

<_ -�89 
O U  

f (x #, t')-- f (x', t ' ) -Ox f  (~)(x # --x') ~ --c (hit '  _~[) l-l-l/r, 
pour une certaine constante c>0 D'autre part, 

f (~t)-- f (~)--O~f (~)(x'-- x) = ~o(x t ) -~o(x)-v '  ( x ) (x ' -x )  

s = (~ ' (~) -  ~'(x)) d~ _< 0 

puisque x est terminal D'ofi, en ajoutant  et en notant ~"=(x", t~) ,  

: ( 5 " ) -  f ( ~ ) - o = f f f ) ( : - x )  <<_ -e  ( & l t ' - t l )  1+1/'" 

Donc, d'apr~s notre hypoth~se (ii), e(hle-tl)l+l/*<lC-511+l/*a(IC-51 ) 
pour une certaine fonction 6=64: R+--*R+ tendant vers z6ro ~ l'origine Or, d'apr~s 
la r6gularitd C o * de Oxf, on a : 

AIt ' - t l  = IOxf (~')-Oxf(~)l < c l t ' - t lL  

de sone que x " - z '  <clt ' - t l  et IC-~t<cl t ' - t l  (c varie d'tme in~galitd ~ l'autre) 
D'ofi, la propri~td a.nnonc~e : I~'(z')-~'(x)l<elt'-tl6a(It'-tl), (en posant dfl(S)= 
(~(.)y/(~+i)) 

2 Pour N , m  entiers >1, notons Aj (N ,m)  ( j=1 ,2)  l'ensemble des ~ = ( x , t ) E ~ j  
tels clue f (~ ' ) - f (~) -Oxf (~) (x ' -x )>_-1~ ' -~12/N pour tout  ~ ' = ( x  t, t ' ) e ~ j  v~rifiant 
I~'- ~1 < 1/m Pour N > 1 fix~, Aj (N, m) croit vers Cj et, par construction, si ~ = (x, t) 
et ~ '=  (x', t ') sont deux points de Aj (N, m), avec I~'-~l < 1/m et x ' - x  > I t ' - t l , o n  a :  

f(~')-f(~)-O~f(~)(x'-x) >_ ll~,_~l 2, 

0 ~ x x ~ 1 t 2 f(~)-$(~ ) -  ~I(~ )( - ) > - ~ 1 ~  -~[ 
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En ajoutant  et en tenant compte du caract~re terminal de ~, on obtient : 

< Nl '- l 2, 

et comme (x'--x)>l~-tI, on a donc:  kol(x')-~o~(x)l<_4g-1]x'-xI 
3 On voit alors que pour ~=(x,t)eAj(N,m), on a : 

O=f(~)-Off(~') <_ 4g-Z(x ' -x)+o(it ' - t l ) ,  

si ~=(x',t~)eAj(N,m), xt>>_x, ~'--.~ Donc, d'apr~s la remarque 4 1, 

A* { 4  (x); (x, t) e A~ (g ,  m)} <_ 4N-Z (~_  a); 

faisant tendre m, puis N, vers l'in6ni, on obtient A*{r ( x , t ) e ~ } - - 0 ,  ( j=1 ,2)  
Ce qui ach~ve la d4moust~ation 

Remarque 4 3 Suivant une observation de Tr~preau, on obtient des variantes 
plus ~l~mentalres des d~moustr&tious p r~c ien te s  en notant qu'il suffit de montrer 
la convexit~ de ~o(x)+ex 2 pour tout  e>0,  et donc de traiter ]~(x,t)=:f(x, t )+~x  2 
au lieu de f 

5 P r e u v e  de  la propos i t ion  1 1 

Soit r E C k ( I x  J)  v~rifiant le (ii) du th~or~me 1 bis (pour un rE]0,1] et une 
pattie pleine & de ~), et teUe que de plus, l 'ombre ~o soit de classe C z ~ ; montrons 
qu'alors ~o est convexe sur I Ici encore, on va consid~rer l'ensemble (compact) T 
des points terminaux pour ~o ~ et un intervalle [~,fl]CI,  et montrer que ~o ~ dolt ~tre 
constante sur T Supposons T ~ 0 ,  et notous g la fonction continue d~croissante sur 
[~, fl], ~gale ~ ~o ~ sur T et localement constante sur [~, fl] \ T ;  soit p-----dg la mesure 
de Stieljes (positive) correspondante port~e par T 

L'ensemble des points ~E~ v~rifiant le (ii) du th~or~me 1 bis est un F~6 de R 2 
et on peut donc supposer que ~ est bor~lien D'apr~s le th~or~me de capacitabilit~ 
([Bou]), il existe K C ~  compact de projection T~={x; (x, t)EK} contenue clans T et 
telle que #(T ~) > ~/~(T) On peut alors construire une application bor~lienne ~: x H  
~(x)--(x,t(x)) de T t dans K et d'apr~s le th~or~me de Lusin, on pourra m~me 
supposer ~ continue sur T ~ 

Posons 

B(N,j)  = {x E T~; Vx ' E T', Ix'-xl < j - z  ===~ 

> (j, g > Z) 
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D'apr~s l'hypoth&qe (ii), les B(N, j )  croissent vers T ~ pour j--*+c~, N fix~ On 
peut donc choisir des entiers jN tels que I~(B(N,j~v))>_(1-2-N-2)I~(T'); posant 
L=NN>I B(N, jN), on obtient un compact L c T '  tel que #(L)>_�89 ) et 

~(x ' ) -  ~ (x ) -~ ' (~ ) (x ' -x )  > -I~(x')-~(x) l l+x/~(Ix'-~l) ,  
pour x,x'  darts L e t  une fonction & R + - - , R +  vSrifiant lims-.o~(s)=O Ajoutant 
l'in~galit~ pr~c~dente avec ceUe obtenue en permutant x et x ~, on obtient : 

Yx, x' e L, J~ ' (z ' ) -~ ' (x)J  ]x'-x] < 2]~(x')-~(x)lx+l/~(Jx'-xl) 

puisque ~'  est d~croissante sur L On en d~duit, pour x,x'EL, ~=~(x~), ~=~(x) : 

(1~'(~-~,'(~11 x+x/~ 1/,- 
I~'-,~1 ) -<2( Ir ) ,S(l='-xl)_<c,~cIx'-xl) 

puisque ~ est C x ~ Ce qui prouve que 

lira g(x')-g(x) = 0  

pour chaque x e L  (non isol~) Comme la limite lira= _..= (g(x)-g(x ' ) ) / (x ' -x)  existe 
(dans [0, +co]) et est strictement positive/~-presque partout ([Rud]), on voit qu'on a 

='- ; -~ 'eL I t(x') t(x) 
pour/~-presque tout  xEL I1 s'ensuit, d'apr~s le le_mme suivant, que #(L)=I~(T)=O 
et g est donc bien constante 

L e m m e  5 1 Pour tout compact LC[a,/~] et toute fonction borelienne 
h: L--* R, on a 

Uminf Ih(x')-h(x)l < + o o  
='--,= = , e L  Ig(z')-g(x)l 

pour # presque tout x E L 

Preuve On peut supposer L parfait, # (L)>0,  g strictement croissante sur L, 
et h continue sur L Raisonnant par l'absurde, on peut supposer aussi que pour 
chaque xE L, 

lim Ih(x')-h(x)l = + o o  
=,-~= ='~L Ig(x')--g(~)l 

Utilisant le changement de variable x~g(x) ,  on est ramen~ au cas o/1 g(x)=x (on 
sait que g(#) est la mesure de Lebesgue sur g([a,/~])) Ecrivant L=LJ~> z L1, 

Lj = {x E L; Vx' E L, 0 < Ix '-xl  < j-x,  on a Ih(x ' ) -h(x) l  > Ix'-xl}, 
on voit qu'on pout supposer aussi que Ih(x~)-h(x)l>_ Ix'-xl pour x, x~EL 

La fonction h est alors injective et tout point de L~=h(L) est critique pour 
l'application inverse u=h -x On sait qu'alors L=h-Z(L ~) est n~gligeable (Lemme 
4 4), ce qui est absurde 
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6 D d m o n s t r a t i o n  du  th~orbme 3 

On aura besoin du lemme dldmentaire suivant (qui sera 6tendu plus loin) 

Lem_ane 6 1 Soit ~z, ~a2, , ~on une suite finie de fonctions rdeUes de classe C 2 
sur l'intervalle U=]a,f~[ ( a < ~ )  L'enveloppe infdrieure ~=inf{~aj; l <_j<n} est dd 
rivable sur U si et seulement si on a ~ } ( x ) = ~ ( x )  pour x E U  et j ,  ke{1,  , n} tels 
que ~a(x)=~aj(x)=~ok(x) Si ~a est dgrivable sur U, alors ~o est av, ssi de classe C 2 
sur U et on a: 

~"(x) = inf{to~(x); 1 < j < n e t  ~j  (x) = ~o(x)} 

Preuve En considdrant les ddveloppements limit,s des ~oj ~ l 'ordre 1 en xoEU, 
I _ _  I on voit facilement que 7~ est ddrivable en xo si et seulement si on a ~oj(xo)--7~k(XO) 

pour j ,  kEIxo ={i;  l g i < n ,  ~oi(xo)=~o(xo)}, la d6riv~e ~d(x) 6tant 6gale K la valeur 
commune des ~o~ (xo), j Elxo 

D'antre part, si ~o est ddrivable sur U, on a, pour x assez voisin de xoEU, 
II X X inf II r X#Xo, ~0(X)<~0j(X) pour tous l e s j  tels que ~oj( 0 ) > 7 ( 0 )  = {~k(xo);kE so} (en 

regardant les d6veloppements limit,s h l'ordre 2) ; en particulier, s ix  est assez voisin 
de xo, le reste ~d(x ) -~d (Xo) -7 (xo ) ( x - xo )  coincide avec un reste analogue pour une 
~o~, telle que ~o~r(Xo)=7(xo), ~aj(xo)=~o(xo) ; donc ~o est deux lois d6rivable en tout 
xoEU et ~aU(Xo)=7(Xo) Ce raisonnement montre aussi que si x est assez voisin de 
xoeU,  fl existe jeZxo Nix (d~pendant de x) tel que ~o~'(x) =V"(x)  et ~o~'(x0) =V'r(x0), 
ce qui donne dvidemment la continuitd de ~"  en x0 

Une fois la continuitd de ~a" Stablie, on peut aussi pr~ciser (localement) un 
module de continuitd pour ~" en appliquant le principe suivant anx fonctions r  

L e m m e  6 2 Soient r , Cn n .fonctions rdelles continues sur un intervalle 
compact K c R  et soit r  continue et telle que r162  , r  pour 
x e g  Si w ( s ) = s u p { l C j ( x ' ) - r  e g  , [x -x ' [<s ,  l < j < n }  pour s>_O, alors 

Pveuve Supposons x < y  On volt ais6ment qu'on peut trouver une subdivi- 
sion s 0 = x < s z  < <s, ,~=y et des indices j ( k )  tels que l<_j(k)<n, ~b(sk)=!bj(k)(Sk), 
r162 pour O < k < m - 1  I1 est clair qu'on peut toujours r6duire en- 
suite le nombre m de sous-intervalles [sk, sk+z] ndcessaires ~ m < n  

C o r o U a i r e  6 3 Si les ~ du lemme 6 1 sont de classe C 2~ sur U, 0<c~<1, 
et si ~v est C 1, ~ est aussi de classe C 2 ~ sur U 

Passons alors ~ la preuve du th6or~me 3 
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A Supposons d 'abord les conditions (a) et (b') (cf remarque 2 1) rdalis6es 
et montrons que ~oeC ~ 1(i) Soient K un sons intervalle compact de I e t  AK la 
constante correspondante dans (b') Si 2M>_(AK+llO~xflloo KXJ), 011 voit en ap 
pliquant le th60r~me 1 (et la remarque 1 1) k la fonction f l :  (x,t)--*f(x,t)+Mx 2 
(et l 'adhdrence de ~) que ~o(x)+Mx 2 est convexe et C 1 1 sur K\OK Donc, ~0 est 
aussi C 1 1 sur K\OK 

Inversement, si ~o est C 1 1 sur I, x~-+~(x)+Mx 2 est convexe sur le sous- 

intervalle compact K de I d~s que 2M>lkd'Hoo g En appliquant le thfor~me 1 
la fonction f ( x , t )+Mx 2, on obtient le (a) et que 

[O~,f(x,t)[ 2 < (2M +IIO~JII~ 2 
_ 

pour xEK\OK, (x,t)E(I) et Otf(x,t)=O D'oO (en tenant eompte de la remaxque 
1 2 (b)) la propridtd (b) du t h~ r~me  3 A 

B Pour la suite de la ddmonstration, on suppose que ces conditions (a) et (b) 
du th6or~me 3 sont vdrifi6es On peut aussi supposer, et nous le ferons, que toutes 
les ddriv6es partielles d'ordre <2  de f sont borndes sur I x  J 

B 1 Calcul de ~o"(xo) pour Xo rdgulier non exceptionnel Faisons d 'abord les 
observations suivantes 

(i) Si Cxo contient l 'extrdmitd a de J alors pour tout  x assez voisin de x0, 
tH f (x , t )  est croissante sur un intervalle [a,a+~/]; de m~me si bECxo, t~-+f(x,t) 
est ddcroissante sur [b-~/, b] s i x  est assez proche de x0 

(ii) Si toECzo, a<to<b, on a 02ttf(Xo, to)#O et on peut  appliquer le th~or~me 
des fonctions implicites h l 'dquation Otf(x, t)=O au voisinage de ~o=(X0, to) 

On voit alors que Cxof3]a, b[ peut 6tre rangd en une suite finie croissante tl  < 
t2< <tin, et qu'il existe m fonctions gl,g2, ,gin de classe C 1 sur un voisinage 
ouvert V de x0 et h valeurs dans J telles que gj(xo)=tj, Otf(x, gj(x))=O et 

{t  e ]a ,  hi; t �9 c , 

si x e V  On a donc, pour xEV, et en convenant de poser go(x)=a, gm+l(x)=b, 

~o(x) = inf{f(x ,  gj (x)); 0 < j < m +  1} 

Pour 1 < j  < m, chacune des fonctions ~oj: x~-* f(x, gj (x)) est de classe C 1 sur V, 
de ddriv6e 

= ox f  gj( ) ) +g j  gj( ) ) = gj( ) ) 

Donc ~ojeC2(V) et on a, puisque g~(x)=-(O2tf(x, gj(x)))/(O2ttf(x,g~(x)), 

~O; (X) = 02zzf (x, gj (X) ) -- (02if(x,  gj (2~) ) )( 02tf (x, gj (X) )--I 
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si l<_j<_m Si j = 0  ou j = m + l ,  ~oj(x)=f(x, tj) est aussi de classe C 2 et ~o}~(x)= 
o~x~f(x, tj) I1 n'y a plus qu'k appliquer le lemme 6 1 pour obtenir l'assertion (a) du 
th6ar~me 3 B 

B 2 Notous L l'ensemble des points x e I  non r~guliers et tels que (i) ~"(x) 
existe et (ii) ~"(x)r pour au moins un t e C x  associ~ ~ x ]] s'agit de voir 
que L e s t  n~gligeable 

Soit AN l'eusemble des couples ( x , t ) e r  avec xeL ,  t e r  associ~, et tels que 

I ~ ' ( x ' ) - ~ ' ( x ) - ( x ' - x ) ~ j ( x , t ) l > N - ~ l x ' - x l  pour tout x ' e I  tel que Ix'--xl< 
N -x Si L ~  d~signe la projection de AN sur l 'axe des x, il est clair que L = ~ r >  ~ L ~  

Soit ~=(x , t ) eA~  D'apr~s la formule de Taylor, on a si ~=(x ' , t ' )CAN et 
: 

I1 faut observer iei que s i t  est assoei6 h x, on a O=Otf(~)=OZtzf(~) et aussi que 
~o~(x)=Oj(x,t) Donc, toujours si ~'--*~, 5'=(z',t')eAN, on a 

I '-xl =o(1r162 

I1 n 'y  a plus qu'h appliquer le lemme 4 3 (pour d = l )  h B = A N  et F(x , t )=x  
pour conclure que )~*(LN)=O et achever ain.qi la preuve du th6ar~me 3 

7 D ~ m o n s t r a t i o n  d e s  t h ~ o r ~ m e s  5 e t  3 bis 

Le th~or~me 3 his est un eorollalre du th~or~me 3 (et de sa d~monstration), 
eompte tenu de la proposition suivante (qui ~tend le lemme 6 1) et du lemme 7 4 
plus bas 

P r o p o s i t i o n  7 1 Soient ~Ol, ~2, , ~rn m .fonctions de elasse C 2 sur l'ouvert 
U de R n e t  soit ~ l'enveloppe infdrieure des ~j Alors, ~ est diffdrentiable sur U 
si et seulement si d~j(x)=d~k(x) chaque lois que ~j(x)=~k(X)=~(x) Si ~ est 
diffdrentiable sur U, alors ~EC2(U),  et on a pour chaque xEU : 

(i) r ~o~(x)(h,h); j tel que ~(x)=~(x)), pour heR"  
(ii) 3je{1, ,m} tel que ~o(x)=~j(x) et ~"(x)=~(x) 

Preuve La toute premiere assertion s'~tablit sans dlffieult~ exactement eomme 
l'assertion analogue du lemme 6 1 Supposons done ~ diff~rentiable sur U et mon- 
trous la deuxi~me assertion D'apr~s le lemrne 6 1, pour tout  X e R  n, la d~riv6e 
seeonde O~xx~a(x) existe en tout point z de U (e'est par d~.flnition la d~riv6e se- 
eonde en s = 0  de la fonetion s H ~ ( x + s X )  ), on a la formule 

 xx (x) = x ) ;  = 
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et ~ x ~ o  est continue sur chaque segment parall~le h X contenu dans U 

Pour  v~rifier la continuit~ de ig~x ~ en xo~U, consid~rons 

= {J;  = = {J  e Zxo; > 

e t a  tel que O~x~O(Xo)<a<O~x~oj(xo ) pour tout  jeJxo D'apr~s la formule de 
Taylor, si r > 0  est ftxd assez peti t  (avec B(xo, 2r) CU), on a 7~k(x:t=rX)<7~j(x=l=rX), 
si JeJxo et kelxo\J~ o, pour tout  x dans un voisinage assez peti t  VcB(xo,  r) de x0 
Sur le segment Sx d'extr~mit~s x=l=rX (xeV),  O~cx~ est continue, prend ses valeurs 
dan.q R \ { a }  ( s i r  est assez petit),  et atteint des valeurs < a  en x4-rX ; fl s 'ensuit que 
~xx~a<a sur Sx et donc O~x~O(x)<a au voisinage de Xo La continuit~ de 0~x~o 
s'ensuit (Voir aussi la remarque 7 3 ) 

La deuxi~me assertion de la proposition et la propri~t~ (i) d&oulent alors de 
la remarque suivante : si X=ei+ej  est somme de deux vecteurs ei et ej de la base 
cauonique de R n, on a au sens des distributions (et avec des notations ~videntes), 
l'identit~ 2 ~ a = 0 ~ c x ( ~ ) - 0 ~ ( ~ ) - 0 ~ j  (~) puisque cette formule est correcte pour 
r~guli~re I1 s'ensuit que toutes les d~riv6es partieUes d 'ordre 2 de ~ au sens des 
distributions sur U sont des fonctions continues sur U; la fonction 7~ est donc de 
classe C ~ sur U 

Enfin l'assertion (ii) r~sulte de ce qui pr~c&ie et du lemme suivant 

L e m m e  7 2 Soient ql, ,qm une suite finie de formes quadratiques (rdelles) 
sur R n Si l'enveloppe infdrieure q des qj est de classe C 1 sur R n, alors il existe 
jE{1 ,  ,m} tel queq=qj su rR  n 

Preuve D'apr~s la partie d~jh d~montr~e de la proposition 7 1, q est de 
elasse C 2 et homog~ne de degr~ 2 s u r / I n ;  done q est une forme quadratique (for- 
mule de Taylor en 0) D'autre part ,  les ferm~s Fj={q=qj} recouvrant R " ,  l 'un au 
moins des Fj est d ' int&ieur non vide; d 'oh un indiee j E {1, , m} tel que q=qj sur 
un ouvert non vide, ee qui en t r~ne  ~videmment q=qj sur R '~ 

Remarques 7 3 (a) On peut  aussi ~tablir la eontinuit~ de r  en xoEU 
en utilisant le lemme 6 2 : d'aprks 6 2, il existe un voisinage V de x0 et w : R + H  

telle que lims-~0 w(s )=0  et lOx~(x+tX)-Ox~(x)-tC(x)l <ltlw(Itl) pour  xeV ,  
x + t X E V ;  r est donc limite uniforme sur V d'une suite de fonctions continues 

(b) Une fois ~tabli le caract~re C 2 de ~, on peut  pr~ciser un module de con- 
tinuit~ (local) pour 7~ t~ Si K est une partie convexe compacte de U, et si on note 
w(s)=sup{lO~x~j(x)-~xx~(y)l;x ,  y e g ,  Ix-yl<s, l < j < m } ,  s>0 ,  le lemme 6 2 
montre que pour  u, v e g  En partieulier, si les 
~ sont C ~ ~, ( 0 < r < l ) ,  et si 7~ est C 1, alors ~ e C  ~ r (U)  
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L e mme  7 4 Soit ~ une fonction de classe C 1 sur l'ouvert U de R n On 
suppose que pour tout aEU, il existe M e t  ~ rdels >0 vdrifiant B(a ,2e)cU et 
tels que t~-~o(xq-tX) admette une ddrivde M lipschitzienne sur [-e,e],  pour tout 
vecteur unitaire X E R  '~ et tout xEB(a,  e) Alors ~o est (localement) de classe C 11 
sur U (i e V~o est localement lipschitzienne sur U) 

Preuve D'abord, pour tout vecteur unitaire X de R '~, la ddriv~e seconde O~x ~ 
existe p p sur U et est localement bornde sur U; on voit aisdment que la ddrivde 
correspondante au sens des distributions est donnde aussi par cette fonction Par 
le jeu des m~mes identitds que da.n.~ la fin de la preuve de la proposition 7 1, on 
obtient que toutes les ddrivdes partielles secondes 0~cgj~o (au sens des distributions 
sur U) sont des fonctions localement borndes I1 est bien connu que cela sign]fie que 
V~o est localement lipschitzienne sur U (i e que ~o est de classe C 11 sur U) 

Preuve du thdor~me 5 D'apr~s le thdor~me 3 bis, les conditions (i) et (ii) 
du thdorbme 5, assurent que ~o est C 11 et qu'on peut utiliser les expressions du 
thdor~me 3 bis pour exprimer ~"(x)  (presque paxtout) Ces expressions montrent 
immddiatement (compte tenu de (ii) et (iii)) que A~o(x)_>0 presque partout sur U, 
et done aussi au sens des distributions sur U Ce qui implique que ~o est sons 
harmonique 

On vdrifie aisdment que les conditions du thdor~me 5 sont ndcessaires (obser- 
w t ion  due ~ [Trl]) Si ~o=(xo,to)Er to~a, to~b, et si weR", on doit avoir pour 
tout  ~>0 assez petit  (et avec des notations dvidentes) : 

f(~o) < lB(xo, Lo)1-1 fB(~o ~) 

_< {B(xo, u)l -~/B(=o ~) 

~(z0+u) du 

/(Xo+ U, to+u w) du 

D'apr~s la formule de Taylor pour r u~-,f(xo+u, to+u w), on a done Ar  
0, soi t :  Axf(~o)+20~tf(~o ) W-{-Iw]2 O2tf(~o)~O 

On obtient de m~me la condition (iii) Pour le (i), on observe que si ~oEC(U) 
vdrifie en xoeU, ~o(Xo-{-h)<~O(xo)q-inf(ll(h),12(h))-{-o(Ih]) pour h--,0, avec l ie  
(Rn) * et f i l l2 ,  ~ ne peut ~tre sous harmonique (d'apr~s les indgalitds de moyenne) 

et 

8 P r e u v e  du  th~orbme 4, du  corollaire 2 1 et  de la propos i t i on  2 2 

8 1 Preuve du corollaire 2 1 Notons F l'ensemble des points irr6guliers de I, 
posons h(x)=sup{O~x/(x,t); t associ6 ~x}  pour x e F  et h(x)=~"(x) pour 
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x E I \ F  I1 est clair que h �9 s c s (en utilisant les formules du th~or~me 3 don 

nant ~d') D'antre part, le thdor~me 3 dit que pour presque tout  x dans F, h(x) 
coincide avec hl(X)=inf{O2xf(x,t);t associd ~ x}, et hi est manifestemment s c i 
sur F 

Dans le cas off ex  �9 toujours rdduit s un dldment, on a h=hl sur F ;  d'ofi la 
continuitd de hiF et le renforcement du 2 

Considdrons enfin le cas off f est convexe par rapport  ~ t ;  notons qu'alors 
chaque r �9 un intervalle compact, et que s i x  est irrdgulier, tout  tE~x  est as- 
socid Posons H(x)=inf{O2=f(x, t); tEex} ,  pour xeI ;  si on d~finit maintenant h e n  
posant h(x)=~d'(x) pour x rdgulier, et h(x)=H(x) sinon, on obtient une fonction 
du type voulu, compte tenu du lemme suivant (dont l 'argument �9 repris de [Kill, 
lemme 2 3), et du thdor~me 3 (partie B) 

L e mme  8 1 Si f (x , t )  est convex�9 en t, alors pour toute suite ~ j = ( x j , t j ) 6 ~ )  
convergeant vers ~= (x, t ) �9  ~, et tell�9 que xj e x  pour tout j >_ 1, on a 02~f(~)=H(x) 

Preuve Si H(x)=O2=f(x, To)<O2xf(x,t), (x,~'o)�9 avec par exemple to< t ,  
on peut  choisir T1 tel que T 0 < r l < t  et H(x)<O2=f(x, T1) La formule de Taylor 
montre que f(u, ~'o)<f(u, ~-1) pour u#x,  u assez voisin de x Pour ces u, T~-*f(U, r) 
doit donc croitre sur [71,b] ; d'ofi f(xj,t j)>f(Xj,To) pour j assez grand Ce qui est 
absurde 

8 2 Preuve du thdor~me 4 L'outil  principal sera le theorem�9 de prolongement 
de Whitney ([Whl];  voir [H52] ou [Ste]) Quitte ~ rajouter  ~ h une fonction test 
convenable, on pourra  supposer h_>0 

A Soit �9 le graphe {(x, G(x));xeR} d'une fonction G continue croissante 
sur R,  de classe C 1 sur R \ F ,  et v~rifiant : limd(= f)--,0 x~F G/(x) ='~-OO Oil suppo 
sera aussi que G(x') - G(x) >_ x ~ - x pour x, x'  �9 I t ,  x'  > x, et que G' (x) = 1 au voisinage 
de l'infmi (On peut  poser 

G(x)=x+j~>_l { fo~ lF (s)~j(s)ds}, 

avec ~r149162162 1F_<~j < 1 ~ ,  off wr162 les Q > 0  6rant tels que 

~j~_l fR\F l~(s) ds<co ) 
On fix�9 aussi (ce qui est possible d'apr~s les hypothbses sur h) une fonction k 

continue sur R,  constante au voisinage de l'in~ai et telle que k : h  sur F, h<k sur 
I t \ F ;  on pose O(x):(k(x)-h(x))/G'(x) 2 si x e i t \ F ,  O(x)=O si xeF La fonction 0 
est continue sur l:t et constante au voisinage de l'in~rfi 

B Soit ~(x)=f~_r162 h(u)(x-u) du pour x e R ;  la fonction ~ est nuUe au voisinage 

de - c r  convexe C 1 1 et telle que ~"=h p p En vue de construire f ,  on va associer 
~a une afonctiom) g de class�9 C 2 sur ~) (an sens de Whitney) 
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Posons pour (x, t ) e ~ ,  X, T e R :  g(x,t)=~(x), L(x, t)(X, T)=~d(x)X, et 

Q(:~ t)(X, T) = k(x)X 2 -  2 V ~  ~/k(x)-h(x) X T  +O(x)T 2 

On va v~rifier que g est de classe C 2 au sens de Whitney sur ~), pour les d~rivg~es 
d'ordre _<2 donng~s par dg(~)-=L(~), D2g(~)=Q~, ~Er  Consid~rons d'abord le 

reste 
R(~, r = v(~' ) -v(x)-  v'(~)(~'-~)- �89 Q d ( -  ~) 

pour ~'=(x', G(x')), ~=(x, G(x)), oh x ' , x e R  

L e m m e  8 2 Pour tout e>0  fixd, il existe ~0>0 tel que : 

Ix-~'l---~o -->. In((,~')l ___eI(-~] 2 

Preuve Comme 0 s'annule sur F,  il est clair qu'on a 

(~!-~)-k(x)(x !-x)21 __< 2 1~!-~]2 IQ~ 

pour d(x, F)<~/=y(E)  ; fl suffit doric pour ces x de consid~rer 

~(~t, ~) = ~O(Xt) --~O(X) --~O' (X)(X t --X) -- l k ( x ) ( x  ! - x )  2 

x p C 

= Ix (x ' -u)(h(u)-k(x))  du 

Comme k est born~e et uniformdment continue, il existe 7h=~h(e)>0 tel que si 
I[x,x'](~F]>_(1-711)lx'-xl ets i  Ix'-xl est assez petit, alors I~(~', ~)1< �89 2 (on 
note ici et darts la Suite IAI la mesure du bordlien A c R )  Si au c o n t r i t e  I Ix, x'] \ F  I > 
~h]X'-xh il existe ~z--772(~/1)>0 , tel que si (de plus) d(x, F)<1/2, tx'-xl<_~12, alors 

[G(x')-G(x)l > 7hlX'-Xl inf{G'(u); u 6 Ix, x'l\F} > (le)-l/2 [x/~H[o~lx'-xl, 

i e ~t 2 et on a IQ(~' ,~)l<l lkl l~l~ '-xl~<~ I -~[ 
I1 reste donc ~ raisonner pour d(x, , __ 1 F)_>~12-- 5 miD{T}, ?'}2 } Dans ce cas, on dcrit 

R=R1 - R2 avec : 

R1 = ~(x') -~(x)-  ~'(x)(x'-~)-  �89 h(x)(~'-~)~, 

2R2 ~- ( k ( x ) -  h ( x ) )  ( x t - x ) 2 -  2{0(x)(k(x)- h ( x ) ) } l / 2  (x t -x ) ( t t -  t)-t-0(x) ( t t - t )  2 
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1 ! La fonction h 6tant uniform6ment continue sur {d(x, F)>~r /2} ,  il est clair que 
si d(x', x) est assez petit ,  

D'autre  part,  on a 

2R2 = { y / ~ ( t  ' -  t ) -  v/k(x)- h(x)(x'-x) }2, soit 
2R2 = O(~){a(~')-a(~)-  a'(~)(z'-~)}2; 

pulsque G est C 1 sur R \ F ,  on a done aussi IR21<�89 2 pour d(x',x) assez 
petit,  (et d(x, F)>rl~) Le lemme est  6tabli 

C I1 y a encore deux conditions de Whi tney h v6rifier : 

R3 (~', ~) = ~o' (x') - ~o' (x) - k(x)  ( x ' -  x) + v/O(x)  ( k(x)  - h(x)  ) ( t ' -  t) ,  et 

R4(~', ~) = V/O(x)(k(x)-h(x)) (x ' -z ) -O(x)( t ' - t )  

sont des o(1~'-~1) (u~formes),  pour ~, ~ ' E r  
Les v~rifieations sont similaires anx pr6c~dentes Par  exemple, e > 0  6tant fix~, 

si d(x, F)_<r/=r/(e) est assez petit, le dernier terme d e / / 3  est de module inf~rieur 

h �89 et la somme des trois premiers termes est R'3=f~ (h(u)-k(z))du A 
nouveau, si la densit6 de F dans [x,x'] est assez voisine de 1, il est clair que IRs 
�89 stnon, quitte h diminuer (beaucoup) r], Ix'-zl<�89 et on a 

R' <Iz ' alors I 3]-~ ]~ -~] Il reste donc ~ raisonner pour d(x,F) et d(x',F) sup~rieurs 
une constante >0 fixe Daus ce cas, on 6crit R3--~I+~2 avec 

~1 -- ~o' ( x ' ) -  ~ '  ( x ) -  h(x)(x '  - x), 

Q2 = (h(x)-k(x)  ) (x ' -x )  + ~/8(x)(k(x)-h(x) )( t ' - t )  

= V/O(x)(k(x)-h(x)){G(x ' ) -G(x)-G'(x)(x ' -x)} ,  

et il est clair que ces deux quantit6s sont des o(]x'-xl) , si x, x '  restent h distance 
minor~e de F 

R4 se traite de m6me et est m6me un peu plus simple 

D D'apr~s le th60r~me de prolongement de Whitney, il existe une fonction 
9:R2--*R de classe C 2 prolongeant g e t  telle que dg(x,t)=T'(x)dx, D29(x,t)= 
Q(x t) pour (x,t)E~, D217 6tant uniform6ment continue Quitte ~ ajouter ~ 9 un 
multiple d 'une r6gularis6e de { ( t - x )  2 - A }  + (A assez grand), on peut  aussi supposer 
limltl_~+~ 9(x, t)=+co uniform6ment sur tout  compact de R 
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E Observons maintenant qu'il existe 6: R+--+R+ telle que lims-,o 6(s)=0, et 
#(x, t ) -~ (x )  >-Id(5,  ~)126(d(~, ~)) pour tout ~=(x, t) E R  2 

Prenons ~o = (xo, to)~ r ~ distance minimum de ~ D'aprb.s la formule de Taylor, 

.~(~) -~(~o) -O~[7(~o)(X-Xo) - �89 D2~(~o) (~-~o) = o(l~-~ol 2) 

puisque D2~ est uniformdment continue D'ofl (pour un o(]~-~0[ 2) tmiforme et en 

notant x~ =Xo +s(x-xo) )  

#(x, t)-~o(x) = o(lS-5ol2)+ ~o~(1-s){D2fT(5o)(x-xo, t-to)-h(xs)(X-Xo) 2 } ds 

Si Xo t~F, un calcul utilisant la relation X-Xo=-G' (xo)  ( t - to) ,  donne 

D2 g(~o)(X-Xo,~-to) -~ (k(xo)-~ (G~xo)2 { Gl ( lo )4 ) (k (xo) -h (xo) ) l (x -xo)2 ,  

et si xoEF, D2~(~o)(X-Xo, t - to)=k(xo)  (x-xo)  2 Donc, dans tous les cas, puisque 
k est uniformdment continue sur R et k > h : 

D2~(~o)(X-Xo, t-to)-h(xs)(X-Xo) 2 

>_ -(X-Xo)25(]xs-xoD+(k(xs)-h(xs))(X-Xo) 2 

> -]X-Xo?5(l~-xol) 

off &R+--*R+ est croissante et tend vers 0 en 0; et finalement (~o(x)-~(x,t))+ 
=o(dff,r 2) 

F D'apr~s le lemme ci-dessous, on peut alors construire gz EC2(R 2) positive 
s'annulant exactement sur ~, de ddrivdes partielles d'ordre <_2 nulles surr et majo- 
rant (~o(x)-~(x, t))+ II reste ~ poser f=#q-gl pour obtenir la fonction f annoncde 
et terminer la preuve du thdor~me 4 

L e n u n e  8 3 Soient L une partie fermde de R 2 et r R2---~R+ une fonction 
telle que r <_d(~, L)26(d(~, L)) pour ~ e R  2, o~ 6: R+ --*R+ vdrifie lims-.o ~(s) =0 
ll existe alors une fonction r de classe C 2 sur R 2 qui s'annule sur L ainsi que ses 
deux premieres ddrivdes, et qui majore strictement r sur R 2 \  L 

Preuve Soit (Cj) j>I  un recouvrement de Whitney de R 2 \ L  par des carrds 
dyadiques (de cotd not6 dj), et (0j} des fonctions tests correspondantes formant 
une partition de l'unit6 (localement finie) sur R 2 \ L  Soient ej tels que 

sup(r ~ �9 c~} = ~ a~, 
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et E~'----6j§ off e~>0 et limj-.oo ~---0 Par hypoth~se, cj--+0 si dj--*0 et il suffit 
de poser r C ~ j > l  ej' d~ 6j(~) avec C > 0  assez grand Les v~rifications sont 
~l~mentaires 

8 3 Preuve de la proposition 2 2 
A On suppose d~sormais que ~ I e z  V / ~  <c~  , 27 ddsignant la famille des com 

posantes connexes born~es de R \ F  On suppose aussi que h est positive, born~e et 
support compact, et que pour une certaine constante C >0  : 

x F, x' h(x') < h (x )+Clx ' -x l ,  

Vx, x' e It\F, Ix'-x I < �89 F) ==~ Ih(x')-h(x)l < C(d(x, F)) -1 Ix'-x I 

On prendra maintenant pour k une fonction positive v~rifiant (outre les 
propri6t~s du 8 2 A) une condition de Lipschitz sur R,  et pour G, la fonction 
G(x)=fo m(U ) du, off m(x)=sup{(d(x, F)) -1/2, 1} pour x~F, et m ( x ) = l  si xeF  
(meL~oc(R) parce que ~Ie:Z V / ~  <CO) Avec ces choix pour G e t  k, la construction 
pr~c~dente conduit, comme on vale voir, ~ une fonction f de classe C 2 1 Dans toute 
la suite, C d~signe une constante positive assez grande 

B Observons d'abord que pour tout intervalle Ix, x'] rencontrant F,  on a 

(V(x')-G(x)) 2 > G'(s) ds > 41[x,x']\F I 
]\r  

puisque pour tout intervaUe ]y, z[CR\F dont une extr~mit~ est dans F, G(z)- 
G(y)>2(z-y) 1/2 Plus g~nSralement, si ]x'-xl>�89 on aura l'estim~e 
(G(x')- G(x)) 2 ~ C -1 ]Ix', x] \F] ,  puisque si [x', x] NF=0,  

]G(x')-G(x)] >- ~[x x] ( d(s' F) )-l/2 ds >- 2(1- V ~  ) ]x'- xll/2 

(Observer que f :  du/v~=2(V~-v/a)> 2 ( 1 -  x / r ~  ) b~-L~-a, si 0<3a<b)  

C Considdrons ~ nouveau R(~, ~') (avec les notations du 8 2 B) Si d(x, F)< 
2 Ix'-xl, on aura, grace ~ la remarque pr~c~dente, 

[~ [k(x)-h(s)[]x'-s[ ds < C{[x'-x[3§ ', x] \F[}  _< 2C]t'-t] 3 , 

en consid~rant s~par~ment l'int~grale sur Ix', x] N F et l'int~grale sur Ix', x] \ F,  et en 
tenant compte des hypotheses sur h et k D'autre part, toujours si d(x, F)< 2 [x'-x[, 
on a ~(x)<_Cd(x,F)<_C'[t'-t[ 2 D'ofl, 

[2{O(x)(k(x)-h(x) ) } l/2(x'-x)(t'-t)[ <_ CW-~[ a, 
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et 8(x)(x'-x) 2 <CW-~] 3 Ce qui donne la majoration voulue [R(~, ~')] _<CI~'-~I 3, 
au moins si d(x, F) <_21x'-x [ 

Si Ix'-xl<_�89 on d~compose R(~,~') comme ci-dessus dans le cas 
d(x,F)>_~ (lemme 8 2) On aura (puisque Ir -1 (d(x,F)) -1/2 Ix'-xl) 

I// I IRI(~,~')I = (x'-u)(h(u)-h(x))du <Cd(x,F)-llx'-xl3 <C31~'-~I 3 

d'apr~s l'hypoth~se sur h; par ailleurs, 

{Ik(x)-h(x) l  1 / 2 ( x ' - x ) -  V / ~ ( t , _ t )  }2 = e ( x ) { ( t ' - t ) - G ' ( x ) ( x ' - x ) }  ~ 

<_ 8(x)(x'-x)2(sup{lG' (u)-G' (x)l; Ix-ul < Ix ' -x l} )  2 

Or, 

et 

donc 

[G'(x)-G'(u)l < C d(x, F)  -3/21x '-x[ ,  8(x) < C d(x, F), 

Ix'-x] C]d(x, F)lX/21f-t]; 

IR2 <- Clt'-tl 4 < Cl '- l 4, 
et R(~,~')=O(]~'-~I 3) (d'apr~s ]a formu]e de d4finition de R, on s 4videmment 
R(~, ~')=O(I~'-~12)) On montre de m~me que les deux autres restes de Whitney 
R3, R4 sont O(W-~I2), et on v~rifie sans dlmcult4 que ]es coefficients de Q~ sont 
des fonctious lipschitziennes de ~ sur 

D Le prolongement de Whitney 9 de g est donc C 2 1 sur R 2 Une inspection 
du 8 2 E montre que maintenant ( ~ ( x ) - ~ ( x , t ) )  + est O(d(~, r (~---(x,t) variant 
darts R2), compte tenu du caract~re lipschitzien de k et D2~ 

On peut ensuite achever comme en 8 2 F, en observant que si dans le lemme 8 3 
on prend 5(~)=d({, L), la fonction r obtenue (avec ~ - - d j )  sera de classe C 2 1 (les 
v~rifications sont encore ~l~mentaires) 

9 Extens ions  au  cas oh (z ,  t) varie dans 
u n e  rdgion V de R x R  d (Cas d>_2) 

On va d 'abord dnoncer une extension partielle du th~or~me I qu'on compldtera 
la fin de la section (Th~or~me 1 ter) Soient f :  V H R  une fonction continue sur 

l 'ouvert V de R •  d et / un intervalle ouvert de R On note (de m~me que plus 
haut), pour xEI, ~(x)=inf{f(x,t);(x,t)eV}, &={~=(x,t)EV;f(~)=~(x)} On 
dira qu'une partie @ de r est bien pleine pour I si : 

(a) VxeI, ~x={tEI:td; (x,t)ekg} est non vide, et 
(b) pour tout  compact L de I, {(x,t)e~;xEL) est compacte dans V 
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P r o p o s i t i o n  9 1 On suppose que f e s t  de classe C d+l sur V,  (d> l ) ,  et que 
est une partie de r bien pleine pour l'intervalle ouvert I C R Alors, 7~ est convexe 

si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont vdrifides : 
(i) Pour tout x e I ,  t H O z f ( x ,  t) est constant sur ~ 

(ii) Pour ~ = ( x , t ) e ~ ,  x E I ,  f"(~) est une forme quadratique positive sur 
R •  d 

De plus, s ices  propridtds sont vdrifides, ~ est de classe C 1 1 sur I 

Remarques 9 1 (a) On ne peut s6rieusement affaiblir l'hypoth~se de r6gularit6 
s u r f  (voir la proposition 9 4) 

(b) La condition (ii) ~quivaut aux in6galit6s : 02z~f(~)>O et 10T0xf(~)]2< 
o L S f f )  S  ff)(T, T), pour z e I  et T rt d 

D'abord, mfime pour f seulement de classe C 1 sur V, (i) est une condition 
n6cessaire et sufR.qante pour que ~o soit de classe C 1 sur I ;  de plus, si (i) est v6rifi~e, 
on a 9'(x)=O~f(x,t) pour  tout (x , t )EO (retiree preuve que pour le lemme 4 1) I1 
est clair aussi que la condition (ii) est n6cessaire pour la convexit6 de ~o sur I (cf le 
d6but du 4) et que si ~v est convexe, on a (i), et 9 est C 1 1 (retiree preuve qu'en 
section 4 pour d = l )  I1 s'agit donc ici de voir que les conditions (i) et (ii) entrainent 
la convexit6 de to 

Comme au paragraphe 4, on va montrer, un intervalle compact J = [ a , ~ ] C I  
6tant fix~, que l'eusemble {~d(x); x E J  terminal pour ~d et J} est n~gligeable dans R 
D'ofi r6sultera la convexitd de ~o Pour faire le raisonnement par r~currence sur la 
dimension d on est conduit h ~tablir le r6sultat plus g~ndral suivant 

P r o p o s i t i o n  9 2 Soit f une fonction de classe C a+l sur le domaine V de 
R x F t  d (d>O), et soit fly une partie de V telle que : 

(a) Si ~=(x , t )  et ~ '= (x ' , t ' )  sont deux points de �9 tel* que x<x ' ,  on a : 

cOxf(~) > cOxf(~' ) 

(b) si  d_>l, Odff)=O pour tout 
(c) Pour tout ~0=(x0, to)E~,  / /eziste 5: R + - * R +  tel que lims__,0 ~f(s)=0 et 

S( )-S( o)-OxSff0)(x-x0) > = (x,t)  e y 

Alors, {Oxf(x,  t); (x, t )Eq}  est ndgligeable dans R 

Bien entendu, d~s que d > l ,  (c) 6quivaut g la positivit6 de f ( ~ )  pour ~ E q  

Preuve A Cas d=0  : V e s t  un ouvert de R,  q c V ,  f E C I ( V ) ,  f ' ( x )  d6croit 
sur q ,  et pour soEkV, ( f ( s ) - f ( s o ) - - f ' ( s o ) ( S - S o ) ) - = o ( ( s - s o )  2) pour sEV ,  s--,so 
I1 suffit alors de reprendre un argument de la section 4 : si J c V  est un intervalle 
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compact, gz'-=glClJ et ~'(N,j)--{xE~'; f(x)-f(x')-f '(x)(x'-x)>_-N-11x-x'l  2 
pour tout x ' E ~ '  tel que Ix'-xi<j -1} (N,j entiers >1 ), on a pour x,x'Egz'(Y,j) 
avec O<_x-x' <_j-l, et exactement comme au paragraphe 4 (en tenant compte de (c) 
et de la monotonie de f t  sur g/) : 

lf'(x')- f'(x)I <_ 2lx-x' I 
On peut alors conclure, puisque ~'=Uj>I~'(N,j), que A*{f'(x);xEg2'}< 

2N-1) , ( J )  D'oh l'assertion 

B Amorqons alors le raisonnement par rdcurrence en supposant d > l  et la 
proposition 9 1 dtablie pour les dimensions < d  Notons, pour jE{1 ,  ,d}, ko(j) 
l 'ensemble (ouvert dans ~)  des ~=(x,t)e~ tels que 02~t~f(~)7~O et v~rifions que 
l 'hypoth~se de rdcurrence assure que A*{0~f(~); ~EkO(j)}----0 Le thdor~me des fonc 
tions implicites (appliqu~ ~ l'dquation 0t~ f(x, t)=O) permet de construire une suite 
d'ouverts VpcV recouvrant ~ ( j ) ,  et des plongements (immersions injectives) f~p: 
Cp=IpxB(ep)-~V~ de classe C d, off IpcR est un intervalle ouvert et off B(ep) 
ddsigne la boule ouverte de rayon ep >0  et centre 0 dans R d- l ,  v~rifiant les pro 
pri~t~s suivantes : 

(1) /3p conserve la premiere coordonn~e, soit : /3p(x,s)=(x,%(x,s)) pour 
(x,s)eCp, avec 7p:Cp-~R d de classe C d, 

(2) v(j)ny  c vny  c 
Alors fp=fo~p est de classe C a sur Cp et, si on note k~p--fl~l(~(j)), on a : 
(1) Oxfp(x,s) est sur ~p fonction ddcroissante de x (car Oxfp(x, s)= 

oxf(/3p(z, s)) si (x,  

(2) O~f,(~)-=Otf(~p(~))oO,~/,(~)=O pour tout ( E ~ ,  
(3) Si (o=(xo, so)Eg2p, on a dvidemment (d'apr~s (c) de la proposition 9 2 et 

l'6galit~ O~f~(x, s)=O~f(l~(x, s)) sur gl~) : 

= (x,  s) �9 > 

pour une fonction 6: R+- -*R+ telle que lim~-~0 6(u)=0  
On peut  donc appliquer l'hypoth~se de rdcurrence et conclure que 

{ 0 j ~ ( ( ) ;  ( �9 ~p} = { 0 j ( ( ) ;  ( �9 V, rig/(/)} 

est ndgligeable Par consequent, notant ~ 0 = U l < j < d  O(j) ,  on voit que l'ensemble 
{0~f(~); ~ � 9  est ndgligeable 

C I1 reste h considdrer A = ~ \ k o 0  Autrement dit, on peut supposer ddsormais 
que O~tf(~)=O en tout ( � 9  Pour traiter ce dernier cas, on s'inspire d'un lemme 
de Morse ([Mor] ; voir [Str]p 52) en notant la proposition suivante (compl~tement 
similaire au lemme 3 6 de [Str]) 
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L e m m e  9 3 Soient A une partie de l'ouvert V de R x R  d (d_ l )  et k un 
entier >>0 Il existe une ddcomposition A=Up>0 A n e t  des plongements fin: Cp =I  n x 
Bdp--~V de class�9 C 1 (o(~ Bdp ddsigne la boule unitd ouverte de R dp, O<dp<_d, et 
I n un intervalle ouvert de It) et tels que : 

(i) Chaque ~p prdserve la premi&e coordonnde et ~n(Cp) D A n 
(ii) Pour tout�9 f de class�9 C k sur V et null�9 sur A, il exist�9 des fonctions 

6n: R+--*R+ vdrifiant les deux propridtds : 
(a) lims-~0 6p(s)--0 
(b) Si ~=(x,s)eCn, ~n(~)eAp, ~ '=(x ' , s ' ) �9  e t x=x ' ,  alors : 

[f(~p(~'))l ~ [s '-s[  k ~p([s'-s[) 

On peut dtablir ce lemme en adaptant le raisonnement par rdcurrence sur k 
de [Str] I1 n'y a aucune difficultd particuli~re et nous ne rdcrirons donc pas la preuve 

D Suite de la preuve de la proposition 9 2 Appliquons le lemme 9 3 k Pen 
semble A--~  r6duit comme en C (i e ~o=0), pour l'entier k = d - 1 ,  et v~rifions 
pour conclure que pour chaque p>_l, (Oxf(~); ~=(x, t)EAp) est n~gligeable 

Observons d'abord que la positivitd de f"(~) et la nullitd de O~J(~) pour ~EA, 
entrainent OtOxf(~)=0 sur A On peut donc appliquer la conclusion du lemme 9 3 

(chaque composante de) xTt O~f Observous aussi que O~((Oxf)o~p)} est positive 
sur A ~ = ~ I ( A p )  puisque pour tout (x, s)eA~, 

Ox(Oxf(x, "yp(x, s)) = O~xf(x , "yp (x, s))+(OtOxf)(x, "yp(x, s)) (Ox~/p(x, s)) 

= o  f(x, 7n(x, s)) > o 

Prenons maintenant ~= (x, s) e A~ fix6, et ~' = (x', s') eA~ voisin de ~ La formule 
de la moyenne, le (ii) du lemme 9 3, et les observations prdcddentes donnent : 

]Oxf(~n(x, s) )-Oxf(~n(x,  st) )l 

< Is- 'l sup{IV,0j( A ,  "))11087n( , �9 s']) 

Notant alors r T) pour (y, T) �9  et utilisant la d~composition 

= {Oxf(x','tp(x', s ' ) ) -0xf (x ,  7n(x, st)))+{Oxf(x, 7p(x, s '))--0xf(x, 7p(x, s))}, 

on voit que pour ~'�9 tendant vers ~, on aura (compte tenu du caract~re d6crois 
sant en x de Oxf sur A et du signe de Ox(OxfoBn)(~')) : 
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pour une certaine fonction & R+-- .R+ teUe que limu-_.0 8(u)=0 On peut main- 
tenant conclure grace au lemme 4 3 : chaque ensemble 

est n~gligeable Ce qui ach~ve de prouver la proposition 9 2 (et la proposition 9 1) 
L'~nonc~ suivant montre qu'on ne peut beaucoup affaiblir l'hypoth~se de r~gu- 

larit~ s u r f  dans l'~nonc~ de la proposition 9 1 

Propos i t ion  9 4 Pour tout aE]0,1[, il ex/ste f : R •  de classe C 2~ 
sur R • R 2 et telle CUe : 

(a) ~ o ( x ) = i n f { f ( x , t ) ; t e R  2} est concave sur I=]0, 1[ (et m~me dgale sur I d 
- a x  2, pour un a>0) 

(b) V z e I ,  iI~x={t; ~ (x )=f (z ,  t)} est r~duit a un point de [0,1] • [0, 1] 
(e) Pour 0 < x < l ,  t E e) ~ , f O ( x , t ) est une f orme quadratique >_0 

Preuve Soit 0 < a < l  On sait ([Wh2]; voir aussi [Fed]) qu'fl existe G:R2--+R 
de elasse C 1 a et un are simple compact CC[0, 1] 2 tels que G' s'annule sur C, et 
G(C)  = [0, 1] (l'dnoncd classique donne seulement G de chase C 1, mais l'examen de la 
construction habituelle montre qu'on peut trouver G de classe C 1 a); d'apr~s [Cho], 
on peut m~me supposer G injective sur C Notons S la surface S={(x, t); x = G ( t ) }  
D'apr~s le lemme 9 5 plus bas, on peut choisir v: R•  R2 ~-~R positive, de elasse C 2 a, 
et telle que, pour tout ~eS ,  v(~)=0, dv(~)=0, et D2v(~)(Z, Z ) = 2  I(N~, Z)I 2 pour 
Z E R x R  2, Nr ddsignant une normale unitaire h S e n  ~ Fixons aussi une fonetion 
w: RxR2--*R,  positive, de classe C ~176 nulle sur @ = { ( x , t ) E R x R Z ; x = G ( t ) , t E C } ,  
et strietement positive sur (RxR2) \@ 

I1 sut~t alors de poser f ( x ,  t ) = - e x 2 + v ( x ,  t )+w(x ,  t) (off 6>0) Clairement, f 
est C 2 ~ et, pour 0 < x < l ,  on a : 

~ ( x ) = - r  2, et { ( x , t ) ; O < x < l , ~ o ( x ) = f ( z , t ) } = r  

De plus, si e < l ,  manifestement / " (x , t )  est positive pour tout (x , t )E&,  
0 < x < l  

L e m m e  9 5 Soit S une hypersurface fermde de R m de classe C 1 a, (0<a_<l) 
Il existe u: R'~--*I:t positive, de classe C 2 a, et telle cue pour tout ~ E S  on ait : 
u(~)=O, du(~)=O, D2u(~) (Z ,Z)=21(N~,Z) I  2, ( Z e R  m, N~ norrnale unitaire d S 
en ~) 

Preuve I1 suffit d'appliquer eonvenablement le thdor~me d'extension de Whit- 
ney ([Ste]) On eoustate que si on pose pour ~ES, Z E R  'n, g(~)=0, dg(~)(Z)=O et 
D 2 g ( ~ ) ( Z , Z ) = 2  [(Z,N~)[2, on d~finit (localement) une {(fonctiom} de classe C 2 a 
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sur S au sens de Whitney Les vdrifications faciles sont omises et laiss~es au lecteur 
Les formules d'extension de Whitney donnent dvidemment un prolongement positif 
de g 

Cas o~ V �9 un compact d bord Soient maintenant V un compact ~ bord 
lisse de R d+l, (d_>l), fTCa+l(V) et I C R  un intervalle ouvert Posons 

~(x) = inf{f(x,  t); (x, t) �9 Y}, �9 --- {(x, t) �9 V; x �9 I, ~(x) = f(x, t)}, 

et soit 9 une pattie fermde de �9 telle que : 
(i) ~ x = { t � 9  ( x , t ) � 9  pour x � 9  
(ii) pour ~6~MOV, T~(OV), le plan tangent ~ OVen (, contient des vecteurs 

Z=(X, T) avec X#0 
Pour 4�9 on note &x(f)(4)=f'(4)(1,T), si (1,T)�9 (Tx(f)(4) ne 

ddpend pas du choix de T), et pour 4�9 6x(f)(4)=Oj(4) Si 4 �9162  et 
ZoTTr on note aussi : 

(62 f)  (4) (Zo, Zo) = O2I(4)  (Zo, Zo) + 1 '  (4) (Dzo Z), 

off Z e s t  un champ de vecteurs au voisinage de 4 sur OV, dgal h Zo en 4 et de 
premiere composante constante ((62f)(4)(Zo, Zo) ne ddpend pas du choix de Z) On 
a alors : 

T h ~ r ~ m e  1 t e r  La fonction r �9 convex�9 sur I si et seulement si on ales 
trois propridtds suivantes 

(i) Pour tout xTI,  t~-*&zf(x, t) �9 constant�9 sur ~x 
(~) si 4e~\ov,  I"(4) �9  posiu~e 
(iii) Si 4�9 62.f(4) �9 positive sur Tr 

Indications Le lecteur se convaincra ais~ment que la condition (i) est n~cessaire 
et suffi.qante pour que ~ soit d~rivable et qu'alors ~'(x)=&zf(x, t), VtE~x Si les con- 
ditions sont vdrifi~es et si [a, ft] CI ,  on montre que {~'(x); (x, t) terminal pour [a, fl]} 
est n~gligeable en ddcomposant l 'ensemble ~0 des points terminaux de �9 pour [a, fl] 
selon ~ 0 = ~ l U ~ 2 ,  ~ = ~ o \ O V  et ~2=~oNOV La proposition 9 2 donne alors le 
r~sultat voulu (pour ~2, des changements de variable locaux conservant la premiere 
coordonn~e ram~nent ~ la proposition 9 2 en dimension d - 1 )  

Remarque 9 2 Posons pour 4 6 ~ ,  

m(4 ) -- inf{l(&2f)(4)(B, B)[; B = (1, T) �9 T~ (0Y)} 

et 
m(~) = inf{If"(~)(B, B)I; B = (I, T), T 6 R a} 

si ~eOv,  

si ~ 6 v \ov  
En majorant ~ au voisinage de Xo6I par les fonctions de la forme f (x ,7 (x ) )  avec 

lisse tell�9 que (x,'y(x))EV, 7(x0)E~2xo, on volt que si ~o est convexe sur I, alors 
~ 6 C  1 1(1) et ~a"(x)<_m(x) pour x 6 I  tel que ~a"(x) existe 
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10 Cas n----l, d~_l (suite) Calcul  de ~p~ 

Le but de cette section est d'~tendre les formules du thdor~me 3 donnant ~", 
lorsque ~o est de classe C 1 1 Fixons d'abord la convention suivante : si B est une 
forme bilindaire sym~trique sur R d, l'endomorphisme symdtrique associd L ( B )  in 
duit un automorphisme de V ( B ) = { K e r ( B ) }  • =Im(L(B)) ; on notera B -1 la forme 
bilindaire symdtrique sur V ( B )  associ~e ~ l'inverse de cet automorphisme Si on 
regarde B comme une application lin~aire E = I : t d ~ E  ~, B e s t  associde ~ un iso- 
morphisme B I : E / K e r ( B ) - - * K e r ( B )  (Ker(B) est l'orthogonal dans E'  de Ker(B)) 
dont l'inverse sera notd B -1 

On utilisera ici B=O2uf(~) oh f e s t  de classe C 2 sur un ouvert w de R •  d 
contenant le point ~ et vdrifie Vt(Oj)(~)eV(B); on pou r r a  alors considdrer le 
rdel (02~f(~))-l(V~O~f(~), V~0~f(~)) Si 0 2 f ( ~ ) = f ~ ( ~ )  est vue comme ~ldment de 
L i E  , E ' )  (point de vue intrins~que), f~(~) comme $ldment de (E /Ker ( f~ (~ ) ) y ,  ce 

s' cnt  nssi 
On a alors l'extension suivante du thdor~me 3, partie B (voir la remarque 10 1) 

Thdor~me 3 t e r  Soient f :  V - * R  de classe C d+~ (d>_l) sur l'ouvert V C  
R • R d, et ~o: I - -*R de classe C 1 sur l'ouvert I C R  tels que ~o(x)<f(x,  t), V(x, t)~ V, 
x e I ; soient k~ une pattie de ~={(x,  t )~V;  x E I , ~o( x ) = f ( x, t)}, L la projection de 
sur l'axe des x et supposous ~ ddrivable en presque tout point de L Alors, pour 
presque tout x ~ L ,  on a VtOzf (~)~(Ker  f~(~))•  et 

~"(x)  -~ ~ x f ( x ,  t) - (o'~ f (~))-1 (Vt0x f (~), Vt 0x f(~)) 

si 4= (x, t) ek~ De plus, si ~o est C 1 1 sur I ,  VtOxf(~) E (Ker f~(~))• pour tout ~E r  

Remarque 10 1 On voit en paxticulier que dans les conditions du th~or~me 3 
(partie B), on peut, pour presque tout x irr~gulier, calculer ~o~(x) ~ l'aide d'un point 
quelconque t E ~  (sans qu'il faille se restreindre aux t associds) 

Remarques 10 2 (a) Une version du thdor~me pour d=O est donnde pax le 
lemme 10 2 

(b) Des cartes locales (de domaines c R •  d et conservant la premiere coor- 
donnde) permettent de ramener ~ celui de l'dnoncd le cas off Vest  plus gdn~ralement 
une sous-vari~t~ de R • R a, pourvu que T~ (V) ~ {0} • R d pour ~ E �9 (cette hypothbse 
dtant m~me superflue d'aprbs le thdor~me de Sard !) 

Remarque 10 3 L'exemple de la proposition 9 4 montre que pour d=2 et tout 
ae]0,1[, cet ~nonc~ tombe en d~faut si on remplace l'hypoth~se ~(fEca(v)~ par 
( ( fEC 2 a(V))) m~me si ~o est l'ombre de f ,  et l'ensemble de contact r relativement 
compact dans V 
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Ddbut de la preuve du thdor~me 3 ter I1 est clair que Oxf(x, t)=~'(x) pour 
(x, t)e~) De plus, si ~o--(Xo, to)E~,  et si ~"(Xo) existe, alors Vt Oxf(~o) est orthog- 
onal ~ Ker{f~(~o)} : quitte h ajouter ~ f et h ~ un multiple de x 2 on peut supposer 
~"(xo) >0 ; alors 

f (~) -  f(~o)-Oxf(~o)(X-Xo) ~_ ~a(x)-~(xo)-~'(Xo)(X-Xo) 

= �89 +o(Ix-x012)  > 0 

pour ~=(x,t) voisin de ~o, et f"(~o) doit donc ~tre positive D'oh IOTOxf(~o)]2< 
II  ( ~ J ( ~ 0 ) )  (fh(~o)(T,T)) pour tout T e R  d, et la remarque s'ensuit Si ~ est C 1 1, 

et si ~0 est un point quelconque de ~, on se ram~ne apr~s ajout d 'un multiple de 
x 2 au cas oh ~o est convexe au voisinage de x0 et h nouveau f(~)-f(~o) -Oxf(~o) • 
(x-xo)>_O au voisinage de ~0; d'oh, Vt0xf(~o)E(Ker f~t(~o))" • 

On dira maintenant que ~=(x, t )e~ est irr~gulier d'ordre k si 

dim( Ker( O2tf ( ~ ) ) ) = k 

Le point x E I e s t  irr~gulier d'ordre k si tout  (x, t)E �9 est irr~gulier d'ordre < k et s'il 
existe (x,t)E~ irr~gulier d'ordre k; ees derni~res valeurs de t sont dites assoei~es h 
x On note ~k = {(x, t ) e  ~; (x, t) irr~gulier d'ordre _> k}, Fk = {x; x irr~gulier d'ordre 
>k} 

Le th~or~me 3 ter d~coulera alors des trois lemmes suivants 

L e m m e  10 1 Pour presque tout XeFd, on a ~oH(x)=O2xf(x,t ) pour tout 
tER d associd 

Preuve Soient {Aj} une suite de parties recouvrant A=kOd et ~j:Cj=II • 
Bd~--*Vj une suite d'immersions de classe C ~ avec Aj C~j(C~)MA et les propri~t&s 
du lemme 9 3 pour k=d-1  Fixons une suite {KN}N>_~ de compacts de Cj recou- 

! - - 1  vrant Cj et notons A j = ~  (At), 

B(j, N) = {(x, s) e A~ MKN; ~"(x) existe et [~a"(x)--O~zf(~1(x , s)) I _> N-a};  

il s'agit de montrer que {xeI; ~s tel que (x, s)eB(j,  N)} est n~gligeable 
Fixons ~=(x,  s)~B(j, N) Pour ~ '=(x ' ,  s ' )eA~ tendant vers ~, on a (en omet- 

tant  l'indice j e t  en notant f~(x, s )=  (x, 7(x, s))) : 

~o' (x')--qa' (x) ---- Oxf (f~(~') )--O~:f (~(~) ) 
= {Oxf(x', ")'(x', s ' ) ) - -0xf(x,  ~(x, s'))} 

s))} 
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avee, si on applique la conclusion du lemme 9 3 ~ ~ t f ,  

IR(~, ~')1 <- I~'-~t sup{10~J(x, 'dx,  a)) -~'~ (x, a)l; a e [s, s']} < Is-s'l~(Is '-~1) 

off 6:R+--*R+ v6rifie limu-.o6(U)=0 On a utilis6 la nullit6 de 02t~f sur A~, et 
l'6galit60u(cgzf(~(y, ~)))=02zf(y, v) pour (y, ~) eA~ 

Donc, pour ~' assez voisin de ~, on a ]x ' -x[<2N IS--s'td~(lS'--sl) On conclut 
l'aide du lemme 4 3 (appliqu6 h F(x, t)=x, B = B ( j ,  N)) 

L e m m e  10 2 Si ~o~ et ~a2 sont de classe C 1 sur l'intervalle I e t  si 

D = {x e I; ~o~(x) et ~s2~(x ) existent}, 

I I  I I  
o n  a ~1 ~-~o2 P P s u r  l ' e n s e m b l e  F=DA{~al =~2} 

Preuve En effet, si ~o=~o1-~2, la d6riv6e ~o ~ s'annule sur 1'ensemble F ~ des 
points non iso16s de F, et r  pour tout point xEF"  Or, F \ F "  est d6nom- 
brable 

Lernme 10 3 Soit f t :C=JxBd  (0)--*RxR d, d- l<d~<d,  (ofz O>0 et o~ 
J c i t  dgsigne un intervalle ouvert ) une immersion C a injective et conservant la pre 
midre coordonnde, ~: (x, s ) ~ ( x ,  t)=(x,  7(x, s)), (x, s)EC Soient ~=(xo ,  so)EC, 
~o=fl(~) deuz points correspondants, f u n e  fonction de classe C 2 sur un ou 
vert U ~ o ,  et g=fo~  On suppose que 0tf(~o)=0 et, si s  que OtJ=O, 
~atdI r sur ~(C)nU Alors, si 1~(~o) s'annule sur Ker(f~t(~o)) (i e si Vtf~(~o)E 

t! ! (Ker(/~(~o)))'),  g ,~(~)  d o l t  auss i  s ' a n n u l e r  s u r  Ker(g'~(r et  on  a :  

= g"~ ( ~ )  - ( o L g ( ~ ) ) - ~ ( v , g "  (~), V,a" (~)) 

Preuve 11 suffit de consid~rer les deux cas suivants 
Cas (a) : s  (et f / es t  un diff6omorphisme qui conserve la premiere coor 

donn6e) 
Cas (b) : s  et on a ~(x;sl ,  ,sd-1)=(X;Sl, ,Sd-l,0) (Si s  ~/ 

est au voisinage de ~ le produit d'un ditt6omorphisme du premier type et d'une 
immersion du second type ) 

Cos (a) On peut faire un calcul direct utilisant le point de rue intrinsg~que, 
mais la v6rifieation est moins lourde si on s'appuie, selon une suggestion du referee, 
sur l'observation suivante : si B est une forme bilin6aire sym6trique sur E = R  d, et 
si TEKer(B) • alors - B  -1 (T, T) est l'unique valeur critique de t~-.B(t, t)+2(T, t), 
tEE  
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Si u, veE, on a O~sg(~)(u,v)=O~,f(~o)(~/~(~)u,v~(~)v) puisque f~(~o)=O, 
et 

g~'~('~,) ~ '= ]~z(~o)(~( '~o)  ) ~J(,~o)(~'A,~,),~',(,~(,) ~,), 

g ' A ~ , )  = . f : :  (,~o)+ ~.,"A,~o)(~'A,~,))+ ~J(,~o)(~"~ (,~,), ~"~ (,~,)), 

oft g~s~(~)�9 V~(~)eE, L'assertion sur g ~ ( ~ )  �9 alors claire, et d'apr~s 
. ~ 02 ~ -z  V. " ~ " " l'observation pr61iminaire ~=g=~(~)-(~g(~)) (~g~(~), V~g~(~)) est l'unique 

valeur critique de 

�9 E; 

les formules pr6c~dentes et le changement de variable t=7~(~) (s )  montrent alors 
que ~ est aussi l'unique valeur critique de 

t~-* f~(~o)+B(t,t)T2f~(~o)(t)+2B(v~(~), t)+d, t G E, 

si B=O2tf(~o) et d = 2  f[~(~0)(~(~))+B(Tt~(~) ,  V~(~)) 
Or, cette valeur critique est ~galement, si on note I l 'endomorphisme de E 

associ6 h B, 

= Vd" (r + d  

En d6veloppant, on a l a  formule voulue : 0=f~(~o)-B-l(vJ~(~o), Vtf~(~o)) 
Cas (b) Si ~E~(C), l<j<d, on a : f~(~)(ej,ed)=O, oft les ej sont les vecteurs 

de base usuels de E = R d ;  fl suflit de diff~rentier l'identit6 : f~d(X, tl, , td-- l ,0)=0,  
si (X; tz, ,td-Z)eC Done f~(~0) se scinde en g ~ ( ~ ) ~ a  (IdR| C~=f~dtd(~0) 
De m6me, f~(~0)(ed)=0, et f~(~0)----g~(~0)$0R D'ofi facflement, la formule du 
lemme 

Fin de la preuve du thdor6me 3 ter On raisonne par r6currence sur d 
1 Cas d = l  En d~composant 9,  on voit qu'il suffit de raisonner dens les seuls 

cas oft 9 z = 0  ou bien 9 = 9 1  ; compte tenu du lemme 10 1, on peut m6me supposer 
9 1 = 0  (tous les points ~ E 9  sont r6guliers) Mais alors, le th6or~me des fonctions 
implicites e t u n e  nouvelle d6composition de k~ permettent de se ramener au cas oft 
9 �9 contenu dens le graphe t=h(x), xGI, d'une fonction h de class�9 C 1 sur un 
intervalle I ,  telle que f~(z,h(x))=O, f~'t(x,h(x))#O; on a d6jh vu qu'alors r  
f(z, h(z)) est de classe C 2 avec 

r  = f~(x,  h(x))-{f~(x, h(x))} -11f~ (x, h(x))l 2 
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Ce qui donne le rdsultat voulu compte tenu du lemme 10 2 
2 Cas d>  1 L~ encore, on peut supposer ~ = ~ a - 1  (d'aprbs le lemme 10 1) Le 

thdor~me des fonctions implicites permet alors de se ramener au cas oh ~C/~(C), 
avec/~: C=Bd-I(1)  x J---~V immersion injective de classe C a prdservant la premiere 
coordonn~e, et telle que pour un jE{1,  , d}, on a i t :  f~  =0, f~t j  r  sur f~(C) On 
peut alors appliquer l'hypoth~se de rdcurrence ~ fo/~, ~ et/~-1(~2) On obtient le 
rdsultat voulu compte tenu de l'invariance (donnde par le lemme 10 3) du second 
membre de la formule du thdor~me 3 ter 

11 Cas  n_>l ,  d > l  (su i te)  A p p l i c a t i o n s  

Dans cette section, on consid~re d'abord la situation suivante : W est un ouvert 
de R " x R  d ( n , d > l ) ,  f :W- -~R  est une fonction de classe C d+l d'ombre ~o(x)-- 
inf{f(x,  t); (x, t) EW} et ~ est une partie de l'ensemble de contact r  t); ~o(x)-- 
f (x , t )} ,  bien pleine relativement h l'ouvert U c R  a (i e pour tout compact non 
vide K de U, {(x,t)E@;xEK} est un compact non vide de W) On note ~x-- 
{tERa;  (x , t )E~}  pour x E R "  

A D'abord, exactement comme pour le cas d = l  (thdor~mes 3 et 3 bis), on 
tire de la proposition 9 1 (ou du thdor~me 1 ter) la consdquence suivante pour la 
rdgularitd C 1 ] de ~o 

CoroUal re  11 1 Supposons ~oECI(U) (pour xEU et (x , t )E~ ,  Ozf(x,t)  ne 
ddpend que de x) Alors, ~o est de classe C 1 1 sur U si, et seulement si, pour tout 
compact g de U, il existe A=A(K)>O tel que ID2Tf(~)I2<_A[X]2(D2Tf(~) ) pour 
~=(x , t )E~,  x E K ,  X E R  n e t  T E R  d 

I1 n'est pas non plus dimcile de voir (k l'aide de la proposition 7 1) que ~ est de 
classe C 2 sur l'ouvert w C U des points r~guliers Le point x E U est dit ici r~gulier si 
pour tout ~ = ( x , t ) E ~ ,  0~uf(~) est une forme quadratique sur R a non d~g~n~r~e I1 
est clair aussi (compte tenu du th~or~me 3 ter) que si ~o est C 1 1, on a pour presque 
tout  x E U : 

D2~o(x)(X, X)  = O~x f ( ~ ) -  f~(~)-l(VtOxf(~),  VtOxf(~) ) 

pour tout  t E R  d tel que ~=(x , t )E@ et tout  X E R  '/ 

B On peut prolonger l'observation du coroUaire 2 1 avec l'dnoncd suivant On 
suppose que ~o est C 1 1 et on note comme prdcddemment 

~m = {~ E ~; dim{ger(f~(~))} > m}, 

F m =  {x E U; St E R d tel que (x, t) E ~m} 
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Les Fm sont ferm4s dans U, et ddcroissent avec m;  4videmment Fo--U, Fd+I=O 
Notons s R)  l'ensemble des formes bilin4aires sur R n x  R n 

Coro l l a i r e  11 2 Pour tout Z �9 I:t n, il exist�9 une application hz: U--~R locale 

ment bornde, s e s ,  admettant pour tout m6{0,  , d} une restriction (hz) lx . .  con 
tinue presque partout sur X m = F m  \Fro+l, et tell�9 que 0 2 z ~ ( X ) = h z ( x )  p p sur U 

Si on suppose de plus que ~ est rdduit h un point pour tout x � 9  il existe une ap 
plication .4: U--~/:2(Rn; R)  localement bornde sur U, dont les restrictions h chaque 
Xm (O<_m<d) sont continues, et qui est teUe que D2~(x )=A(x )  p p sur U En 
particulier, ~a est alors de classe C 2 sur un ouvert dense de U 

Preuve On observe que ~--~f~(~)- l (Vtaz f (~) ,VtOzf (~))  est s c i sur ~ et 
de restriction ~ chaque ~ m \ ~ m + l  continue (volt la remarque plus bas) Soit alors 
hz  (x) = s u p { H z  (x, t); (x, t) �9 (~}, oh 

Hz( ) Ozf( ), v, ozf( )) 

La fonction hz  est s c s sur U et dga/e p p sur Xm ~ la fonction s c i hz  re(x) = 

i n f { H z ( x , t ) ; ( x , t ) 6 ~ m \ ~ m + l }  Ce qui prouve le premier point du corollaire 
(compte tenu du theorem�9 3 ter) 

Si ~x n 'admet qu'un dldment pour tout x6U,  les fonctions hz  ainsi construites 
ont des restrictions aux Xm continues, et il suffit de poser .A(x) (Y, Z)  = �89 (hy+z (x) - 
h y ( x ) - h z ( x ) ) ,  soit . A ( x ) ( Y , Z ) = O 2 z f ( ~ ) - f ~ ( ~ ) - l ( V t O y f ( ~ ) , V t O z f ( ~ ) )  oh ~ est 
l 'unique point de la forme (x, t) dans (I) 

On a utilisd la propri~t4 dldmentaire : si Aj est une suite d'endomorphismes 
sym~triques et positifs de E = R  d qui converge vers A 6 L ( E ,  E), si uj EIm(Aj)  con 
verge vers u e  Im(A), alors lira infj__.oo (A~- 1 (u j) ,  uj  } > (A-  l(u),  u), (on pent proc~der 
par diagonalisation des Aj et extraction de sous suites convergentes) Si de plus, 
dim{Im(Aj )} - -d im{Im(A)}  pour j > l ,  alors l im#__.oo(A~l(uj) ,uj)=(A-l(u),u) 

C Considdrons maintenant le cas off on a n= 1 et les propridtds suivantes : 
(i) Pour x 6 U, W~ = {t; (x, t ) � 9  W} est convexe et t H  f ( x ,  t) est convexe sur W~ 
(ii) ~ est de class�9 C 1 1 sur U 
(iii) ~ = V ( = { ( x ,  t) e W ;  xEU, ~ ( x ) = f ( x ,  t)}) 
((i) et (ii) sont assur4s si W e s t  convexe et f convexe sur W) Sous ces hy 

poth~ses (et celles indiqudes au ddbut de cette partie), la deuxi~me assertion du 
corollaire 11 2 est encore vraie : 

P r o p o s i t i o n  11 3 / /existe une fonction h s c s sur U, admettant des restric 
tions hlx,.  continues (O<_m<d), et vdrifiant %d'(x)=h(x) presque partout sur U En 
particulier, %0 est C 2 sur un ouvert dense de U 
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Preuve On observera d 'abord que l ' hypo th~e  de convexit~ (i) entraine que 

r est convexe et que le noyau Ker( f~(x ,  t)) est ind~pendant de tE~x  pour chaque 
x e V  fix~ Posons maintenant h(x)=inf{H(x,t);(x,t)e~ }, off H(x,t)=f~'~(~)- 
f~(e)-I (V~f" (~), VJ-(e)) 

I1 suffira de vdrifier que si ~j = (x j ,  t j )  est une suite de points de (I) convergeant 

vers ~o=(xo,to)e~m\q?m+l, xjr alors : 
(a) h(x0)>l imsupj_.o o H(~j),  
(b) si ~jECm pour tout  J>-jo, alors h(xo)=nm3-~oo H(Sj) 
Le cas m=O est imm~liat  pmsque la section Cz est r6duite ~ un point pour 

xeFo\F1 Si m=d (c'est k dire que f~(~o)=O), H(~o)--f~'(~o) et on adapte sans 
difficult~ les arguments de la preuve du cas d=l (section 8 1) pour obtenir que 

h(xo)=H(~o)(=f~(~o)) D'ofi, les propri6t6s (a) et (b) puisque H ( ~ j ) < f ~ ( ~ j )  (et 
H(~j)--f~tx(~j) si ~j eVm) 

Consid6rons le cas off re<d, 2_<d; on peut  supposer que Ker(f~(~0)) est le 
sous-espace tm+l=O, ,td=O de Ra ;  on a donc C x 0 = K x 0 - } ,  avec K C R  m con 
vexe, T E R  a- '~ A l'aide du th~or~me d'inversion locale, (et compte tenu des remar- 
ques pr61iminaires) on voit qu'il existe une immersion injective ~: C=JxV--*W de 
classe C a avec les propri~t6s suivantes V e s t  un voisinage convexe de K dans R m, 
J un voisinage de x0, ~ est de la forme : f~(x, s )= (x ;  t, 7(x, s)) avec "/: C--*Ft a-m de 
classe C a, f~k(fl(~))=O pour ~ e C  et k>m; aussi, VNW'cZ(C) pour un voisinage 
convenable WtCW de ~ o  (darts l:t a+l) 

Si g=fofl, on v~rifie sans difficult6 que : 
(i) g(x,s) est convexe par rapport  ~ s e Y C R  m (g(x,s)=inf{f(x,s,s');s'e 

R a-~, (~, (s, ~'))ew}), 
(ii) l 'ombre de g consid~r~e comme fonction de classe C a sur W~ =J • Vest  ~olj, 

et (iii) " ,, -1 g~x(~)-g.s(~) (V~g~(~),Vsg~(~))=g(fl(~)) pour tout ~ef~-~(V) (en utili 

~0= (~0, to, , t~ ) ,  sant le lemme 10 3) On peut  donc appliquer ~ g, pour le point ~ �9 ~ 
le r6sultat d6j~ acquis pour m=d, ce qui donne pr6cis6ment les propri6t~s (a) et (b) 
annoncg~s 

Illustration Soient C u n  corps convexe lisse de R 2 x R  a, C t sa projection sur 
R 2, F=OC ~ et oEL~_~ (F) la courbure de F I1 existe alors h: F--*R+ s c s ,  et une suite 

de compacts F0 = F D F 1 D  DFd+t =~ tels que si X.~ =Fro \Fm+t : (i) hlx.. ~C(Xm), 
(O<m<d) et (ii) ~ = h  pp En particulier, F contient un ouvert dense de classe C 2 

D Extension du thdor~me 5 Soient V un compact h bord lisse de R ~ x R  a, 
( d> l ) ,  f~cd+t(V) et U un ouvert de R n Notons toujours 

~(~) = i~f{y(~,  t); (~, t) e y } ,  r = {(~, t) e v;  �9 e u, ~(~) = y(~, t)} 

et soit �9 C ~) un ferm4 de �9 tel que : 
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(i) VxEU, ~--{t;  (x,t)Eg/}#0 et 
(~) v~ �9 �9 nov, vx  �9 R n, 3B = (x, T) �9 Te (OV) 
Comme ~ la fin du 9, on pose 6./(~)=0xf(~) si ~�9 6.f(~)(X)=f'(~)(B) 

si ~�9 B=(X,  T)�9 

62f(~)(B, B) = f"(~)(B, B)+ f'(~)(DB(Z)) 

si Z=(Zx, Z,) est un champ de vecteurs sur OV au voisinage de ~, 6gal g B e n  ~ et 
de composante Zx constante On note {ek}l<k<n la base canonique de R n 

T h 6 o r ~ m e  5 b is  L 'ombre 7~ est sous harmonique sur U si et seulement si les 
trois propridtds (i)-(iii) suivantes sont vdrifides et 7~ est alors de classe C 1 1 sur U 

(i) Pour tout x �9  t~-*6~f(x,t) est constant sur ~ 
(ii) Si ~�9 et si T k � 9  d pour l < k < n ,  on a 

a j ( ~ ) + 2  ~ (Vd'~(~),Tk>+ ~ f~;(~)(T~,T~)>O 
l < k < n  l < k < n  

(iii) Si ~�9 on a 

E 62f(~)(Bk'Bk) >0 
l < k < n  

pour Bk=(ek, Tk) �9 

Preuve La n6cessit~ du (i) (c'est ~ dire du caract~re C 1 de ~) se voit comme 
dans le cas d = l  Pour obtenir celle du (ii), on observe que pour ~=(x , t ) �9  x � 9  et 
l: P~- -~R d lin6aire, r  t+l(u)) est de classe C d+l, minor~e par ~(x+u) 
sur un voisinage de 0 dans PJ ' ,  et que r  D'ofi, si 7~ est sous-harmonique, 
Ar  soit la propri6t6 (ii) en ~ (avec Tk=/(ek))  Pour le (iii), l 'argument est 
le m~me en consid~rant r off u~,(u,7(u)) est une application de 
classe C 2 sur un voisinage de x dans R n g valeurs darts OV 

P~ciproque : La condition (i) assure le caract~re C 1 de ~0 Si ~=(x,t)�9 
OV, B = ( X , T ) � 9  d et X = ( a l ,  , a ~ ) # 0 ,  on a, en prenant dans le (ii) Tk= 
~T/IXI  ~, 

f" (~)(B,  B) >_ f"(~)((X,  0), (X, 0 ) ) -  zx j (~) lXl  2 

Si ~=(x,t)�9 on applique ce raisonnement h la forme quadratique 
Q~(B)=62f(~)(B',B'), off B'=~r~(B)=B-<B,N)Nt, off Nt d6signe la deuxibme 
composante (normalis6e, INtI=I)  d'une normale N ~ OV en ~ ((iii) s'6crit aussi 
~<k<~ Q~(Bk)>_O si Bk=(ek,T~), T~ �9  d) Si a(~)=E~<~<~ Qr on ob- 
tiendra : 

6~=f(~)(B, B) > Q~(X, O)-a(5) lXl  ~, VB = (x,  T) �9 T~(cOV) 
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On voit alors que pour toute boule fermde B c U ,  et d'apr~s la proposition 9 5 
(et la remarque 9 2), x~qo(x )+Cx  2 est convexe C 1 1 sur B si C est assez grand 

On peut maintenant calculer Azqo avec le th6or~me 3 ter Si (x , t )E~\OV,  on 
obtient en prenant . -1 , Tk=-f~t(~) (Vtf~k(~)) dans la condition (ii), 

ftt(~) ( t f ; k ( ~ ) ,  tf;k(~))<--Axf(~), 
l<k<n 

et le thdorbme montre que Aqo(x)> 0 pour presque tout x E U tel que (x, t)~ OV pour 
au moins un t ~  D'autre part, en utilisant des cartes locales de OV de la forme 
fl: U' x Bd-1 (0, 1)--*0V, ~(x, s) = (x, 7(x, s) ), et en remarquant que 6 2 (f)(~(~)) est 
dgal ~ g"(~), si g=fo~,  le calcul prdc&lent et une nouvelle application du thdo 
r~me 3 ter donneront que Axe(x)>_0 pour presque tout  xEU tel que (x,t)EOV 
pour au moins un t E ~  Donc qo est sons harmonique sur U 

12 Ddmonstration du thdor~me 2 

On notera I=[0,  1] et c d6signera une (grande) constante >0 ddpendant des 
parambtres utilisds, la valeur prdcise de c pouvant varier d'une indgalitd h une autre 

A Prgliminaires Soit K = K ( A ) ,  0 < A < I ,  l'ensemble de Cantor triadique usuel : 
K=Nn>_ 1 K.~, o~ K0=[0, 1], et oCx Kn (n>_l) est rdunion de 2 n intervalles compacts 
disjoints de longueur In(A)=((1-A)/2) n obtenus en supprimant dans chaque corn 
posante de Kn-x l'intervaUe ouvert mddian de longueur Aln_l(A) On notera/~=/~x 
la mesure de r (ou uniforme) sur K(A), u(x)=fo  did(t) la fonction de 
Lebesgue associde h K,  et a=a(A)=log(2) / ( log(2)+  I log(1-A)l ) la dimension de 
Hansdorff de K I1 est classique (et facile de vdrifier) que : 

Vx, y e [0,1], l u ( x ) - u ( y ) l ~ a l x - y l  ~ 

Si v e s t  une fonction hSlddrienne d'ordre c~ sur K,  on ne peut espdrer avoir 
aussi ]v(x)-v(y)l>c -1 Ix-yl  ~ pour tons les x ,y  de g Mais si on fixe a'e]a,l[, 
o n a  : 

L e m m e  12 1 11 existe une fonction continue strictement croissante k~: I=  
[0, 1]--,]0, 1[ telle que l'on air, pour une constante C > 1  assez grande : 

(i) pour x, y E I  tels que x <y, on a kV(y ) -~ (x )>C- l  { (u(y)-u(x)  ) + ( y - x )  }, 
(ii) pour x, yEI ,  on a I~ (x ) -~ (y ) I<CIx -y}% 
(iii) pour x, y E I  tels que [x,y]MK~O, on a I (x)- (y)l>_C-11x-yl 
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Preuve abrdgde On introduit g(x)=(d(x,K)) ~ -1 I1 est facile de voir que 

f~ g(t)dt<+oo et, par homogdnditd, que pour chaque composante J de Km on a : 

f j  g(t) dt=(l,~(A)) ~ f~ g(t) dt En utilisant cette remarque, on voit sans difllcultd 
qu'il existe c >0  tel que : 

Vx, yEI,  tels que x<y, et [x,y]NKr 

et 

L 
Y 

on a g(s)ds>_c-l[x-y[ ~ 

L 
y 

Vx, yEI,  x<y, g(s)ds<_clx-yl a 

Donc si Cl est une constante >0  assez petite, la fonction croissante kO(x)= 
ci +Cl { fo d#(t)+ fo d(t, K) ~'-1 dt } poss~le toutes les propri~t~s voulues 

B Construction de f Fixons %~/E]0,1[ ,  ~/'<~/, choisissons a,a ~ tels que 
0 < ~ / < a < a / < ~ / < l ,  puis A tel que a(A)=a Soit ~={(x,t);t=k~(x),O<x<l} (~ 
sera l'ensemble de contact),  o(1 �9 est associ4e k K comme dans le lemme 12 1 

On pose ~(x)=-fo(X-S)d#(s), xER, ce qui ddfinit une fonction ~ concave 
de classe C 1 a sur R telle que ~ d ( x ) = - u ( x )  Cette fonction ~ sera l 'ombre de la 
fonction f que nous construirons 

Considdrons ensuite la fonction g: (I)--*R teUe que g(x, t)=~o(x) pour (x, t )E C, 
et v~rifions que g est de classe C 1 1 au sens de Whitney sur ~) pour la diff~rentielle 
de Whitney dg(x,t)=~d(x)dx ([Ste], p 167-180) Pour ~l=(xl,tl), ~2=(x2,t2) 
~ldments de V, le reste R(~I, ~2)=g(~2)-g(~l ) -~d(Xl)  ( x 2 - x l )  v~rifie : 

(12 1) [R(~1,~2)1 = ( x 2 - s )  d#(s) <_ [x2-xl[#([xl,x2D 
1 

et par consdquent : 

IR(~I, ~2)1 < c l t2 -h  11/~ +1 < c1~2-~112 

(on peut  supposer [xl,x2]Ng#@ et utiliser alors le (iii) du lemme 12 1) La diff~- 
rentieUe dg(~) v~rifie aussi une condition de Lipschitz, puisque d'apr~s le (i) du 
lemme 12 1, 

I~'(x2)- ~'(Xl) I ~ C l~(x2) -  ~'(Xl) I -- CI t2- t t l  <_ C1,~-~11 

Soit alors ~ un prolongement de Whitney de g; ~ est de classe C 1 1 sur R 2 de 
la forme (pour r t)~R2\~,)  : 

~(r = ~ O,,(~){~,(x~) +~'(x, , )(~-x~)) ,  
p = l  
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off {0~}~>1 �9 une partition de l'unitd associ6e de la mani~re usuelle ~ un recouvre- 
ment de Whitney {C~}~>~ de R 2 \ r  par des caxr6s dyadiques Notant lp le diam~tre 
de C~, on peut supposer que lp<d(C~, ~)<4/~, que le support de 0p est contenu 
daus le carrd C; de m~me centre que C~ et de diam~tre ~l~, et que les intdrieurs 
des C; sont N s N disjoints pour N=122 ; les ~,=(x~,t~) sont des points de r tels 
que d(Cp, ~)=d(C~, r (Voir [Ste] ) 

Voici aJors la d~finition de f : pour ~= (x, t) �9 I x I, f(~)---~(x, t) +/~(~)1+7 off 
�9 s t  la ((r6gulafis~e, de ~-*d(~, ~) obtenue pax la formule : 6(~)=)-~>~ l~O~(~) ([Ste] 
p 170-171) I1 �9 classique (et facile de v6rifier) que 61+7 �9 de classe C ~ ~ sur R 2 et 
f e s t  donc C ~ 7 sur I x I La concavitd de ~ et la formule d6finissant 9 donnent aussi 
9(x, t) >>_~o(x) =9(x, ~(x)) pour tout (x, t) � 9  x R, de sorte que l'ombre de f �9 bien 
~, et l'eusemble de contact correspondant �9 r De plus, df(~)=dg(~)=~'(x)dx 
sur 

C I1 s'agit maintenant de v6rifier que pour ~o=(x0 , to) �9  et ~�9 
on a, pour une certaine constante c0>0, 

(12 2) f( '~)- f(~o)-Oxf(,~o) (~-Xo) ~ --co 

C 1 Commengons pax supposer ~o~o={(x,~d(x));xeK}, et observons que 
pour ~=(x , t )~ r  on a, d'aprks le lemme 12 1, les indgalit6s : 

(12 3) It-tol <_c, lx-xol  c lt-tol 

of 1 les cj sont des constantes > 0 inddpendantes de ~0 et de 
Prenons ~=(x,t)EIxI tel que d(~,~o)<r, r > 0  petit et fixd ultdrieurement 

Pour ~=(x,t) dans la rdgion Ix-xol>c'Jt-tol 2/(1+'~), on a 

> c- lx-xol +  ' > 2 

Donc, si r e s t  choisi assez petit et si d >0 est fixd assez grand, on aura ~(~)1+~_> 
x(V~) I~-~ol 2, oh x(V~) d6signe la constant�9 de Lipschitz de V~; alors, -6(~)l+-y < 
g(~)-g(~o)-Ox~(~o)(X-Xo), et on a (12 2) avec Co=0 

Notons U={~=(x,t) eI• IX-Xol<_c'lt-tol2/(1+~), I~-~01_<r } la rdgion corn 
pldmentaire dans la boule B(~0, r) Pour ~=(x, t)eU\&, et d'apr~s l'expression de 

o n  a :  

p~l 
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D'o~, d'apr~s la ddfinition de f et l'indgalitd (12 i), 

f(~)-- f(~o)--Oxf(~o)(X--Xo) 
>_ 6(~)l+~--max{p( I(xo, xp) ); pE N(~) } (Ix-xoi + 2max{]xp-xo]; p E N(~)}), 

off I(xo, xp) ddsigne l'intervalle d'extrdmit6s xo et xp, et off N(~) d6signe l'ensemble 
des p tels que ]~p-~i_<4d(~,0) Comme #(I(xo, xp))<_Cito-tp], (et s i r  est assez 
pe t i t ) :  

(124) f(~c)_f(~o)_Ozf(~o)(x_xo) 

>_ 6(~)l+~-clt-tol(Ix-xol+max{Ixp-xol;p e N(~)}) 

Distinguons alors trois cas : 
1 D'abord, soit ~ e U  tel que ]x-xoi>AIt-toI 1/~, A > I  D'apr~s les encadre- 

ments (12 3) prdcisant l'allure de �9 au voisinage de ~0, on volt aisdment qu'on a : 
6(~)>_cix-xo Iet max{ixp-xol;peY(~)}<clx-xoI Donc, si on fixe A assez grand, 
on a bien (12 2) (avec Co=0) 

2 Supposons ensuite It-tol 1/~ <_]x-xol<A ]t-toll/7 On a maintenant 

cit-to[ @-xol < cAlf-to[ 1+1/* < cAl~-~ol l+l/'r, 

et Iz~-xol<clx-xol pour p~N(~) D'oh ~ nouveau (12 2) 
3 Enfin, darts la rdgion Iz-xol<lt-tol~/~ , on peut majorer Ix-xol et les 

Ixp-xo], pEN(~), par clt-to[ ~/~ , et afort iori  par cit-to[ lh  
C 2 Reste A traiter le cas off ~o C q~o On se ram~nera au cas pr6cd~lent ell 

introduisant un point ~1 = (Xl, t l)  E r (d'abscisse xl E K)  avec I~1 - ~o] minimum : 
comme ~ est affine sur chaque intervalle contigu ~ K,  on a 

f ( ~ )  -- f (~o)--Ofz(~O)(X--XO) = f ( ~ )  - -  f ( ~ l )  - - O z f ( ~ l ) ( X - - X l )  

D'oh, d'apr~s ce qui pr6e~de, 

f (~) - -  f ( ~ 0 )  - -  0J'e~ (~0) (X - -  X0) > --C O ]~ - -  ~11 ~+1/~ >_ -c~l~- ~o 11+1/~ 

si l~-~o1>~1r Pour 1r162 on a ~eB=B(~o,~l~o-r et 
comme ~ est afflne sur B, 

f ( ~ ) - / ( ~ o ) - O x f ( ~ o ) ( ~ - z o )  = ~(~)~+~ > 0 

On a donc encore l'in6galitd (12 2) (avec un nouveau CO>0) Ce qui ach~ve la 
preuve du th6orbme 2 



44 Alano Ancona: Ombres Convexitd rdgularitd et sous harmonicitd 

[Boll 

[So2] 

[Bou] 

[Cho] 

[CFG] 

[fed] 
[HS1] 

[Kill 

[Hi2] 

[gi3] 

[Mor] 

[ 'n:l] 

[Rud] 
[Ste] 

[Str] 
[Whl] 

[Wh2] 

B i b l i o g r a p h i e  

BOMAN, J Smoothness of the sum of convex sets with real analytic boundaries, 
Math Scand 66 (1990), 225-230 

BOMAN, J ,  The sum of two plane convex C ~ sets is not always C 5 Math Seand 
66 (1990), 216-224 

BOURBAKI, N Eldments de Math6matiques, Topologie gdn6rale, chap 9, Her 
mann, Paris, 1958 

CHOQUET, G , L'isom~trie des ensembles darts ses rapports avec la thdorie du 
contact et la th~orie de la mesure Mathematiea Timisoara 20 (1944) 29-64 

CROFT, H T FALCONER, K J and GuY, R K ,  Unsolved Problems in Geom 
etry, Springer Verlag, New York, 1991 

FEDERER, H ,  Geometric Measure Theory, Springer Verlag New York 1969 
HORMANDER, L ,  Notions o] Convexity, Birkh&user, Boston 1994 
HSRMANDER, L ,  The Analysis of Linear Partial Differential Operators I, 

Springer Verlag, Berlin-Heidelberg 1983 
KISELMAN, C 0 ) How smooth is the shadow of a convex body ? J London Math 

Soc 33 (1986), 101-169 
KISELMAN, C O , Smoothness of vector sums of plane convex sets, Math Scand 

60 (1987), 101-109 
KISELMAN, C 0 , Regularity classes for operations in convexity theory, Kodai 

Math J 15 (1992), 354-374 
MORSE A P ,  The behavior of a function on its critical set Ann o/Math 40 

(1939) 62-70 
TI~PREAU J M Subharmonic minima and convex shadows, Manuscrit, Fdvrier 

1993 
TREPREAU, J M,  Sur la r~solubilitd analytique microlocale des opdrateurs 

pseudo diff~rentiels de type principal, Th~se de Doctorat d'Etat, Reims, 1984 
RUDIN, W , Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, New York 1966 
STEIN, E Singular Integrals and Di~erentiability Properties of Functions, 

Princeton University Press, Princeton, N J 1970 
STERNBERG, S , Di~erentud Geometry, 2nd ed, Chelsea New York, 1983 
WHITNEY, H ,  Analytic extensions of differentiable hmctions defined in closed 

sets, Trans Amer Math Soc 36 (1934) 63-89 
WHITNEY, H A function not constant on a connected set of critical points, Duke 

Math J 1 (1935), 514-517 

Re~u le P8 septembre 1993 Alano Ancona 
Ddpartement de Mathdmatiques 
Campus d'Orsay, B~,t 425 
Universitd Paris Sud 
F 91405 ORSAY 
France 
email: ancona~matups matups fr 


