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Mesure harmonique et 6quation de la chaleur 

Yanick Heurteaux 

Soit t = / ( x )  une fonction continue sur R et soit gt le domaine ~ = { ( x , t ) e  
R 2 ; t> f ( x ) } .  Notons g=O/Ot-O2/Ox 2 l'op@rateur de la chaleur sur R 2 et wP(E) 
la mesure harmonique de E au point PE~t.  C'est ~ dire que P---~wP(E) d@signe la 
solution au probl~me de Dirichlet au sens de Perron-Wiener-Brelot  pour l 'op6rateur 
de la chaleur dans ~ avec donn@e fronti~re lB.  I1 est bien connu que l 'ouvert Ft est 
r@gulier pour le probl~me de Dirichlet (voir [KWl]). Dans [KWl], [Wu2] et [KW3], 
Robert  Kaufman et Jang-Mei Wu @tudient selon la r@gularit@ de f les liens existant 
entre la mesure harmonique et la mesure de longueur. Ils aboutissent au th@or~me 
suivant : 

T h f o r ~ m e  A. ([KW3]) Soit f une fonction de classe C 1'1 8 u r  R et soit 
ECO~. Alors, E est de longueur nulle si et seulement si pour tout point PElt ,  
w P(E) =0 .  

Dans [KWl] ils font aussi la constatation suivante : 

Th@or~me B. ([KWl]) Il existe une fonction t = f  (x), 0 < x < l ,  de classe C 1,~ 
pour tout c~<l, et un ensemble E c  {(x; f (x)) ,  0 < x < l }  tel que E soit polaire pour 
l~opdrateur de la chaleur et de longueur strictement positive. En particulier, si on 
prolonge f ~t R,  E est de mesure harmonique nulle dans ~. 

La r@gularit@ C 1'1 est donc la r@gularit@ minimale assurant l'absolue continuit@ 
de la mesure de longueur par rapport  $ la mesure harmonique. En revanche Kaufman 
et Wu ne savent pas si on conserve l'absolue continuit@ de w P par rapport  s la mesure 
de longueur lorsque f est de classe C 1,~, ~ < 1  (voir [KW3]). 

Dans ce travail, nous r@pondons positivement s cette question et d6montrons 
re@me un r@sultat se passant de toute hypoth~se de r@gularit@ sur f .  Notons / /1  la 
mesure de Hausdorff 1-dimensionelle dans R 2. C'est s dire : 

H l ( E ) = l i m ( i n f {  ri < e } ) .  
i i 

Nous allons d@montrer le th@or~me suivant : 
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Th@or~me 1. Soit f une fonction continue sur R et f~={ (x , t ) eR2; t>  f ( x ) }  
le domaine correspondant. Soient EcOgt  et PoE~. On a : 

HI (E )=O ~ w P~ 

En particulier, on ale corollaire suivant r@pondant positivement ~ la question 

de Kaufman-Wu : 

C o r o l l a i r e  2. Soit f une fonction continue sur R .  On suppose que f est it 
variations born6es sur tout compact et on note ~ la mesure de longueur sur 0~. 
O n a :  

VP E f~, 02 p << 0". 

Le th~or~me 1 a une interpr@tation probabiliste simple : 

Soit (Xt)t>o nn mouvement  Brownien B valeurs r~elles. Notons T le temps 
d'entr@e dans R2\f~ du processus (Xt, t o - t ) .  C'est  ~t dire : 

r = inf{t > 0; (Xt,  t o - t )  e R2\D}.  

Si E est une partie de 0f~ de longueur nulle et si (x0,t0)Ef~, on a : 

Pxo (T < +c~ et (XT, to--T) E E) = O. 

I1 se peut  cependant que la trajectoire brownienne ( X t , t o - t )  rencontre E avec 
probabilit@ strictement positive, c'est ~ dire que E soit non polaire pour l'op@rateur 

de la chaleur. Par  exemple, si f ( x ) = x ,  les ensembles n@gligeables pour la mesure 
harmonique sont exactement les ensembles de longueur nulle tandis que tout sous- 
ensemble de Oft de dimension de Hausdorff strictement sup@rieure ~ �89 est non polaire 
pour l'op@rateur de la chaleur (voir [TW] pour l'@tude des ensembles de capacit@ 
parabolique nulle). 

Ce travail s 'articule de la fa~on suivante. Lors d 'une premiere pattie, nous 
rappelons les outils cl@s qui seront utilis@s par  la suite. En particulier, nous @voquons 
le principe de Harnack au bord longuement d@velopp~ dans [He1] et [He2]. Au 
cours des parties 2 et 3, nous d@montrons le th@or~me 1 lorsque la fonction f est 
de plus suppos@e monotone. En particulier, nous raisons intervenir un th@or~me 
interm@diaire (th@or~me 3) t rai tant  le cas des fonctions f strictement monotones et 
dont l'inverse est de classe C 1/2. Dans ce cas, on prouve que la mesure harmonique 

est @quivalente s la mesure a2, image de la mesure de Lebesgue par  l 'application 
t - -*( f - l ( t ) ,  t). On obtient le cas g@n@ral par  un argument de comparaison que l 'on 
doit ~ Ancona (lemme 3.2). Au cours de la partie 4, on termine la d@monstration du 
th@or~me 1 en s 'appuyant  sur le cas des graphes monotones. La cinqui@me partie est 
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r@serv@e ~ l'@tude d 'un exemple illustrant le th@or~me 1. On construit une fonction f 
de classe C a, 1 < a < 2  telle que le lieu des z@ros de f l  soit n@gligeable pour la mesure 
harmonique mais non polaire. Ce ph@nomgne ne pent  p a s s e  produire si f e s t  de 
classe C 2. Enfin lors d 'une derni~re partie, on donne une description g@om@trique 

complgte de la mesure harmonique lorsque f e s t  monotone. 
I1 faut signaler que la m@thode utilis@e pour d@montrer le th@orgme 1 est 

sp@cifique h la dimension 2. Nous ne savons pas g@n@raliser le r@sultat en dimension 

sup@rieure. 

Remerciements. L'auteur  tient tout particuli~ment s remercier Alano Ancona 
pour ses encouragements et pour l 'aide qu'il lui a apport@ pour mettre  au point la 

partie 3. 

1. P r@l imina i res  

Nous rappelons ici comment s 'appliquent les principes de Harnack au bord 
pour l'op@rateur de la chaleur. Ces r@sultats sont cruciaux dens l 'approche qu'on 
donne du th@or~me 1. En particulier, ils sont g la base de la partie 2. Les trois 
r@sultats cit@s se trouvent dens [He1] et [He2] off ils sont dtablis dens un cadre plus 
g@n@ral. Rappelons que le th@or~me 1.1 se trouvait  d@jg dens un travail de J. T. 
Kemper  ([Ke]). Fixons une fonction g d@finie sur R et v@rifiant : 

3k>O;V( t , t ' )  e R  2, Ig( t ) -g( t ' ) l   klt-t'l 

Notons ~t={(x,  t) c R  2 ;x>g(t)} .  Pour Q =  (x, t) E 0 ~  et r > 0  appelons T(Q,  r )= 
{(y, s)e~;lt-sh<r, Ix-yl<10k47} et I ( Q , r ) = T ( Q , r ) N O f K  

On a d 'abord  le th@or~me de comparaison suivant : 

Th@or~me 1.1. ([Ke], [Hel], [He2]) Il existe une constante C = C ( k )  stricte- 
ment positive telle que pour toute solution positive u de l'dquation de la chaleur 
dens f~ tendant vers 0 en tout point de Of~\I(Q, �89 et dominge it l'infini par un 
potentiel on ait : 

VP e f~ \T(Q,r) ,  u (P)  < Cu(Mr) ,  

ogt Mr=Q+(IOkv/F,  r). 

Remarque. Dens [He1] on trouve explicitement l'@uonc@ du th@or~me 1.1. 
Dens [He2], un @nonc@ similaire est @tabli lorsque l 'ouvert  est born@. On pent  
alors se passer de la domination de u par un potentiel. Dens le cas d 'un on- 
vert non born@, l 'hypoth~se de domination est lg pour nous permet t re  d'utiliser 
le principe du maximum dens ~. Elle est en particulier automat iquement  v@rifi@e 
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lorsque u ( P ) = f  f (M)  dwP(M) off f e s t  une fonction born~e et port~e par I(Q, �89 
c'est la situation qui nous int~resse. 

Les th~or~mes 1.2 et 1.3 qui suivent d~crivent des principes de comparaison de 
solutions positives. 

T h ~ o r ~ m e  1.2. (Principe de Harnack faible au bord, [Hell, [He2]) II existe 
une constante C=C(k) strictement positive telle que pour tout couple (u,v) de so- 
lutions positives dans ~ s'annulant en tout point de I(Q, 2r) on ait : 

u(P) v(P) 
VPET(Q,r ) ,  u(P~) <-Cv(p*)' 

oi~ P~=Q+(lOkv~, 2r) et P ;=Q+( lOkv~ , -2 r ) .  

T h ~ o r ~ m e  1.3. (Principe de Harnack fort au bord, [Hel], [He2]) Il existe une 
constante C=C(k) strictement positive telle que pour tout couple (u, v) de solutions 
positives dans 12 \ T ( Q , r) tendant vers 0 en tout point de Ogt \ I ( Q , r) et domindes ~t 
l'infini par un potentiel on ait : 

u(P~) v(P~) Vs>r, 

Remarque. Lors des ~nonc~s similaires dans [Hel], [He2], on est amen~ ~ faire 
restriction r < 1 car on traite le cas d'op~rateurs non homog~nes. Ici, les homog~n~i- 
t~s de l'op~rateur de la chaleur nous permettent  de nous affranchir de cette hy- 
poth~se. 

Notation. La propri~t~ importante dans les trois ~nonc~s qui precedent est 
l 'ind~pendance des constantes C par rapport aux param~tres r et Q. Lorsque deux 
quantit~s A et B v~rifieront l'in~galit~ A < C B  off C ne d~pend pas des param~tres 
intervenant, nous ~crirons A<~B. On notera A ~ B  pour dire A < B  et B<~A. 

2. Le  cas  off les osc i l la t ions  de  f son t  g r a n d e s  

Dans toute cette partie, f d~signe une fonction continue sur R v~rifiant de 
plus : 

1 2 
(*) 3 k > 0 ; V ( x , y ) ~ a  2, I f ( x ) - f ( y ) l _ > v I x - y l  " 

Une telle fonction f est strictement monotone et bijective de R sur R. Pour 
fixer les idles, nous la supposerons strictement d~croissante et nous noterons g son 
inverse. La fonction g est donc de classe C 1/2. Enfin, notons 0" 2 l'image de la mesure 
de Lebesgue sur R par l 'application t--~ (g(t), t). Nous allons ddmontrer le th~or~me 
suivant : 
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T h ~ o r ~ m e  3. Pour tout point Q=(x , t )EOf t  et tout rdel r>O, notons : 

I ( Q ,  r )  = ( (v ,  s)  �9 0 f t  ; I t - 4  < r )  

Fixons Qo = (yo, so) �9 Oft et ro > O. Il existe des constantes C > 0 et (~ > 1 ne dgpendant 
que de k telles que pour tout "intervalle" I ( q ,  r ) c I ( Q o ,  �89 et pour tout bordlien 
E c I ( Q , r )  on ait : 

1 /  wM~ ~ a2(E) wM~ 
C ~ wM-~(I(Q, r)) ] < < C - 

oct Mo=Qo + ( lOkx /~  , 2r0). 

C o r o l l a i r e  4. Soit P0=(X0,  To) Eft. Les mesures co P~ et o2 sont dquivalentes 
sur l 'ensemble Oftn { ( x, t ) E R 2 ; t < To } . En particulier, Ie thdor~me 1 est vrai s i f  
vdrifie la propridtd (*). 

Remarques. 1. L'in~galit~ de gauche se d~duit de l'in~galit~ de droite grgce ~ la 
th~orie des poids de Muckenhoupt (voir par exemple [To]). Ici on d~montre en fait 
que o2EA~~176 Si on ~crit dwM~ sur l'ensemble I(Qo,  �89 l'in6galit~ de 
droite du th~or~me 3 nous apprend, apr~s un passage ~ la limite, que hEAl(do2) .  

2. S i f  vgrifie (*), la g~om~trie de l 'ouvert f~ est ~l~mentaire. En paxticulier, si 
P0 = (Xo, To) �9  ft et si E est un borfilien de OftM{t<To} tel que w Po (E)=0,  les in6ga- 
lit~s de Harnack permettent  d'affirmer que w g ( E ) = 0  en tout  point PEf tM{t<To} .  
Ensuite, le principe du maximum permet d'~tendre cette identit6 ~ tout  point 
PE l t .  Grgce ~ cette remarque, le corollaire 4 est une cons6quence ~l~mentaire du 
th~or~me 3 : il suffit de constater qu 'un sous-ensemble de Oft de longueur nulle se 
projet te  sur l 'axe des t e n  un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. 

3. Rappelons qu'en g~n~ral, si l 'ouvert f~ est d~limit~ par le graphe d'une fonc- 
tion g de classe C 1/2, la mesure harmonique n'est pus ~quivalente s la mesure o2. Les 
deux mesures peuvent m~me ~tre ~trang~res entre elles (voir [KW2]). Duns le cas 
d'une fonction non monotone, il faut en g6n~ral renforcer l'hypoth~se sur le module 
de continuit~ de g pour obtenir l'6quivalence entre ces deux mesures (voir [He2], [LS] 
et [LM2]). On peut aussi consulter [LM3] qui traite de ce probl~me en dimension 
sup~rieure. 

4. Si on note f t = { ( x , t ) E R 2 ; t < f ( x ) } ,  on peut aussi d~montrer, avec une d~- 
marche similaire ~ celle qui va suivre, l'in~galit~ : 

1 /' o2(E) -~a wMo(E) o2(E) 
C \ o ~ ( I ( Q , r ) ) ]  < -- < C  , - - 

off Mo=Qo + ( -  l O k v ~  , 2r0). 
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Ddmonstration du thdor~me 3. Pour pouvoir utiliser la th~orie des poids de 
Muckenhoupt, il faut s 'assurer que la mesure w M~ v6rifie la propri~t6 de doublement 
suivante : 

L e m m e  2.1. (Doubling property) On reprend les notations du thdor~me 3. Il 
existe une constante C=C(k) strictement positive telle que si I(Q, 2r)cI(Qo, 1 ~ro) 
on ait : 

w M~ ( I (Q,  2r)) _< CoJ M~ (I(Q, r)). 

Cette propri6t6 apparai t  fr6quemment (voir [He1], [FGS], [Wul]). C'est  une 
cons6quence simple du principe de Harnack au bord. Si P~=Q+(IOkv~ , 2r), et si 
r<ro/lO0, les in6galit6s de Harnack et le th~or~me 1.1 nous assurent que : 

wM~ wP~o/4(I(Q,2r)) 
wM~ coP~o/4(I(Q,r)) " 

De plus, le principe de Harnack h la fronti~re nous permet  d'dcrire que : 

a~P~o/~(I(Q, 2r)) < wP~(I(Q,  2r)) 
w p ~ o / 4 ( i ( Q , r ) )  ,.o w p 2 ~ ( i ( Q , r ) )  �9 

On conclut alors en constatant  que le second membre de cette derni~re in6galit6 
est de l 'ordre d 'une constante. Enfin, les quantit6s w M~ (I(Q, 2r)) et wM~ r)) 
sont toutes deux de l 'ordre d 'une constante lorsque r>ro/lO0. 

On est alors en mesure de d~montrer le th~or~me 3. Seule la deuxi~me in6galit6 
est ~ justifier. Par  r~gularit6 des mesures ~r2 et w M~ , on peut supposer que le bor61ien 
E est ouvert dans 0f~. Ensuite, comme tout  ouvert de 0i2 est r6union d~nombrable 
d'intervalles disjoints du type I(M, s), on peut  supposer que E est de ce type. Enfin, 
grgce au lemme 2.1, on peut  supposer que M = Q  et donc par cons6quent s<r. 

Reprenons les notations du lemme 2.1. Le principe de Harnack fort au bord et 
le th6or~me 1.1 nous apprennent que : 

wn~ ~P~o/2(I(Q,s)) wP~(I(Q,s)) 
wn~ wP~o/2(I(Q,r)) wP~(I(Q,r)) 

~P~(I(Q, 8)) 
w p~ (I(Q, s)) ~ wp ~ (I(Q, s ) )  

Notons alors A s = Q + ( v ~ ,  0) et GAs (') la fonetion de Green dans f~ de p61e As. 
I1 est bien connu que G A ~ ( P s ) ~ X / ~  (voir [He2] par exemple). Ainsi, s l 'aide du 
principe de Harnack fort au bord on obtient : 

2 ~  (I(Q, ~)) ~ aA~ (P~----~ ~ v~ a ~  (e~). 
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Appelons ensuite U l 'ouvert 

U=gtN(Q+{(x,t) oR2 ; Ixl < 10k47 et Itl < r})  

et d~signons par ~* la C*-mesure harmonique dans U de OU\O~ (C* repr~sente 
l 'opSrateur adjoint C*=-(O/Ot)-(O2/Ox2)). Si P*=Q+(IOkv~,-2r), le principe 
de Harnack faible au bord pour l'op@rateur C* nous permet  alors d'@crire : 

~ (  o~ * A  (As) CA~ (P,.) ~ , ~  Gp~/4 (P,.) 

En regroupant les informations pr~c@dentes, on obtient donc : 

wM~ ~ ~/Z~ ~*(A~). 
wi~ 

Pour l ' instant, nous n'avons pas encore utilis@ la ddcroissance de g. C'est  main- 
tenant qu'elle apparait .  Si on note Ib* la C*-mesure harmonique dans l 'ouvert 
V = Q + ( ] 0 ,  10kv/-~[• r [ )  de OV\(O+{(x, t ) e R  2 ;x=0}) ,  le principe du maxi- 
mum pour l 'op~rateur C* nous affirme que : 

p*(As) > r 

Enfin, la r@gularit~ du bord de l 'ouvert de d@finition de r ainsi que des raisons 
d'homog6nSit~, nous assurent que : 

C'est  ce qu'il restait ~ justifier. 

Faisons une remarque finale sur le th@or~me 3. On peut  interpr@ter 0 ~  comme 
le bord d 'un ouvert lipschitzien de R 2 si on munit  R 2 de la distance parabolique : 

5((x, t), (y, s)) = sup(Ix-Yl ,  I t - s l ' / 2 ) .  

Darts l 'espace mStrique (R  2, 5) on peut alors introduire une notion de mesure de 
Hausdorff en posant pour a > 0 : 

A"(E):~i~m~ r~;ECuD(a ' ' r ' ) '  " i r, _< r 

off les disques D(ai,ri) sont pris au sens de la distance 5. S. J. Taylor et N. A. 
Watson ([TW]) ont pr@c@demment introduit ces mesures et ont appel~ dimension 
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parabolique la notion de dimension qui s 'y  rattache. Le lien entre la dimension 
parabolique et la dimension de Hausdorff est donn~ par la comparaison 5ldmentaire 
suivante : 

1 
3 C > O ; V a > O ; V E C R  2, ~ A ~ + I ( E ) < H a ( E ) ~ C A ~ ( E ) .  

I1 est facile de vdrifier que si la fonction f vdrifie (,),  012 est de dimension paraboli- 
que 2 et la mesure (72 est dquivalente ~ la mesure A2 sur 0~.  Par  contre, dans cette 
situation, la mesure (72 n'est  en g~n~ral pas ~quivalente ~ la mesure H1. La mesure 
A2 est alors un outil plus fin que la mesure H1 pour estimer la mesure harmonique. 

Signalons enfin que la fonction f d~crite par  Kaufman et Wu dans le thSor~me B 
v~rifie la condition (,).  L'ensemble polaire E qui est ddcrit est de [ongueur stricte- 
ment positive mais v~rifie A2(E)=0  (et m~me A ~ ( E ) = 0  pour tout a > l ) .  

3. Le cas off la f o n c t i o n  f est  m o n o t o n e  

Nous sommes maintenant  en mesure de ddmontrer le th~or~me 1 lorsque f est 
monotone. Pour fixer les id5es, nous supposerons f continue et d~croissante. Nous 
allons nous appuyer sur deux lemmes. Le lemme 3.1 trai te le cas des points du 
graphe en lesquels la fonction f a de petites oscillations (ensemble .4 ddcrit dans le 
lemme 3.1). Ensuite, pour estimer la mesure harmonique sur 0gt\ .4 on exploite les 
r5sultats de la partie 2 par l 'interm~diaire d 'un  lemme de comparaison (lemme 3.2). 
Ce lemme nous a ~t~ sugg~r5 par A. Ancona ([An]). 

L e m m e  3.1. Notons : 

A =  { (x , f (x ) )EO~; l imin f  l f (Y)- f (x) l  < l }  
y---*~ ly-xl  2 

Pour tout point PoE~t, il existe une constante C=C(Po) strictement positive telle 
que : 

_< c((71)1 , 

O~t (71 designe Ui?Ttage de la mesure de Lebesgue par l'application x--~(x, f(x)). 

Ddmonstration. Si (x , f (x))EA,  on peut  construire une suite d'intervalles 
I,~(x)=[an, b,~] d'int~rieurs non vides, de longueur d~croissant vers 0 et v~rifiant 
pour tout n : 

(x=a,~ ou x=bn) et [f(an)-f(b~) I < la~-bnl 2. 
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Notons alors rn=bn-an et J~(x)={(y,f(y))EO~;yCI~(x)}. Comme f est 
d~croissante, on a l'inclusion : 

J,~ (x) C (an, f(an))+ [0, r~] x [ - r  2, 0] ---- B,~ (x). 

Fixons un point Po �9 et un compact KC.A. Quitte k extraire des sous suites, 
on peut supposer que : 

Y(x, f(x)) �9 K;Vn �9 N, 5(P0, Bn(x)) > C, 

off C est une constante ne d~pendant que de P0 et off 5 d6signe la distance paraboli- 
que ddcrite lors de la partie 2. Notons F(x, t) la solution fondamentale de l'~quation 
de la chaleur dans le plan. Le principe du maximum nous donne la comparaison 
suivante (d~jk apparue dans [KW1, lemme 8, page 227]) : 

Y(x, f(x)) �9 K; V(y, s) �9 f}; Yn > O, w(v'~)(Jn(x)) <_ Crnr(y-an, s-f(an)+2r2), 

off C est une constante universelle. Comme la fonction F est uniform~ment major6e 
sur le compl6mentaire de tout voisinage de l'origine, on en d6duit l'existence d 'une 
constante C=C(Po) telle que : 

V(x, f(x)) e K; Vn > O, wP~ < Cal(dn(x)). 

La fin de la preuve est Mors classique. Fixons un ouvert U contenant K.  On peut 
s~lectionner dans la famille (Jn (x))~eg,,~>0 une suite "d'intervalles" notre (Hn)n>0 
telle que : 

KC U HncU. 
n>_O 

En s61ectionnant une suite minimMe, on peut de plus imposer que tout  point 
soit au plus dans 2 6l~ments de la suite (Hn)n>o (on utilise ici un cas particulier 
6ldmentaire du lemme de Besicovitch). On trouve alors : 

wP~176 Hn <2Cal(U). 
n=O \ n = O  / 

La r~gularit~ des mesures ol et w P~ permet d'achever la preuve du lemme 3.1. 
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L e m m e  3.2. (lemme de comparaison) Soient f l  et f2 deux fonctions continues 
ddcroissantes sur R.  Notons ftl et f~2 les ouverts correspondants et wm (resp. w2) 
la re�9 harmonique dans f~l (resp. f~2). Fixons PoEgtlN~t2 et notons F l e  feting 
0~1NOf~2. Soit E un bordlien de F. On a : 

= o ".. = O. 

Po Ddmonstration. Par  r~gularit~ des mesures w P~ et w 2 , on peut  supposer que 
E-=K �9 compact.  Notons P0=(X0,  To) et supposons que w P~ ( K ) = 0 .  Le principe 
du maximum dans ft2 nous affirm�9 que wP~176 et nous autorise 

1 plan {t<T0}. Le raisonnement effectu5 lors supposer que K est inclus dans le 

de la remarque 2 qui suit l'Snonc~ du theorem�9 3 s 'applique encore dans le context�9 
present et nous permet  donc de dire que : 

YPe f~ l ,  uP(K)=O.  

Introduisons alors l 'ouvert U d~fini par : 

V = { (x, t) e R 2 ; t > sup{f l (y)  �9 R ;  (y, fm (y)) �9 K et y > x}}. 

L 'ouvert  U est construit de la fa~on suivante : 

Si h ' = { x � 9  f l ( x ) ) e K }  et si ]a, b[ e s t u n e  composante connexe de R \ K ,  
on remplace sur ]a,b[ la fonction f l  par fl(b) (avec la c o n v e n t i o n / 1 ( + o c ) = - o o ) .  
Ainsi U contient ~1 mft2 et K est inclus dans OUAOf~I NOft2. Notons # la mesure 
harmonique dans U. On constate alors l 'est imation suivante : 

Affirmation 3.3. VP �9 U \ ~ I ,  , P  (K)  < �89 

Supposons un instant cette affirmation acquise et terminons la d~monstration 
du lemme. La restriction s f~  de la fonction P--* 2(1-  #P ( K) ) est clots clairement 
une sur-solution au problem�9 de Dirichlet dans f~l avec donnde fronti~re IOnl\K. 
On a donc : 

VP �9 ~tl, 2 ( 1 - # P  (K))  >_caP(Oral\K). 

Comme par hypoth~se, K ne charge pas la mesure harmonique dans ~tl, on conclut 

donc que : 
VP �9 U, pP (K) < 1 

I1 est bien connu qu'alors, # ' ( K )  �9 identiquement null�9 dans U (car 2#" (K) est 
une sous-solution au probl~me de Dirichlet dans U avec donn6e fronti~re 1K). 

Finalement, comme ~22cU et KCOf~2AOU, le principe du maximum donne : 

v p  �9 = 0. 

C'est  ce qu'il fallait d~montrer. Evidemment,  on montre de mSme la r~ciproque du 

lemme 3.2. 
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I1 reste ~ 6tablir l 'affirmation 3.3. Par  le principe du maximum, il suffit de la 
d~montrer en tout point P E O~I \K .  Fixons un tel point P- - (x0 ,  f l (x0))  et notons 
]a, b[ la composante connexe de x0 dans R \ K .  On peut supposer b # + ~  (si non, 
comme f l  est d~croissante, #P(K)=O). Pour simplifier les notations, on peut aussi 
supposer b=O et f l (b )=0 .  Notons pour t > 0  et x E R  : 

u(x,t)= fo+~176 dy. 

La fonction u est solution de l'~quation de la chaleur dans le demi plan {t>0},  
v~rifie u(x, 0)=  1 s ix  > 0 et u(x, 0)=0 s ix  < 0. En appliquant le principe du maximum 
dans l 'ouvert 

V=UN{(x,t) � 9  2 ; O < t < f l ( a ) } ,  

on obtient : 
V(x,t) E V, #(x't)(K) _< u(x, t). 

Comme Xo<0 on d~duit en particulier que : 

,(xo,Sl(xo))(K) < 1. 

Remarquons que la sym~trie de la s F joue un grand r6ie dans la 
d~monstration de ce principe de comparaison. 

De lemme 3.2 ~tant acquis, nous pouvons terminer la preuve du th~or~me 1 
lorsque f est d~croissante. Soit E un sous-ensemble de 0 n  de longueur nulle. 
L'ensemble E ~tant inclus dans un bor~lien de longueur nulle, on peut supposer 
que E est bor~lien. Ensuite, la r~gularit~ de la mesure harmonique nous permet de 

N 

n'avoir g traiter que le cas oh E = K  est compact. Notons alors K la projection sur 
l 'axe des x du compact K et introduisons pour nEN* : 

Kn = {x E K ; V y  E [x-1/n,x+l/n], I f (y ) - / (x ) l  _>l~ly-xl ~ }. 

L'ensemble K~ est encore compact. De plus, f ~tant monotone, il est facile de 
constater que : 

3kn > 0 ;V(x,x')  E K n  ~, If(x)-f(x')] > ~nix--x'I2. 

On peut alors construire une nouvelle fonction cd/ncidant avec f sur K~ et 
v6rifiant la propri~t6 (*) de la partie 2. I1 suffit pour cela de prolonger flR~ de 

faqon affine sur les composantes connexes born~es de R \ K ~  et par des branches 
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de paraboles sur les deux composantes connexes non born6es de R \ K n .  Grs au 
lemme de comparaison 3.2 et au corollaire 4, on obtient alors : 

V n > l ,  VPEl-/,  wP(Kn)=O, 

off Kn est la pattie du graphe correspondant au compact Kn. 
Enfin, on remarque que K \  Un>l Kn est inclus dans l'ensemble .4 d~crit lors 

du lemme 3.1. Comme il est de longueur nulle, on obtient al  ( K \  U,~>l g n )  --0 puis, 
l'aide du lemme 3.1 : 

VPoEt2, wP~ U 1 K n )  =O. 

4. F i n  de  la p r e u v e  d u  t h ~ o r ~ m e  1 

Dans toute cette partie, on fixe une fonction f continue sur R et on reprend les 
notations du th~or~me 1. La d~monstration du th~or~me 1 s'articule alors autour 
du lemme suivant : 

L e m m e  4.1. Soit K un compact de 012 tel que HI(K)=O. On note : 

= { x E R ;  (x,f(x)) � 9  

et on suppose que la restriction de f ~t K est monotone. On a alors : 

VP �9 fl, wP(K) = O. 

Ddmonstration. On peut supposer que f i r  est d~croissante. Posons : 

f l ( x )=in f ( f ( x ) , in f ( f ( y ) , y~x ,  yEK)) .  

Comme la restriction de f k K est d~croissante, la fonction f l  s'obtient en 
posant f l(x)=inf(f(x),  f(a)) sur chaque composante connexe ]a, b[ de R \ K .  I1 est 
~l~mentaire de constater q u e f l  est encore continue. De plus, si ~l={(x, t )ER2; 
t>f(x)} ,  t21 contient fl et KCOfINO~I. Par le principe du maximum, il suffit 
donc de d~montrer que w P ( K ) = 0  pour tout point P C ~ I  (wi d~signe, comme les 
notations le sugg~rent la mesure harmonique dans ~1). Notons ensuite : 

f2 (x) = sup(f1 (Y)). 
y>_x 
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Par  d@finition, f2 est la plus peti te fonction d@croissante sup@rieure k f l .  On sait 
que f2 est encore continue. Les propri@t@s de f l  assurent qu'en tout point xEfi:, on 
a f l  ( x ) =  f2 (x). Signalons que Nishio ([Ni]) a aussi exploit@ la t ransformation faisant 
passer de f l  k f2 pour r@soudre d 'autres  types de probl~mes li@s k l'@quation de la 
chaleur. Apr~s cette transformation, l 'ouvert Ft2 correspondent est inclus dens ~ l  
mais on constate cependant que : 

VP E Ft2, w P ( K )  = w P(K) .  

En effet, fixons tout d 'abord  (x, f2(x))Ea~2nFtl et notons I la composante 

connexe de x dens a\{yeR;f2(y)=/2(x)}. Par  d@finition, I ne rencontre pas K.  

Le principe du maximum assure done que w[Y'8)(K)=O en tout point (y , s )eF t l  

v@rifiant yeI et s<f2(x). I1 s 'en suit que w~ x'f2(x)) ( K ) = 0 .  En jouant sur l 'arbitraire 

en x et en appliquant tt nouveau le principe du maximum, mais cette fois-ci dens 
Ft2, on obtient alors l'in@galit@ wP(K)<wP(K) en tout point PEFt2. I1 s 'agit  de 

l'in@galit@ non triviale entre ces deux fonctions. 
Finalement, on peut dire que wi(K) s 'obtient en prolongeant w2(K) par z@ro 

en tout point de ~tl \~2. 
Sous l 'hypoth~se HI(K)=O, le travail effectu@ dens le cas des fonctions mono- 

tones nous assure que w P ( K ) = 0  en tout  point PEFt2. I1 s 'en suit que w P ( g ) = 0  en 
tout  point PEFtl .  C'est  ce qu'il fallait d@montrer. 

Nous pouvons maintenant  terminer la d@monstration du th@or~me 1. Soit E C 

OFt un ensemble de longueur nulle. Un argument  similaire ~ celui @voqu@ lors de la 
part ie  3 permet  de supposer que E=K est un compact  de 0n.  

Notons comme lors du lemme 4.1 R={xeR;(x,f(x))eK} et pour n e N * ,  
introduisons les ensembles suiwnts  : 

= {x e - ;Vy e Ix-  1/n, x], f(y) <_ f (x)}  et 

={xe ;Vye [x,x+l/n], /(y) < /(x)}. 

I1 est facile de constater que les ensembles K+ et K~  sont encore compacts.  

Notons K + et K n les projections sur le graphe des ensembles R'+ et R'n et montrons 
tout  d 'abord  que ces ensembles ne chargent pas la mesure harmonique. Traitons 
par  exemple le cas des ensembles K +. Si x E K  +, on constate que la restriction 

de f ~ K+n[x-1/2n, x+l/2n] est croissante. Vn argument de compacit@ permet  

alors d'@crire K+ comme r@union finie de compacts  sur lesquels f e s t  croissante. Le 
lemme 4.1 nous assure alors que : 

v e  e =0. 
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Finalement, apr~s avoir trait5 de la m@me mani~re les ensembles Kj,, on conclut 

que : 

\n_>l 

Enfin, on constate que : 

~[\ U K+U.K~ = { x e ~ J ; 3 x ~ [ " ~ x ; f ( x ~ ) >  f (x )  et 3x~ f f  x ; ] ( x ~ ) >  f(x)} .  
n>_l 

Ainsi, si x e K \ U ~ >  1 K+UK~,  on peut construire une suite d'intervalles ferm@s 

iz (x) = [az (x), bz (x)], 1 > 1 dScroissant vers {x}, d'int@rieurs non vides et v@rifiant : 

Vl >_ 1, f(az(x)) = f(bt(x)) et Vy e it(x),  f (y)  < f(az(x)). 

Notons alors Iz(x) la projection sur le graphe 0~  de l'intervalle if(x). Le 
principe du maximum assure alors : 

Vy �9 if(x) ; Vt �9 IX(Y), f(al(x))], oJ(Y't)(Ii(x)) = 1. 

Fixons un point P0=(X0,  To)E~ et appelons c=5(P0,  O~) oh 5 d@signe la dis- 
tance parabolique. On peut, dans la construction de la famille des intervalles ik(x) 
supposer qu'ils sont tous de longueur inf@rieure ~ s. I1 est alors facile de se convaincre 
qu'on a : 

Vl_> 1; Vx �9 K \  U .K+U.K~, To > f (a t (x ) )+s  2. 
n>_l 

On peut ainsi effectuer comme lors du lemme 3.1 une comparaison avec la 
fonction F et trouver une constante C = C ( s )  strictement positive telle que : 

V / > I ;  V x e K \  U -~+UKn'  ogP~ 
n > l  

Par  hypoth~se, K \  U,~>l K+UKj~ est de longueur nulle. Afort iori ,  il �9 n@gli- 
geable pour la mesure al .  Par un raisonnement similaire ~ celui du lemme 3.1, on 
conclut donc qu'il est aussi n@gligeable pour la mesure w P~ . La preuve du theorem�9 1 
est ainsi complete. 

5. E t u d e  d ' u n  exemple 

Lorsque f est au moins de classe C 1, les 5valuations de la mesure harmonique 
dans ~ = { t > f ( x ) }  sont surtout d@licates sur le ferm@ F={(x , t ) eO~; f ' ( x )=O} .  
Des travaux de Kaufman-Wu et de Taylor-Watson on peut d~gager la remarque 
suivante : 
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Proposition 5.1. Soient f une fonction de classe C 2 sur R et E un bordlien 
inclus dans F = { ( x ,  t ) � 9  gotons a la mesure de longueur sur 0~. On 
ales dquivalences suivantes : 

E est polaire r VP �9 ~, wP(E) = 0 

Dans cette situation, les raisons qui assurent sur F l'Squivalence entre mesure 
harmonique et mesure de longueur sont finalement tr~s grossi~res. Comme le montre 
le r@sultat qui suit, ce phSnom~ne n'existe plus en gSnSral lorsqu'on diminue la 
r@gularit~ de f .  

Exemple 5.2. Pour tout a � 9  2[, on peut trouver une fonction S de classe C a 
et un borSlien E c F = { ( x ,  t)�9 } vSrifiant : 

E est non polaire et VP �9 ~, wP(E) = O. 

Ddmonstration de la proposition 5.1. L'implication 2 ~ 3 est d@montr6e par 
Kaufman-Wu dans [KW3]. Pour d6montrer 3 ~ 1 on s'appuie sur un r6sultat de 
Taylor-Watson [TW]) : il suffit de d~montrer que AI (E)=0 .  De plus, E @tant analy- 
tique, le th6or~me de capacitabilit@ nous permet de supposer E compact (voir [Ca]). 
Notant E la projection sur l'axe des x du compact E,  on peut alors trouver une 
constante C strictement positive telle que : 

V ( x , x ' ) � 9 2 1 5  ] f ( x ) - f ( x ' ) l  ~ Clx-x'21 �9 

L'application x �9 (/~, I" I ) ~  (x, f ( x ) )  �9 (E, 5) est donc bi-lipschitzienne. Comme, 
par hypoth~se,/~ est de longueur nulle, on obtient bien que A1 (E)=0 .  C'est ce qu'il 
fallait d@montrer. 

Construction de l'exemple 5.2. Pour tout  r~el rE]0, 1[ introduisons l'ensemble 
de Cantor 

K ~ =  x � 9  ko f iVk ,  e k � 9  . 
k=O 

On fixe deux r@els a, b< 1 et on consid~re l 'application : 

-{-c~ ~-c<) 

s : x =  k �9 Ko S(x)= Z �9 Kb. 
k=0 k=0 
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I1 existe une constante C > 0  telle que : 

(1) V(x,x')  e k e ,  -~]x-x ] <_ ]f(x)-  f(x')] <_C]x-x'[ a, 

off a = l o g  b~ log a. 

Supposons l < a < 2 .  La fonction f e s t  alors de classe C a s u r  Ka all sens de 
Whitney. Elle peut donc se prolonger en une fonction de classe C a sur R (voir [St, 
page 170]). Notons alors : 

E= {(x,t) e R  2 ;xe Ka et t= f(x)}. 

Le compact Ka @tant sans point isol@, l 'estimation (1) assure que EcF.  De plus, 
l'ensemble E est de longueur nulle (il est m@me de dimension - ( log  2/ log a)<1) .  
Grs au th@or~me 1, il est donc de mesure harmonique nulle dans l 'ouvert corre- 

spondant g la fonction f .  
Par contre, pour certains choix des param~tres, il va @tre non polaire. Pour s'en 

rendre compte, il suffit d'@valuer la dimension parabolique de E (voir les travaux 
de Taylor et Watson ([TW]) ainsi que la partie 2 de ce travail pour les d@finitions). 

Comme a < 2 ,  l 'estimation (1) nous permet de dire : 

V(x, t) ~ E;  V(x', t') ~ E, 

6( (x, t), (x', t ')) = sup( Ix -x ' l ,  ]f(x)-- f(x')l 1/2) ..~ Ix-x'l a/2. 

La dimension parabolique de E est donc @gale k (2 /a )d im(Ka) ,  soit encore 
- log  4/ log b. Grs aux travaux de Taylor et Watson ([TW]), il suffit done de choisir 
b> �88 pour que E ne soit pas polaire. Les contraintes successives sont compatibles 
entre elles. Plus pr@cis@ment, pour chaque aE] l ,  2[ on peut choisir a et b v@rifiant : 

1 1 log b 
a 2 < ~ < b < a < ~ ,  c~-  log a 

et fournissant un exemple r@pondant ~ la question. 

6. Descr ipt ion g@om~trique de la mesure  
harmonique  lorsque f est m o n o t o n e  

Lorsque f est monotone, on peut obtenir des estimations exactes de la mesure 
harmonique. Selon les zones du graphe, la mesure harmonique est, soit 5quivalente 

la mesure H1, soit @quivalente ~ la mesure A2. C'est ce qu'on d~crit dans l'@nonc~ 
qui suit. Pour fixer les id@es, on suppose la fonction f d@croissante. On pourrait 
@videmment @crire un @nonc@ similaire lorsque f e s t  croissante. 
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T h ~ o r ~ m e  5. Soit f u n e  fonction continue ddcroissante sur R.  Pour Po = 
(Xo,To)E~, notons ATo=a~M{t~_To) le support de w Po. Appelons : 

I .A = (x,f(x)) E 0 ~ ; l i m i n f  f ( x ) - f ( x + h )  

A = {  h. < +co } 
Fixons enfin un bordlien E inclus dans ATo. Les propridtds suivantes sont vdrifides : 

(i) L'ensemble 

( f (x)  
P = ~(x, f(x)) E 0~  ; l iminf  

h---+0+ h 2 ( 
< lim suPh_+0+ f(x)-f(x+h)h 2 } 

est polaire. En particulier, la mesure w P~ est portde par ATo M(c4+UA-). 
(ii) Si E C A  +, alors : 

w p~ r A 2 ( E ) = 0 .  

(iii) Si E C A - ,  alors : 

w p~ ~ HI(E)=O z ~ AI(E)=O. 

(iv) Enfin, sans restrictions sur E on a : 

H i ( E ) = 0  ~ wP~ ~ A 2 ( E ) = 0 .  

Remarque. I1 r6sulte du th6or6me 5 que l'ensemble A+N~4 - est polaire car il 
v~rifie AI(A + N.A-)=0. En effet, supposons que A1(~4 + N A- )  soit strictement posi- 
tif. L'ensemble dtant analytique, on peut alors trouver un compact KC.4+NA - 
v~rifiant 0 < A1 ( K ) <  +co (voir [Ca, th~or~me 3, page 11]). Fixons alors un point P0 = 
(X0, To)E ~ tel que K C AT 0 . Le point (iii) du th~or~mc nous assure que w P~ (K)> O. 
Donc, grace au point (ii), on trouve que h 2 ( g ) > 0 ,  ce qui est absurde. 

Cette remarque combinde au point (i) du th~or~me nous permet alors d'dcrire 
que la mesure w P~ est portde par l'ensemble : 

AToN{(x , f (x ) )EO~" lim f ( x ) - f ( x + h )  I 
h ~ 0 +  h2 ---- 0 o u  -}-c~ . 

Ddmonstration du thgor~me 5. Commen~ons par le point (i). Fixons N E N *  et 
notons : 

p(x, t) = f l Y  F ( x - u ,  t - - f  (u)) du, 
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off F(y, s)=(1/4~)e-Y2/4~l{8>o} (y, s) d@signe la solution fondamentale de l'~qua- 
tion de la chaleur sur R 2. La fonction p e s t  un potentiel sur R 2. On va montrer 
qu'elle vaut +oo en tout  point de P n { ( x ,  t)eRa;ixL <N} .  Comme N e s t  arbitraire, 
le point (i) en r~sultera. 

Fixons x o e ] - N ,  N[ et supposons que (xo, f (xa))eP.  On a :  

f 
N-a:o 

p(xo, f(xo)) = F ( - h ,  f ( a c 0 ) - f ( x o + h ) )  dh. 
ao 

Pour simplifier l'Scriture notons : 

x(h) = f (Xo)- f (xo+h)  
h ~ 

Fixons enfin deux r@el a e t  b strictement positifs tels que : 

lira inf x(h) < a < b < lira sup x(h). 
h--*Ot h..~O + 

A l'aide du th@or~me des valeurs intermddiaires, on peut eonstruire deux suites c~n 

et/3n d~croissant vers 0 et v~rifiant : 

{ ~ n + l  </3n < an < N - x o ,  
Vn >_ O, Vh �9 [~n, Ozn], a ~-- X(oLn) < )(.(h) ~ X(/~n) = b. 

Par  construction, si hE[13n, c~], on a : 

1 
F ( - h ,  f ( x o ) -  f(xo+h) ) ~ -~. 

Enfin, comme f est ddcroissante, on a : 

= < = 

Ainsi, il existe un hombre eel0, 1[ tel que : 

Vn > 0, fin -< (1-e)c~n. 

Finalement, eomme les intervalles [/3~, c~] sont deux g deux disjoints, on a : 

p(xo, f(xo)) >_ r ( - h ,  f (xo) - f (xo+h))  dh >~ -~)~ -~ 
n = O  n n = O  

C'est ce qu'on voulait ddmontrer. 
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Pour d@montrer les trois autres parties du th@or~me, on peut  supposer que 

E=K est un compact de 0~2 inclus dans AT 0 (on utilise pour faire cette r~duction 
la r@gularit~ de w P~ et le th@or~me 3, page 11 de [Ca]). Pour tout  sous-ensemble A 
de c9~, on notera comme pr@c@demment .~ sa projection sur l 'axe des x. 

Pla~ons nous tout d 'abord  sous les hypotheses du (ii). En introduisant les 
compacts 

~[n,p= { x � 9  ;Vy�9 [x,x+l/n], If(y)-f(x)l >_ ~-51y-xl2}, 

on se rambne comme lors de la partie 3 s ne trai ter  que le cas des compacts K 
v@rifiant de plus : 

3c>O;V(x,x') �9 if(x)_f(x,)l > ~lx_x,i ~ 

Comme lors de la part ie 3, f l k  coincide avec la restriction k K d 'une fonction h 
v@rifiant la propri@t@ (*) de la part ie 2. Le lemme 3.2 et le thSor~me 3 nous assurent 
alors que : 

wP~ r a2(K)=O. 

Enfin, la fonction h vSrifiant la propri@t@ (*), on peut  trouver une constante 
k > 0  telle que pour tout couple (t, s ) � 9  2 on ait : 

kS((h-l(t), t), (h - l ( s ) ,  s)) ~ It-sl 1/2 ~ kS((h-l(t), t), (h-l(s), s)). 

I1 est alors clair que : 

a2(K)=O .'. '.. A 2 ( K ) = 0 .  

C'est  ce qu'il restait k prouver. 

La d@marche utilis@e pour @tablir la part ie Off) est similaire. En introduisant 
les compacts 

Kn,p = {x �9 -~;Vy �9 [x, x§ If(Y)-f(x)l <-PlY-Xl2}, 

on se ram~ne k ne trai ter  que le cas des compacts K v@rifiant de plus : 

3c>0;v(x,x') 2, If(x)-l(x')l <clx-x'l 2. 

On peut  alors prolonger f l ~  en une fonction h d@croissante et de classe C 1,1 

sur R.  Pour cela, on fixe une fonction r [0, 1]--*[0, 1] de classe C 2, croissante et 
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v6rifiant r  r  r  et r  Pour obtenir la fonction h, il suffit 

alors de poser sur chaque composante connexe born6e ]a, b[ de R \ K  : 

h(x) = f ( a ) + ( f ( b ) -  f(a)  )r ) 

et de d~cider que h est constante sur chacune des composantes non born6es de 
R \ K  (une telle construction se trouve dans [KW1]). Le lemme 3.2 et les t ravaux 
de Kaufman-Wu (voir th6or~me A) nous assurent alors que : 

w P~ (K)  = 0 .: ~.. (71 (K)  = 0. 

Enfin, on remarque que l 'application x E K - +  (x, f (x)) E R 2 est bi-lipschitzienne 
lorsque R 2 est muni de sa m6trique euclidienne mais aussi lorsque R 2 est muni de 

la distance 6. On a alors : 

0" 1 (K)  ~-~ 0 ~ H1 ( g )  -- 0 -~ ;- A1 (K) ~-- O. 

Pour terminer la preuve du point (iv) du th6orbme, il suiilt de constater que 

l 'ensemble 0~t\,4 + est n6gligeable pour la mesure A2 ; en imitant un raisonnement 
d6j~ effectu6 au cours du lemme 3.1, on montre m6me que tout bor61ien born6 B 

de 0 f t \ A  + v~rifie A I ( B ) < + o c .  
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