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Distances sous-elliptiques et 
puissances d'opdrateurs diffe rentiels 

Sami Mustapha 

1. Distances sous-elliptiques 

Soit ~ un voisinage relativement compact de 0 � 9  ~ et L un op~rateur diff~ren- 
tiel du second ordre, 

02 
(1.1) L=- E a i j ( x ) ~ + . . . ,  

i , j= l  

auto-adjoint, h caract~ristique positive et h coefficients C ~ sur ~t (cf. [OR]). A un 
tel op~rateur on associe naturellement une distance canonique ([FP], [FS], [JS]). 
Pour x � 9  et r > 0  on dit que yEB(x, r) s'il existe un chemin absolument continu 
/(t), ( 0 ~ t < r ) ,  v~rifiant l (0)=x,  l(r)=y et qui soit sous-unitaire pour L. Ceci signifie 
que le vecteur tangent 

dl = E Aj Oxj ' 
J 

est sous-unitaire pour L en l(t) pour presque tout  t � 9  [0, r], 

n 

i , j= l  i , j= l  

V~i � 9  

On pose 
d(x, y) = inf{r > 0: y �9 B(x, r)} < +ec.  

On dit que l'op~rateur L e s t  sous-elliptique, d'indice de sous-ellipticit~ s, s'il 
existe 0 < s < 2  et C > 0  telle que 

(1.2) llfll(~) ~C(]]Lf]]-I-]]f][), f eC~(~2), 
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oh II" I1(~) d@signe la norme de Sobolev usuelle et II" II la norme dans L2(Rn). 
1 La distance d(-, .) est alors h51derienne d'ordre ~c par rapport ~ la distance 

euclidienne (voir [FP]) 
d(x, y) <_ Clx-yr /2 .  

Soient L1 et L2 deux op@rateurs diffSrentiels comme ci-dessus, vSrifiant (1.2) 
pour des indices ~1, c2>0. Soient dl(-,  .), d2(. ,-) les distances qui leur sont as- 
soci@es. Les op@rateurs L1 et L2 @tant formellement auto-adjoints dans L2(~), il 
sont fermables et on pent d@finir leurs puissances complexes L~, a � 9  i=1,  2. Soient 
0<a_<~, consid@rons les trois conditions suivantes : 

(i) I1 exist�9 C > 0  telle que 

x, y e a .  

(ii) I1 existe C > 0  telle que 

IIL1/2 fll <_ C(llLr / �9 cT(a ) .  

(iii) V l < p < c o ,  3 C > 0  telle que 

IIL~/2 fllz ~ <-- C(IIL~/2 flIL ~ +llfllz~), f �9 C~(~).  

Une conjecture naturelle, d~ja consid~%e par plusieurs sp@cialistes, est que les 
conditions (i), (ii) et (iii) sont @quivalentes. Notamment, on a les  %sultats partiels 
suivants : 

1. Le fait clue (i) => (ii) a ~t@ d'abord prouv@ par HSrmander (avec une perte 
c>0) ,  pour L I = A  (le Laplacien usuel) et L 2 = ~ X ~ X j  un op@rateur somme de 
car%s de champs C ~ tell�9 que les champs Xj et leurs crochets successifs jusqu'~ 
l'ordre k engendrent le plan tangent Tx(~), VxE~ (cf. [H1]). 

2. Rothschild et Stein ont ~tabli le r@sultat ci-dessus sans perte et mont% que 
le meilleur s telle que (1.2) soit v@rifi@e est, dans ce cas, donn@ par c = 2 / ( k + l )  
(cf. [RS]). 

3. L'@quivalence des conditions (i) et (ii) a @t@ prouv@e par Fefferman et Phong 
sons les hypotheses 0<a_<~_<l et L I = A  (cf. [FP]). 

4. L'~quivalence des conditions (i), (ii) et (iii) a ~t~ d~montr@e par Sanchez- 
Call�9 dans [S] sons la condition a=/~ . 

5. Varopoulos a @tabli l'implication (i) =~ (ii) pour deux op@rateurs diff@rentiels 
sous-elliptiques arbitraires sons l'hypoth~se 0<a ,  ~ <  �89 (cf. [V1]). 

6. Le fair que (i) :=~ (ii) ainsi que l'@quivalence des conditions (ii) et (iii) sont 
prouv@s dans IV2] dans le cas oh L I = A  et pour 0<a_<~ arbitraires. 
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7. Dans [V3], Varopoulos prouve, pour L1 et L2 deux op6rateurs sommes de 
carr6s de HSrmander et sous l 'hypoth~se r > 1, que (i) ~ (ii) et (ii) ~=~ (iii) pour 
tout 0 < a < / 3  et que (iii) pour a=ao  et/3=/30 entra~ne (i) pour a = a o - r  et/3=/30. 

8. Varopoulos a montrd dans IV4] qu'il 6tait possible d'61iminer l'hypoth~se 
"somme de carr6s" sur l'op6rateur L2 et d'dtendre les conclusions ci-dessus au cas 
oh L2 est un op6rateur diff6rentiel auto-adjoint arbitraire et L1 un op6rateur somme 
de carr6s de champs. 

9. Dans [M] nous avons 6tabli ces r6sultats pour L1 et L2 deux op6rateurs 
diff6rentiels comme dans (1.1) (qui ne sont pas sommes de carr6s), sous l'hypoth~se 
r et r Nous avons aussi montr6 que la condition (ii) 6tait dquivalente au 
fair que (al (x, ~) + (~)~1)~ < (a2 (x, ~) + (~)~2)~, off al (x, ~) et a2 (x, ~) d6signent les 
symboles principaux des op6rateurs L1 et L2. 

Un des buts de cet article est de montrer qu'il est possible aussi d'61iminer 
l'hypoth~se r > 1 sur l'op6rateur L1 et d'obtenir les r~sultats ci-dessus sous la seule 
hypoth~se r > 1. D'une mani~re plus pr6cise on montre le th60r~me suivant : 

T h ~ o r b m e  1. Soient L1 et L2 deux opdrateurs diffdrentiels sous-elliptiques 
comme dans (1.1) telle que l'indice de sous-ellipticitd de L2 vdrifie r Con- 
siddrons les cinq conditions suivantes : 

(i) Il existe C > 0  telle que 

d~2 (x, y) < Cd~ (x, y), Yx, y E ~. 

(ii) Il existe C > 0  telle que 

]{L~/2fll < C({{L~/2fll+llfl{), V f  C C~(f~).  

(iii) Il existe C > 0  telle que 

al (x, ~)a/2 _< C(a2 (x, ~) + (~>a2)fU2, (x, ~) e f~ x R n. 

(iv) Pour tout 1<p<cr  il existe C > 0  telle que 

IlL1 f[ILp~C(IIL~2/2fI[LP-4-IIflIL~), V f E C ~ ( ~ ) .  

(v) Pour tout s E R  il cxiste C > 0  telle que 

IIL~/2fll(s) ~ C(llL~2/2 fll(s)+llfl}(~)), v f  e cC(~).  
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Alors : (1) (i) ~ (ii) pour tout a, fl>O, (2) les conditions (ii), (iii), (iv) et (v) sont 
dquivalentes pour tout a , ~ > 0  et (3) (ii) pour a=ao et ~=/~0 entra~ne (i) pour 
~=~0 et a = a o - C ,  avec c arbitrairement petit. 

Observons que l'analyse des op~rateurs du second ordre de la forme (1.1) diiFere, 
aussi bien sur le plan conceptuel que technique, de l'analyse des opSrateurs "sommes 
de carr~s". L'existence d'op~rateurs du type (1.1) qui ne soient pas des sommes de 
car%s de champs (h coefficients C ~ )  est li~e, dans une certaine mesure, au 17 eme 
probl~me de Hilbert (cf. [OR, p. 8]). L'~tape qui consiste ~ passer du cas "sommes 
de car%s" au cas des op~rateurs (1.1) est souvent difficile. Cette 6tape a ~t6 %alisSe 
pour l 'op6rateur L2 dans IV4], comme nous l'avons signal5 plus haut. Cependant, 
la preuve donn~e dans IV4] utilise d'une mani~re cruciale la structure somme de 
car%s de l 'op~rateur L1 ; en particulier l 'existence d'une param~trixe pour cet 
op~rateur. L'existence d'une telle paramdtrixe est bas~e sur des constructions li~es 

la procSdure de Lifting de Rotschi l~Stein  d6velopp6e dans [RS]. L'approche que 
nous proposons ici montre qu'il est possible d'~viter ces constructions et de relaxer 
l'hypoth~se "somme de car%s" sur l 'op~rateur L1 ; ceci en d~gageant une traduc- 
tion en termes de symboles de l'in6galit~ (ii), i.e. le crit~re (iii). Cette approche 
qui est bas6e sur une utilisation syst6matique du calcul pseudo-diff5rentiel dans le 
cadre des classes S(m,  g) et des espaces fonctionnels qui lui sont naturellement as- 
soci6s permet en outre d'obtenir le raffinement (v) que ne donnent pas les m~thodes 
pr6c5dentes. Notons enfin que le crit~re (iii) permet de mettre en ~vidence une notion 
d'exposants de Lojasiewicz associds aux op~rateurs diffdrentiels que nous explorons 
dans la derni~re section de cet article. 

2. P u i s s a n c e s  des  o p ~ r a t e u r s  d i f f~rent ie ls  

Une dtape essentielle dans la preuve du Th~or~me 1 est un %sultat concer- 
nant les puissances des op~rateurs diff~rentiels. Soient L1 et L2 deux op~rateurs 
diff~rentiels comme dans (1.1) et soient L. ~ c~>0, i=1 ,2 ,  les puissances fraction- 
naires qui leurs correspondent. Pour c~>0 et l < p < o c  on d~finit les normes de 
Sobolev associ~es s l 'opdrateur Li, i= l ,  2, par 

(2.1) IIL~ fllLp + l]fllLp ~ II( I + Li)~ fllLp. 

Pour p =  2 l'6quivalence p%cSdente r6sulte du th~or~me spectral et pour 1 <p  < oc elle 
%sulte de la th~orie de Paley Littlewood abstraite (cf. [V1]). P%cisons que f ( w ) ~  
g(w) signifie qu'il existe une constante C > 0  telle que C- l f (w)<g(w)<_Cf (w)  et 
que nous employons le symbole C > 0  pour d~signer des constantes qui ne sont en 
g~ndral pas identiques. Afin d'all~ger les notations on conviendra de d~signer dans 
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la suite par L aussi bien l'op6rateur L que l'op6rateur C ( L + A I )  off C et A sont 
des constantes convenables. Avec cette convention de notation et compte tenu de 
l'dquivalence (2.1), l'hypoth~se (ii) du Th6or~me 1 s'6crit 

(2.2) L~ < L~, 

au sens de l'ordre sur les op6rateurs (cf. [D]). Une 6tape essentielle dans la preuve 
du ThdorSme 1 consiste s montrer que (2.2) entraine que 

(2.3) L~ ~ < L ~  z, Vv>0,  

r ~ ( r ' Z  d~coule de la th~orie g6n6rale des op6ra- L'implication L~ <_L~2 =:> .t~ 1 ._~.t-~ 2 , 

teurs dans le cas off 0 < v <  1 (el. [D]). Elle est n6cessalre pour l'~quivalence des con- 
ditions (i) et (ii). I1 a ~t6 mont% dans [V3] qu'elle est presque sufIisante. En effet si 
(2.3) est prou%e il suffit de baisser les puissances dans (i) et d'utiliser le th6or~me 
principal de IV1] pour d~duire l'implication (i) =~ (ii). D'autre part (2.3) permet 
d'~tablir l'6quivalenee des conditions (ii) et (iv) en passant par l'interpolation com- 
plexe. La famille analytique d'op~rateurs Tz = L~ ~/2 (I  + L2) - ~ /2 ,  z �9 C, agit sur L p, 
1<p<cr  par la th~orie g6n6rale, pour Re(z)=0, et agit sur L 2 pour R e ( z ) = v > 0  
par (2.3) ; il suffit ensuite d'utiliser l'interpolation complexe pour d6duire (iv). Pour 
voir maintenant comment l'in6galit6 entre les puissances des op~rateurs L1 et L2 
entraine-t-elle eelle entre les puissances des distances qui leurs correspondent, il est 
ndcessaire d'introduire les espaces fonctionnels associ6s aux op~rateurs L de la forme 
(1.1). Pour c~>0 et l < p < e r  on pose 

(2.4) HR(L)  = { f  �9 LP : ( I + L ) ~ / 2 f  �9 LP}. 

I1 s'agit de l'5chelle des Sobolev associ6s aux normes (2.1). Soit T t = e x p ( - t L ) ,  
t>0 ,  le semi-groupe engend% par L (cf. [D]). Considdrons, pour a > 0 ,  l < p ,  q<oc, 
l'5chelle d'espaces de Besov attach6e ~ l'op6rateur L (cf. [BB]), 

(2.5) Ap, q(L)= { f E LP : ( foCe(t'~-al2]lL~Ttf[iLv)q d~t t I1/q < (x)l, 

off tousles  choix de ~>  l a  donnent des normes ~quivalentes sur h~,q. Si p = q = 2  
on a, par le th~or~me spectral, A~,2(L)=H~(L ). Si p=q=cr  et 0 < a < l ,  on voit 
facilement en utilisant la sous-ellipticit~ de l'opdrateur L que 

(2.6) A~ ,~ (L)  =A~,  
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off A~ ddsigne l'espace de Lipschitz associd k l'opdrateur L 

(2.7) A~. = {f  �9 L ~ :  I f ( x ) - f ( y ) l  -< Cd(x, y)a}. 

D'autre part les espaces A~,q sont les interpolds par la mdthode rdelle [., "]e,q 
(cf. [BL]) des H~. Si L = A  (le Laplacien usuel) les espaces ddfinis par (2.4), (2.5) et 
(2.7) coincident respectivement avec les espaces de Sobolev, de Besov et de Lipschitz 
usuels (cf. [T]). 

Soient L1, L2 vdrifiant L~-<L~2. En termes d'espaces de Sobolev une telle 

indgalit6 se traduit par l'injection suivante : HZ2/2(L2)cH2/2(L1). Par (2.3) et 

l'interpolation complexe, il vient que Hp ~/2 (L2) C Hp ~/2 (L1), 1 <p < co, u > 0. L'in- 

terpolation rdelle [., "]O,q permet alors de ddduire A~/2(L2)CAp~/2(L1). I1 suffit 
A s a ensuite de choisir q = ~  et d'utiliser l'injection ~,~(L2)CAp,~(L2)  (qui est triv- 

iale) d'une part, et l'injection Ap,~ (L~)c A ~ . ~  (L1) (qui repose sur la sous-ellipticit6 
de L~) d'autre part, pour ddduire (par (2.6)) l'indgalitd sur les puissances des dis- 
tances avec une perte r arbitrairement petite. 

Dans la suite nous allons prouver le thdorbme suivant 

Thf ior~me 2. Soient L1 et L2 comme ci-dessus et telle que L2 vdrifie (1.2) 
pour un indice de sous-ellipticitd c2>1. Supposons que pour 0<(~_<~ fixds, il existe 
C > 0  telle que 

(2.8) IIL~fll -< C(llL~fll + I]fl[), 

alors pour tout u>0,  il existe C > 0  telle que 

(2.9) IIL~fII _< c(llL~:~fll + [Ifll). 

Le Thdorbme 2 est prouvd pour L I = A  et L2 un opdrateur du second or- 
dre dans IV2]. I1 est aussi prouvd pour L I = ) - ] j X ~ X j + ( I + A )  ~, 0_<7_<1 et L2 
un opdrateur somme de carrds de champs darts IV3] et dtendu au cas oh L2 est 
un opdrateur pseudo-diff@rentiel ~ symbole polyhomogbne dans IV4]. L'approche 
adoptde dans [V2], [V3] et [V4] consiste s ramener la preuve de (2.9) an fait que 
lc semi-groupe engendr6 par l'opdrateur L2, exp(-tL2),  op@re sur les espaces de 
Sobolev engendrds par L1 : 

(2.10) e-tL2:HC~(L1) , Ha(LI ) ,  V~_>0. 

La propridtd (2.10) est vraie d~s que L1 et L2 commutent. En conjugant le semi- 
groupe e -tL2 par (I+L1) "/2 (2.10) s'dcrit 

(2.11) (I+L1)~/2e-tL2(I+L1)-a/2:L 2 >L 2 , V6~ )_ 0. 
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L'dcriture (2.11) montre que la propridt4 (2.10) correspond k une forme de commu- 
tation "faible" des opdrateurs L1 et L2. La propridt4 (2.10) est prouv4e dans IV3] 
pour L1 et L2 deux opdrateurs "sommes de carrd", en supposant l'indice de sous- 
ellipticitd de L2 plus grand que 1. L'hypothbse L2 "somme de carrds" est relax4e 
dans IV4]. 

Une approche alternative pour prouver (2.3) est ddveloppde dans [M]. Cette 

approche est basde sur une dtude de la nature des puissances assocides k un opdrateur 

diff4rentiel du second ordre. Si Lest elliptique, on sait que ces opdrateurs sont des 

opdrateurs pseudo-diffdrentiels classiques : (I+L)~/2EOPS~,o off OPS~, 0 d4signe la 

classe des opdrateurs pseudo-diffdrentiels classiques d'ordre a (cf. [H2]). Pour un 

opdrateur L comme dans (i.i), qui n'est pas elliptique, les puissances L ~ ne sont, 

en gdndral pas, des opdrateurs appartenant aux classes du calcul pseudo-diffdrentiel 

standard. L'impossibilitd de prendre les puissances fractionnaires (e.g. les racines 

carrdes) de tels opdrateurs a conduit ~ l'introduction des classes de calcul pseudo- 

diffdrentiel plus gdndrales :les classes ~-~ de Beals (cf. [BI]) et les classes S(m, g) 
de HSrmander (cf. [H2]). L'utilisation du calcul S(m, g) sera un ingrddient essentiel 
de la preuve du Thdor~me 2. 

Nous allons prouver ce thdorbme en nous ramenant au cas particulier off ci _> 1 

et ~2>I. La preuve de ce cas particulier se trouve ddja dans [M]. 

Les assertions (i) ~ (ii), (iii) r (iv) et le fait que (iv) pour a=ao et ~= 

/30 entra~ne (i) pour /3=-~0 et a=a0-~ rdsulteront du Thdorbme 2 comme il est 

indiqud au ddbut de cette section. On 4tablira, en cours de preuve du Th4or~me 2, 

l'dquivalence (ii) <=~ (iii) r (v) et on achevera ainsi la preuve du Thdor~me i. 

on a 

(3.11 

3. Rdduction au cas oh ex _> 1 et e2 > 1 

Observons que si a< �89 (2.9) est toujours vdrifide, d'aprbs [V2]. En effet, si 

) ' 

llL ' fll C[[A2~f[[-< CIIA" :fll ~ + llfll). 

Pour prouver la premiere indgalitd de (3.1) on remarque que LkeOPS2,k0, ce qui 
entraine, d'aprbs les propridtds dldmentaires des opdrateurs pseudo-diffdrentiels, que 
L k < A 2k . D'ofi 

(3.2) L~k<A 2"k, pour tout 0 < v _ < l ,  k = l , 2 , . . . .  
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La premiere in@galit@ dans (3.1) d@coule de (3.2). La derni~re r@sulte de la sous- 
ellipticit@ de L2 d'une part et du r@sultat principal de [V2] d'autre part. On peut 
donc supposer 

z2Z 
(3.3) - -  < 2. 

c~ 

Les deux lemmes suivants permettent de ramener la preuve du Th@or~me 2 au cas 
particulier off E1 > 1 et ~2 > 1. 

L e m m e  1. Soient L1 et L2 eomme dans (1.1) et telle que L2 vdrifie (1.2) avec 
~2>0. Supposons, pour 0 < a < / ~ < l  vdrifiant (3.3), 

(3.4) 

alors 

(3.5) 

IIL~fll ~ CII(I+L2)~fll 

II (L1 +A~=~/~)~ fll ~< CII (I+L2)Zf II, 

L e m m e  2. Soient LlUn opdrateur diffdrentiel comme dans (1.1) et soient 
r et 0<c~</~ tels que 1<~2/~/c~<2. On a alors pour tout v>0  

(3.6) IIL~fH ~ CII(LI+A~=~/~)~flI. 

En effet il suffira alors de montrer que (3.5) entralne 

II(LI+A~=~/~)~fll < CII(I+L=)~f]I, pour tout u > 0, 

pour obtenir le ThSor~me 2 . Or si g2_>l, l'op@rateur LI+A ~2~/~ v@rifie (1.2) avec 
un indice de sous-ellipticit@ plus grand que 1. Remarquons par ailleurs qu'on peut 
toujours supposer, dans le Th@or~me 2, que t3<1 car, comme il a @t@ d@ja signal@, 
(2.8) implique (2.9) pour tout 0 < u < l .  

Pour la preuve du Lemme 1 nous utiliserons les techniques de semi-groupes 
et d'interpolation rTelle. La preuve du Lemme 2 utilise le calcul pseudo-diff@rentiel 
dans les classes de H5rmander S(m, g) (aft [n2]). 

3.1. Preuve du Lemme 1. On peut supposer c~<1 car si (~=~=1 (3.4) entraine 
facilement (3.5). En effet, en notant (., .) le produit scalaire dans L2(Rn), on a 

II(L~+A~)fll 2 = II L~ f ll2 + ll A~= f ll2 -4- 2 ae( L~ f , A~= f ) <_ C ( ll L2 f l12 -4-11f l12) , 
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en utilisant (3.4), la sous-ellipticitd de L2 et l'indgalitd de Schwarz. Pour prouver 
(3.5) il suffit de montrer  

][(LI+A~2~/~)a(I+L2)-~[[L2__,L 2 ~_ C. 

L'hypothbse (3.4) s'dcrit 

IIL~(I+L2)-~HL2__,L 2 < C. 

I1 suffit donc d 'est imer la norme L2--*L 2 de la diffdrence : 

I a  = (L1 +M~Z/a)  ~ (I + L2) - ~ -  L~ (I + L2) -~. 

Comme 0 < a < l ,  on peut utiliser la formule (cf. [D]) 

A a = ca t - a - l ( e  -tA - I )  dt 

et exprimer la diffdrence Ia  comme une intdgrale 

I a = e a  ra-l(e- t (Ll+A~2~/~)--e- tL1)(I+L2)-~ dt. 

D'o~ en utilisant la formule de Duhamel  pour la diffdrence de semi-groupes qui 
apparai t  : 

/0 // I a  = ca t - a - 1  e-(t-8)(Ll+A~20/~)AS2~/ae-sL~ ( I + L 2 )  -~  ds dt. 

Ecrivons 

(3.7) Ia  = ca t - a - l ~ ( t )  dt, 

avec // �9 (t) = e-(t-8)(L~+A~20/~)AS2~/ae-~L~ ( I + L 2 )  -~  ds. 

Soit H '~ l'dchelle usuelle des espaces de Sobolev. Pour - s < m < m ~ < e ,  oh e est 
suffisamment petit,  estimons la norme Hm--*I-I ~' de ~(t) .  Pour cela dcrivons 

�9 (t) = e - ( t - ~ ) ( L ~ + h ~ / ~ ) A ~ / a - ~ A ~ e - ~ L 1 A - ~ A ~ ( I + L 2 ) - ~  ds. 



168 Sami Mustapha  

D'ofi 

fo t p--(t--s)(Ll+A ~2~/c') 
I I~ ( t ) l l . ~_~ .~ . ,  _< (I ~ ...-~,~/o+~-~...' 

x IIA~",%-~,A-~=~ II.~.~H~ ilA~(.Z+L,~)-~ I 1 . , , , ~ )  ds. 

D'autre part, pour A EOPS~,o, auto-adjoint, positif, sous-elliptique d'indice de sous- 
ellipticit~ e>0,  on a (r [V2], [V3]) 

Ile-tAIl.o_~.~=O(t(~-~)/~ ), t--~O, ~<_~cR.  

Remarquons que dans le eas partieulier off a=/3, on a 

Ile-~AIIH~ ), t~0 ,  

m~me si A n'est pas sous-elliptique (E=0), ef. [V3]. On a done 

II~-(~-s)(LI+A~/")II.~-~=~/o+~_~.~,=O((t--~)(~-~')/(~P/~)-~+~), t - ~ 0 ,  

et 

I lA~e-sL~ A-~:~ IIH~_~Hm = O(1), t --* 0. 

Par ailleurs la sous-ellipticit~ de L2 entra~ne (cf. [V3]) 

( I+L2) -~ :  H m ) H m + ~ ,  

d'ofi 

IIA~Z(I+L2) -z IIHm-~H~ = O(1) .  

De ce qui precede on d~duit que 

II~(t)llH,~Hm' <_C ( t - s )  (~-~') l (~l~)- l§  ds. 

L'int~grale obtenue est convergente si - r  < m < _ m  ~ <r e t e  sumsamment petit  et on 
a 

(3.8) IIr ll..~-...~, = o(t(~/~)(~'-m')+~), t--. o. 

En remplagant L1 par L1 + AoI, pour un Ao > 0 suffisamment grand, on peut supposer 
la contribution en +c~ de l'int~grale d6finissant Is  de norme L 2 - + L  2 finie. I1 suffit 
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donc d'@tudier la contribution en 0 de cette int@grale. Or pour des intSgrales du 
type (3.7), avec oct  ) v@rifiant 

t O, 

pour m C [m0-c ,  m0 +r et m 'E  [m~-~, m~+s],  oh mo et m~ sont deux r@els fixds, 
on a (d'apr6s la Section 1 de [V31) 

I~ o : H'~0 

pour m0 et m~ vSrifiant 

! 

H'~o 

-C~o + A + B(mo -re'o) : O. 

D'oh l'on d@duit, en utilisant (3.8), que 

I~: L 2 ~ H "~', 

pour m' donn~ par -a§162  et donc m ' = 0 .  Ce qui prouve le 
Lemme 1. 

3.2. Preuve du Lemme 2. Pour la preuve du Lemme 2 nous aurons besoin des 
notations du calcul S(m, g) que nous allons rappeler bri~vement. Soit g une m@trique 
d~finie sur l'espace de phase W (=R~  xR~) .  Pour w E W  on note g~ la m@trique 
au point w. On dit que g est une m~trique de HSrmander sur W si g est ~ variation 
lente, temp@r~e et v@rifie le principe d'incertitude : 

1 
(3.9) 3c, C > 0 tels que g~(w-w' )  < c '.. -~g~ < g~, < Cg~; 

(3.10) 3C, N > 0  tels que (g~/g~,)• <C(l+g~(w_w,))N;  

(3.11) h2 (w)=sup  9---~ '  t E W \ { O }  _<1. 

Ci-dessus g ~ d@signe la m~trique duale de g pour la dualit@ d@finie par la forme 
symplectique ~ d@finie sur l'espace de phase W. Si g=~,j  2 2 /~jdxj +#jd~~ alors la 

m@trique g~ est donn~e par g ~ = ~ j  dx~./ttj +d~/Aj .  
Une fonction w---~m(w)>O est un poids pour la m@trique g si m est lente et 

temp@r@e : 

(3.12) 3c, C > 0  tels que g ~ ( w - w ' ) < c  

(3.13) 3C, N > 0 tels que \ m - - - ~ /  

1 
Vm( ) < < 

< N 
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La classe S(m, g) est constitute par les symboles a(w) ECcc(W) v6rifiant : pour 
tout k=0,  1, 2, ..., il existe Ck>0 telle que 

(3.14) la(k)(w)(tl,...,tk)l~_Ckm(w)gw(tl)l/2...gw(tk) 1/2, Vtl,. . . , tkeW. 

Les espaces de Sobolev adapt6s au calcul S(m, g) ont 4t5 introduits par 
R. Beals. Rappelons leur d6finition. Si OPS(m, g) d~signe la class�9 des opdrateurs 
pseudo-diff~rentiels h symboles dans S(m, g), on pose (aft [B2], [BC]) 

(3.15) g(m, g) = {f e S' : Af  �9 n 2, VA �9 OPS(m, g)}. 

Observons que cette d~finition g~n~ralise bien la d6finition des espaces de Sobolev 
usuels qui peuvent se d6finir par 

H m = { f � 9  2, VAeOPS~,0} , m e R .  

Ceci r~sulte des propri~t~s ~l~mentaires des op~rateurs pseudo-diff~rentiels clas- 
siques. Cependant pour obtenir une bonn�9 g~n~ralisation des propri6t~s des �9 
de Sobolev classiques Beals impose ~ la m~trique g de v6rifier une condition de 
temp6rance plus forte que celle donn~e plus haut. D'une mani~re plus prdcise Beals 
introduit une m~trique interm~diaire, la m~trique g# (g# �9 telle que g<g# <g~) 
et remplace dans les conditions (3.10) et (3.13) la m6trique g~ par la m~trique g# 
(cf. [B2]). Sous ces conditions, les �9 H(m, g) d~finis par (3.15) poss~dent les 
bonnes propri6t~s v~rifi6es par les espaces de Sobolev classiques. En particulier pour 
deux poids m et ml  associ~s s g e t  pour AEOPS(ml,g) on a 

(3.16) A: g(mlm, g) --~ g(m, g). 

Rappelons aussi la propri~t~ de dualit6 [H(m, g)]* =H(1/m, g). Observons enfin que 
pour tout poids m associ~ a g (aft [B2]) : 

(3.17) H(m,g) =H(m,g#). 

En effet l'inclusion H(m, g#)C_H(m, g) est imm6diate. En 6crivant cette inclusion 
avec le poids 1/m et en dualisant on obtient l'inclusion inverse. Observons que 
si la m~trique g est donn~e par g=~j  2 2 ~j dxj + , j  dr , alors g# = E j  ( ~J / ,J ) 1/2 dx~ + 
(/~j/#j)-l/2d~2, ce qui entra~ne que deux m6triques conformes (c'est-~-dire v~rifiant 
G~=m(w)g~) poss~dent la mSme m~trique interm~diaire g#. 

Pour la preuve du Lemme 2 observons qu'il suffit de prouver (3.6) pour v = k � 9  
N. Le cas gdn~ral s'en d~duit par interpolation. Soit a~(x,~) le symbol�9 principal 
de L~. Comme e2~/a est tel que l<e2/~/a<2, la m~trique 

Cl = (~)~ {~x 2 ' ~ ~ 
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est une mdtrique de HSrmander (au sens de [B2]) et 

re(x, ~) ~- al(x,  ~)-b <~} ~2~/a 

est un poids pour cette mdtrique (cf. [M, Proposition 1]). Par ailleurs, il est facile 
de montrer (en utilisant les m6mes arguments que dans [M, p. 255]) que le symbole 
de L1 vdrifie les conditions (3.14) pour la mdtrique G1 et le poids m. D'oh il rdsulte 
que 

et par consdquent 

(3.18) 

D'o/1 (par (3.16)) 

L1 �9 OPS(al(x ,  ~)+ (~)~2Z/a, G1) 

L1 k �9 OPS((al(x,~)+<~)~Z/~)k,  G1), k �9 N. 

IlLkfl{ ~ C{{f}}H((al(x,~)+<~>~=~/~)k,Cl)" 

Par ailleurs comme l'opdrateur L1 +A ~23/~ est un op6rateur sous-elliptique d'indice 
de sous-ellipticitd plus grand que r 1, la norme 

(3.19) II(L1 + A~2Z/~)k fl{ 

est une norme admissible sur l'espace H((al (x, ~)+ (~)~2Z/~)k, G1), (cf. [M p. 266]). 
Ceci entraYne que 

IIZ~fl{ _< Cl{(La+m~=~/~)kfll, 
ce qu'on peut reformuler, avec les notations de la Section 2, de la fa~on suivante 

H2k(LI+A ~2/3/a) C H2k(Lx), k E N, 

et l 'interpolation dans chacune des 6chelles d'espaces de Sobolev assocides aux 
opdrateurs L1 +A ~2~/a et L1 permet de conclure. Ce qui prouve le Lemme 2. 

Par ailleurs, remarquons que (3.18) entraine que pour tout sER et k E N  

ASL~ �9 OPS(<~)s(al(x, ~)+(~}z2Z/a)k, G1) 

et, eomme pour (3.19), la norme HA~(L1 +A~2Z/'~)kf]] est une norme admissible sur 
l'espace H((~>~(al(x, r162 G1), d'ofl il rdsulte que 

IIA~L~fI{ < CIIA~(L1-4-Ar I. 

D'autre part les puissances imaginaires pures Lix~(L1 +A~2~/~) ~ ,  c r � 9  agissent sur 
les espaces de Sobolev (cf. [V4]). L'interpolation complexe donne alors pour tout 
tJ>0 

(3.20) I}L~fl{ (~) <- ell (Lx +A~=Z/~)" f II (~). 
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4. P r e u v e  du  Th~or~me 2 

La preuve du Th6or~me 2 dans le cas oh les op~rateurs L1 et L: v6rifient (1.2) 
pour z~_>l et ~:>1 est donn6e dans [M]. Nous allons commencer par rappeler les 
grandes lignes de cette preuve. A l'op6rateur Li, i=1, 2, on associe la m4trique de 
H5rmander Gi d~finie par 

~(z,~)+<~>~, t, a~ *(-~V)' ~=1,~ 

On montre que pour tout c~ER : 

II(I+L,)C~fll '~ UIl~((~(~,r162 i = 1, 2. 

On observe par ailleurs que 

, d ~ :  
(G1) # = (G2) # : <~) dx2 + - ~  = gv2" 

D'oh il vient par (3.17) que pour tout aER,  

(4.1) 

et 

(4.2) II(Z+L:)"fll ~ UliH((~(~,~)+(~>'~)%g,:~). 

Par ce qui precede, l'in~galit6 IIU+L1)~III <CII(_r+L2)Zfll pour 0 < a < ~ ,  est ~qui- 
valente ~ l'inclusion 

(4.3) H((a2(x,~)+(~) ) ,gu~) H((al(x ,~)  ( ~ ) )  ,gu2)" 

On remarque ensuite que pour deux poids ml et m2, associ~s ~ une m6trique g, 
l'inclusion H(ml,  g) C H (ms, g) 6quivaut s ms <_ Cml  (cf. [M, Section 8]). L'inclusion 
(4.3) entrMne donc que 

( ~  (~, {) + <[)~, )~ < C(a~ (~, ~) + <~) ~)~, 

et donc 
(al ( x, ~) + ([)~)a~ < C(a2 (x, ~) + <~) ~ )z ' ,  V. > 0. 

D'ofi l'on d~duit 
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D'ofi il %sulte, 
II(L1 +Ae2Z/")~fi[(~) _< ClI (I+L2)ZfH(~). 

I1 suffit d'utiliser (3.20) pour ddduire la condition (v). Remarquons enfin que l'dqui- 
valence des normes ]] (I+i2)~fl] (~)~ ]iL~/]l (s)+ [] f ]] (~) %sulte de l'dquivalence 

(a2 (x, ~) + (~} e2)~ ~ a~ (x, ~) + (~)~2 

pour 1< r  e t a > O .  

et ceci, compte tenu de (4.1) et (4.2), implique que 

]1(I+L1)'~/I] < CI](X+L~)"'/II. 

Prouvons maintenent l'dquivalence (ii) r (iii) du Thdorbme 1. Soient L1 et L2 
comme dans le Thdorbme 1. Observons que la condition (iii) entralne que 

(a~ (x, ~) + <~)~/~)~ < c ( ~  (x, ~) + (~} ~ )~, 

Oh ai est le symbole principal de Li. D'ofi l'on ddduit, par les m~mes arguments que 
ci-dessus, 

(4.4) ]](L1 +A~2Z/~)~fl] _< CII (I+L2)Zfl[. 

Par le Lemme 2, (4.4) entralne alors que 

IIL•fll <_ Cf](I+L2)~ fl]. 

Inversement (ii) entralne, par le Lemme 1, 

[[(nl + A ~ / ~ ) a f l  I <_ CH(I + L2)~ f[[, 

et donc, compte tenu de (4.1) et (4.2), 

(4.5) (al (x, ~) + (~)e2~/a)a ~ C(a2 (x, ,~) + (~> ~2 )~. 

D'ofi l'on ddduit la condition (iii). Pour achever la preuve du Thdorbme 1 il suffit 
de montrer que que la condition (ii) implique la condition (v). Or (ii) implique (4.5) 
et de (4.5) on ddduit que pour tout s C R  
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5. E x p o s a n t s  de  Lojas iewicz  associds a u x  o p d r a t e u r s  di f fdrent ie ls  

La condition (iii) du Thdorbme 1, qui rambne la comparaison des puissances 
de deux opdrateurs ~ celle des puissances de leurs "symboles" permet de calculer 
facilement dans certains cas le meilleur exposant 0<a_<l  tel que 

(5.1) L~ < L2. 

Nous appelons un tel exposant a l'exposant de Lojasiewicz associd aux opdrateurs 
L1 et L2. Dans le cas off L1 = A  et L2 est un opdrateur somme de car%s de champs 
vdrifiant la condition de H6rmander on salt que a----1/(k+l). Ceci est le thdorbme 
de Rothschild et Stein rappeld plus haut. Un problbme naturel est de savoir si ceci 
est toujours le cas. Plus p%cisement le meilleur c~ donnd par (5.1) est-il toujours 
l'inverse d'un entier. 

Considdrons pour l_<mCN 

02 02 02 
(5.2) 51 = ~ + x 2 m ~ y  2 +]log(y) 12e -1/u20y2, 

02 ~ 02 . .  2 02 
(5.3) L2 = ~ +x"  ~ +e  - l / y  

ox  oy Oy 2" 

Les opdrateurs L1 et L2 sont deux opdrateurs sommes de car%s, sous-elliptiques 
d'indices de sous-ellipticitd valant respectivement el = 2 / ( m + l )  et e2 =1. Ces opdra- 
teurs sont considdrds dans IV3] dans le cas oh m = l .  Varopoulos montre que dans 
ce cas L1 et L2 vdrifient L~-~<L2 pour tout e>0  mais que L1 n'est pas domind 
par L2. La preuve de ce fait donnde dans [V3] est difficile et utilise la thdorie de 
Hardy-Littlewood abstraite. Le crit~re (iii) permet d'obtenir la m~me conclusion 
par des considdrations dldmentaires sur les fonctions, en comparant les symboles des 
opdrateurs (5.2) et (5.3) et permet d'~tendre cette conclusion au cas off m > l .  

D'autre part M. Christ (cf. [C]) a donnd l'exemple de deux opdrateurs L1 et 
L2 tels que le meilleur a dans (5.1) soit donnd par 

P2 
(5.4) a -  2 p 2 - p l  

off 0<pl  <P2 EN. I1 est clair que le rationnel donnd par (5.4) n'est pas l'inverse d'un 
entier. Les opdrateurs L1 et L2 sont donnds par 

02 ~ 02 
(5.5) L1 = ~ + x  2m +y2pl m = 1, 2, 

oy Oy 2' "'" ' 

02 02 02 
(5.6) L2 = ~ + x  2 -  �9 OY 2 + y2p2 0Y 2 
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M. Christ montre que, dans le cas off m-- l ,  d2<d~. L'opdrateur (5.6) possddant un 
indice de sous-ellipticitd plus grand que 1, cette lois aussi, il est possible d'utiliser 
la caractdrisation (iii) et d'obtenir, par des considdrations dldmentaires, l 'exposant 
(5.4) qui est valable pour toutes les valeurs de m. 

En utilisant le crit~re (iii) on peut donner un exemple de deux opdrateurs L1 
et L2 telle que le meilleur c~ v~rifiant (5.1) soit irrationnel (cf. [M]). En effet pour 

02 2 02 c , -  2 02 
L~=~-~x2+X -~y2+e- "~ Oy2, i - -1 ,2 ,  

off 0<C1 <C 2ER ,  l 'exposant a est donnd par 

C2 
(5.7) ~ = 2c~-c~ 
I1 suffit de choisir convenablement C, et C2 dans (5.7) pour que a soit irrationnel. 

On peut plus gdndralement en utilisant la condition (iii) du Thdorbme 1 donner 
une expression de c~ dans le cas off l 'opdrateur du haut L2 est diagonal. Soient L1 
et L2 deux opdrateurs diffdrentiels, comme dans le Thdorbme 1, donnds par 

02 
L i = -  E a ~ j ( x ) ~ + . . . ,  

l ~_i,j ~_n 

0 2 

l<_i,j<_n 

et telle que L2 vdrifie (1.2) pour un indice de sous-ellipticitd e2_>1. Par le 
Thdorbme 1, (5.1) dquivaut 

(r q (r ) (5.8) a i j (x )~ i  <_C b i j ( x )~ i~ j+ (~ )  ~2 , V(x,~)~gtxR n. 
i,j i,j 

Dans le cas particulier oh l 'opdrateur L2 est diagonal (i.e. bij (x)=0 si i~j), l'indga- 
litd (5.8) a lieu si pour tout  i=l, ... ,n,  on a 

(5.9) a . ( ~ ) ~  ~ <C(b~(~)~+(~d~), Vxea, v~ c a .  
Des calculs analogues ~ ceux de [M] montrent (k partir  de (5.9)) que le meilleur a 
dans (5.1), est donnd par, 

(5.10) a =  m m <  - -  
~_>1[ 2xi+~2--2  j "  

oh xi  est l 'exposant de gojasiewicz de aii par rapport  k bii 

~4i = in f{0  �9 R + :  3C > 0 telle que la.(x)l ~ <_ CIb.(x)l ,  Vx �9 a} 
et x~=oc si l'ensemble prdcddent est vide. Si les coefficients a~(x) et b~(x) sont 
rdels analytiques et si ~ est un voisinage de l'origine relativement compact et sous- 
analytique (el. [BR]) les exposants de Lojasiewicz x~ sont rationnels. Si e2 est ra- 
tionnel la formule (5.10) imlique que c~ est aussi rationnel. 
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