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Identit s de Bdzout pour certains 
syst mes de sommes d'exponentielles 

Thier ry  Pell~ 

1. I n t r o d u c t i o n  

Etan t  donn~ un corps queleonque K,  l 'existence pour  tou te  applicat ion polyno- 

mime de g dans K m d~finie par  (P1,  --- , Pro)E (K[X])  m, sans z~ro dans une cl6ture 

int~grale de K,  d 'une  identitd de B~zout 

(1) 1 =PIQI+...+PmQm, 

off les quotients Q1 ,... , Qm sont des polynSmes de K[X]  que l 'on peut  t rouver  au 

moyen de l 'a lgor i thme dit d 'Euclide,  est un r~sultat bien connu de la thdorie des 

anneaux principaux. On  notera  qu'i l  n ' y  a pas unicit~ des quotients  pour  un syst~me 

fixd. I1 est ainsi possible d 'expliciter  d i rectement  les quotients  comme sommes finies 

d ' in terpola teurs  de Lagrange : en utilisant la th~orie alg~brique des r~sidus telle 

qu'elle est d~crite dans [Ho] ou dans IS], on a 

1 l = R e s  [P1-PI(X) = R e s  

[ Y:~k~-_l ukPk(X) p ,. X) (PI(X)-P1) ~k~=l ukGk(',X) ] 
~k=l Ukl-'k ~k=l ukPk , (2) = Res ~ ~ ,--1 ~ m 

P1 
m [UkGl(' ,X)] "~km_2ukGk(',X) 

l= E Pk(X) ae s ~-'~'------ m Ek=l UkPk + E l ( X )  Res ~ k = l  UkPk , 
k=2 P1 P1 

oh l 'on pos~ Gk(r162 X)dr qui est la forme associ~e h la .fonction de Hefer 

gk(z, 4) -- Pk(z)--Pk(r 

et off u l  ,... ,um sont des dl~ments de K choisis de sorte que la combinaison lin~aire 
m ~k=l UkPk ne s 'annule  pas aux z~ros de P1. Dans  le cas off le corps K est de 
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caract6ristique nulle (i.e. K peut 6tre vu comme sous-corps de C), on peut trouver 
une variante de (2) en utilisant une version pond6rSe de la formule de Pompe'iu (voir 
[BGVY, Chapitre 1]) : 

' _ I l P ( r  2 ' 

oh (O(1/P1),w(~) d~) d6signe la somme complete des rdsidus 

aeV(P1) (=a ~ P1 ] 

Faction du r6sidu 6tant ici 6tendue aux formes & coefficients C ~ .  Dans le cas 
de syst6mes polynomiaux (Pl ,--. , Pro) EK[X1,  ... , Xn] m tels que V(P):= {~EC~t 
P j (~)=0 ,  j = l , . . .  ,m} est vide, le Nullstellensatz assure l'existence d'une identit6 
de B6zout du type (1), & quotients dans K[X1, . . .  , Xn]. A nouveau, il existe une 
m6thode algorithmique, due & G. Hermann, utilisant la th6orie de l'61imination 
([He] et [WI) pour expliciter les quotients. Pourtant ,  en 6tudiant pr6cisement cet 
algorithme, comme ]'ont fait Masser et Wiistholtz ([MW]), on ne parvient pas h es- 
timer les coefficients et les degr6s des quotients avec des bornes satisfaisantes d 'un 
point de vue num6rique. En revanche, lorsquc l'on travaille en caract6ristique nulle, 
l 'approche via les interpolateurs de Lagrange-Jacobi, telle que propos6e par C. A. 
Berenstein et A. Yger ([BY3]) et poursuivie par M. Elkadi ([E]), bien qu'elle ne 
fournisse qu'une formule et non un algorithme, semble actuellement plus promet- 
teuse. Ces m6thodes reposent sur des formules analytiques de repr6sentation de 
type Andreott i-Norguet attach6es h des applications polynomiales propres de C"  
dans C n. Remarquons que pour m = n + l ,  lorsque l 'application (P1 ,... , Pn) n'a pas 
de z6ro ~ l'infini dans p n ( K ) ,  oh K est un corps quelconque cette fois, l 'approche 
via le r6sidu alg6brique pr6c6demment 6voqu6e reste valide et conduit selon le m~me 
sch6ma de preuve, en utilisant la g6n6ralisation d 'un r6sultat de Jacobi due & M. 
Kreuzer et E. Kunz ([KK]), 

[ ] :Res l = R e s  L p ~ _ p ~ ( x  ) ,... , f , ~ - P n ( X )  L f ~ , " "  ,P,, J 
[rn+lAn+l(X,')l n+l [ A k ( Z ' ' )  ] 

= R e s  ~ = ~ P k ( X ) R e s  | - -P~+~--  | 
P1 ,... ,Pn k=l kPt ,... ,Pn ]  

oh l'on a pos6 Ak(X, {)=6k(X, ~)d~lA.. .Ad&, forme associ6e au bdzoutien de l'ap- 
plication (P1 ,... , Pk ,... , P ,+I )  

g1,1 .- .  ~'k,1 .-- gn+t, t  

6 [ P 1 , . . . , P k , . . .  ! - .  : - .  : , 

gl,n . . -  ~k,,~ . . -  gn+t,,~ 
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les gk,j grant les fonctions de Hefer associ~es aux Pk, soit 

g k , j ( ~ ,  Z )  = P k ( ~ l  , . . .  , ~ j ,  Z j + I  , . . .  , Z n ) - -  P k ( ~ l  , . . .  , ~ j - i ,  Z j  , . . .  , Z n )  

~ j  - -  Z j  

pour l < k < n + l  et l<_j<_n. 
Soit maintenant  G u n  sous-groupe de type fini de R n. On note par gG la 12- 

alg~bre des exponentielles polyndmes d frdquences darts G e t  g coefficients dans C, 
c'est h dire 

g G : { ~ - - ~  a~e ('r'') a -~CC[zl , . . .  ,zn]}, 
X ~ E G  

toutes les sommes 6tant finies. En notant  0 le poids d6fini par o (z )= log(2+l lz l l )+  
II Re zll, EG est une sous-e-alg~bre de la C-alg~bre .4 0 des fonetions /t croissance 
eontr615e par  ~), en d 'autres  termes des fonctions f telles qu'il existe des constantes 
A e t  B telles que pour tout  z c C  n, 

I/(z)l < Ae B~ 

Remarquons qu 'un polyn6me irr6duetible qui divise un 616ment de gG est n6cessai- 
rement de la forme (7, z)+c, avec ~/EG, e E C  (voir [BY2, Lemme 3.1]). 

Consid~rons alors un sous-eorps K de C. Si G est un sous-groupe de type 
fini de K n inclus dans R n, tel que R G = R  n, on appelle somme d'exponentielles 
it frdquences dans G e t  it coefficients dans K toute fonction s'~crivant sous forme 
d 'une somme finie 

~ ' a ~ e  (~,"), 
"~GG 

off {a~}7~G est un sous-ensemble de K.  Si l 'on suppose, sans perte de g~n6ralit6, 
que 

G = Z oQ ~ . . . (~Zo~r -  , 

on appellera rang des frdquences des sommes d'exponentielles consid6r6es l 'entier r. 
L'ensemble des sommes d'exponentielles g fr~quences dans G e t  ~ coefficients dans 
K,  not~ 8K,G, forme une K-alg~bre stable par d6rivation. Celle-ci peut-~tre vue 

comme une sous-K-algbbre de la K-alg~bre .4 o pour le poids p(z)= II Re zll. 
Si le rang des fr6quenees est n, on a faeilement 

(3) SK,G --~ K[X1,  ... , Xn, X l l  , ... , X ~  -1 ] 

et l 'existenee d'identit6s de B~zout d6coule direetement du Nullstellensatz alg~bri- 
que. Remarquons que l 'absence de z~ros ~ l'infini 6quivaut ~ la condition dire de 
Bernstein ([B]) et plus g6n6ralement h celle de Kazarnovskii ([Ka]). 



134 Thierry Pell~ 

De plus, il est connu que si P0, -.- , Pn sont des polyn6mes de Laurent sans z~ro 
commun dans (C*) ~ tels que l'origine soit point int~rieur ~t toutes les enveloppes 
convexes des supports de P1 ,... , Pn et que (P1 ,... , Pn) satisfait/~ la condition de 
Bernstein, alors, si 5[P] ,... , Pn] d~signe le b~zoutien de P1 ,... , Pn, 

g l , 1  . . .  g n , 1  go ,1  

1 = 0 ' ~ gl,n gn,n go,n (4) - - .  --T 
Pl(z)  . . .  Pn(z) Po(Z) 

+ E { 0 ~ k ,  5[P, Pn](z, ')d~) p k  p ~.~ 
k r 1 6 3  T 

off l'ensemble / : c N  n est fini et d~pend des supports des polyn6mes P1,..- ,pn,  
l ' indexation T signifiant qu'il s'agit d 'un r~sidu torique ([Y, th~or~me 2.2]), et la 
n o t a t i o n / 0 ( 1 / p k ) ,  - > d~signe la prise de somme complete des r~sidus relativement 
l 'application (pkl+l  ,... , p ~ + l ) ,  k = ( k l , . . . ,  k ~ ) e N  n. Au vu de la correspondance 

(3) entre l'alg~bre des polyn6mes de Laurent s coefficients dans K et l'alg~bre 8K,Z~ 
dans le cas off le rang de G est n, on peut se demander si une solution effective du 
Nullstellensatz dans l'alg~bre SK,G n'est pas envisageable sous des hypotheses de 
non annulation simultan~e (dans C n e t  dans une compactification torique adapt~e 
aux enveloppes des supports des diff~rents fj) pour un syst~me (f0,  ... , f ,0  dont les 
poly~dres de Newton contiennent l'origine comme point int6rieur. Si l'Lmpossibilit~ 
de trouver deux polyn6mes P e t  Q de K[X, Y] satisfaisant 

1 = P(e z, e '~z) cosh(z)+Q(e  z, e ~ )  cosh(az),  

si a ~ Q  (voir [A] pour s'en convaincre), r~duit ~ n~ant tout espoir dans cette voie, on 
se propose en imitant les m~thodes analytiques employees dans le cadre polynomial 
de trouver un substitut ~ la formule (4) dans une situation cette lois transcendante. 

Introduisons QK,G le monoide multiplicatif d~fini par 

~K,G={fE']-~(cn) IfESK,G, P(X)=HL~(X)N~ }, 
iE I  

off les L~ sont des K-formes lin~aires ~ coefficients dans K et Ni E Z. Si 5[vl ,... , Vn] 
d~signe le b~zoutien des fonctions enti~res Vl ,... , vn, on appelle interpolateur de 
Lagrange de SK,G, toute fonction enti~re de la forme 

z ,  , Or1 A. . .AOv, . . ,  ,... 
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oh les mj  sont dans N* et (v0, Vl n+2 , . . .  ,Vn, tp)EQK, G est tel que 

dim V(vl , . . .  , vn) = O, 

c V(Vl ,  ... , vn), 

V ( v o  , ... , v n )  = O, 

I = { i a , . . . , i n } C { 0 , . . . , n } ,  # I = n .  

En explicitant un tel interpolateur, on remarque que celui-ci s'~crit eomme quotient 
d 'un 61~ment de EG par un produit  de puissances enti~res de formes lin~aires. On 

appelle alors SK,G la K-alg~bre engendr~e par les ~l~ments de QK,G et les interpo- 
lateurs de Lagrange de SK,G. Remarquons que ce proeessus d 'extension de l'alg~bre 
reste naturel, car si l 'on effectue les m~mes constructions en remplaqant QK,G 
par K[X~ ,... ,Xn], ta K-alg~bre ainsi construite reste K [ X 1 , . . . ,  Xn]; chercher 
r~soudre le Nullstellensatz avec entr~es dans K[X1 ,... , Xn] en explicitant les quo- 
tients darts K[X1 ,... , X n ] -  est alors conforme ~ la r~solution du Nullstellensatz 

alg~brique. Le r~sultat principal de ce papier concerne le cas off K C Q et G est un 
groupe de rang n + l .  Dans ce cas, si f0 ,--- , fn sont des ~lCments de SK,G, sans z~ro 
commun dans C n, sans z~ro k l'infini au sens de Kazarnovskii  (comme cela sera 

pr~cis~ dans la section suivante), et dont les poly~dres de Newton contiennent tous 
l'origine, on peut  ~crire un identit~ de B~zout sous la forme 

(5) 1 = qofo+...+qnfn, 

off chaque quotient qj se pr6sente comme s6rie normalement convergente sur tout 

compact  d'616ments de la K-alg~bre SK,G- 

2. R 6 s u l t a t s  d u s  h K a z a r n o v s k i i  

Soient K un sous-corps de C, G un sous-groupe de type fini de K '~NR n, et ~0 

une somme d'exponentielles de SK,G s'6crivant sous la forme 

~(z)  = ~ a~e/~,z>. 
"~EG 

Si A d~signe le support de ~o, 

on appelle polyr de Newton de ~ l 'enveloppe convexe de A. Si A d~signe une face 
de celui-ci, on posera 

~(z)= ~ a~e (~'~). 
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Definition 2.1. Soient ~ = ( P l  , . . .  ,pn)E~K,G un syst~me de sommes d'expo- 
nentielles de C n, A1 ,... , An leurs supports et F1 ,... , F~ les poly~dres de Newton 
associ6s. Si A d6signe une face de F=FI+ . . .+F ,~  s%crivant A = A l + . . . + A ~ ,  avec 
Aj face de Fj,  on note par q0 Ale  syst~me ( p ~  A~ ,--- , Pn ), qui sera dit rdduit. 

Definition 2.2. Avec les notations de la d6finition 2.1, nous dirons que p satis- 
fa i t~  l'hypoth~se de Kazarnovskii s'il existe une constante s > 0  telle que pour toute 
face A de F et tout z E C  ~, 

I l l(z)l Ip ~ 
(6) eH~l (Re z) [-''" + eH&n (Re z) ~ s 

oh HK d6signe la fonction support du compact K.  

L'hypoth~se se traduit  par l'absence de z6ro pour les syst~mes r~duits dans des 
compactifications adapt~es de C n. Dans ces conditions, Kazarnovskii obtient ([Ka]) 

le r~sultat suivant. 

T h 6 o r h m e  2.1. L'ensemble analytique V (p )  est soit vide, soit constitud de 

points isolds situ~s dans une bande B={I  I Re(I]_<T}. De plus, quand R tend vers 
+oo, 

card(V(p)  (3B(0, R)) = CI~ n J r O ( R n - 1 ) ,  

or la constante C ddpend de la gdomdtrie des poly~dres de Newton F1 ;... , F,~. 

On a de plus le r~sultat suivant. 

L e m m e  2.1. Si l'on suppose que tous les  poly~dres de Newton contiennent 
l'origine de R ~ comme point intdrieur, il existe des constantes rdelles positives 

T'>_T, m,  M e t  des compacts F + et F-  tels que pour tout ( EC  n tel que I[ Re(II >_T', 
on air 

merit-  (Rer _< liP(()II -< Merit+ (Rer 

Preuve. La majoration r~sulte imm~diatement de l'in~galit~ triangulaire. En 

effet, on a 

i=1 i=1 -~EA~ 

i=1 "yEAi 
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oh M > 0 ,  on posera donc F+=F .  Passons maintenant  h la minoration. Soit 5 une 
direction fix6e de R n \  {0}. Celle-ci d5finit une face A de F, que l 'on peut  ddcomposer 
sous la forme 

A = Ai+ . . .+A,~ ,  

off Ai est une face de Fi. Par  l 'hypoth~se de Kazarnovskii, on a 

eH~NAi (Re ~) - -  ' 
i = 1  

expression que l 'on peut  transformer au moyen de l'in~galit6 triangulaire en 

n A i 

eHzxinAi  (Re ~) e H ~ i n A i  (Re ~) - -  
i = 1  i = 1  

Plaqons nous alors dans un c6ne C, autour de l 'axe 5 pour lequel HA~nA~ (Re ~)=  
Hr~(Re~),  et majorons de la sorte 

e (%Re  ()  

e H A i n A i  (Re ~) eHA~cnni (Re ~) - -  
i = 1  i = 1  i = 1  -,/~ Ai CIAi 

L' indice i ~tant fix~, en se pla~ant 5ventuellement dans un c6ne plus fin, toujours 
autour de 5, on peut  imposer que pour II Rer (T~ 5tant ehoisi suffisement 
grand), on ait 

la~,ie(~'r < c 
eHri(Re~) - -  2n" 

Ainsi, posant T~ =max i  Ti, on a, pour II Re r _>Z~ 

(7) < c 
eHr~ (Re ~) - -  2 "  

i = 1  

Comme les traces des C5 sur la sphere unit6 de C n forment un recouvrement (ou- 
vert si l 'on consid~re des cSnes ouverts) de celle-ci, on peut en extraire un sous- 
recouvrement fini, disons C5k, kE{1 , . . .  ,K} .  En posant T/=maxkE{1 ..... K) Tek, 

1 m = S c ,  F - = N k F k  , en remarquant  que tout point de R n e s t  dans au moins un 

cSne du sous-recouvrement et que TI>_T 5~ cause de la majorat ion (7), on obtient 
le r~sultat attendu. [] 
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L e m m e  2.2. Soient ~--(9~1,.-. ,  ~n) un syst~me de sommes d'exponentielles 
de C n satisfaisant d l'hypoth~se de Kazarnovskii et T>O telle que les zdros de ~ se 

trouvent dans la bande B={I  ] Re ~][_<T}. Alors il existe un ensemble fini ~ C R  +*, 
un ensemble Z c B ,  constitud des translatds par N n d'un nombre fini de points et 
une constante T>0 tels que pour tout ~ ~ B , il existe ?I E Z et r E T4 tels que ~EB(rl, r) 

et 
II~o(~)]] > T  pour tout C E OB(~I,r). 

Preuve. Posons U={II Re 411 <T, II Im r 1}, et dSfinissons un sous-ensemble 
de ~ ( U )  ~ par 

~ =  (~ t ( z )  = ( ~ ( z + i t ) , . . .  , ~ ( z + i t ) ) l t  E N~}. 

Du fair q~m ~1 ,--- , ~n soient des sommes d'exponentielles ~ fr~quences dans R '~, il 
r~sulte que f e s t  relativement compact et d 'autre part que si gE9 ~, alors g satisfait 
aux hypotheses de Kazarnovskii. Soit gE9 ~ ; V(g) est alors discrbte de sorte que 

V(g)MU est fini. On pose 

d e = rain I1r 
r 

la distance minimale entre deux z6ros de g dans U. Si z E U  et r(g, z ) < d  e, alors s i r  

appartient au bord de B(z ,  r(g, z)), on a ]]g(~)l] ~ 2T(e) >0. Recouvrons ainsi U, de 

sorte que, par compacit6, il existe un nombre fini de boules B(z~ e), r(g, z~e))),... , 

B ( z ~ ) , r ( g , z ~ ) ) )  telles que 

Posons alors 

N 

o c U B(z(:),~(g, _(e),, ~k ))" 

k = l  

Te := min{T(~) T(g) 1. 

ze = (z~e),... ,z~)~ 

et 

R, = {r(g, z~e)), . . ,  r(g, z~y))} 

de sorte que pour tout z dans U, il existe (71, r ) E Z  e x R  e tel que zEB(?l ,r)  et pour 
tout ~EOB(~, r),  ]Ig(l)H->2re >0. On peut faire cette construction pour tout g E9 ~, 
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afin d 'obtenir  (Tg)9 , (Z9)9, (Rg)g , avec la propri6t6 ci-dessus. Considfirons alors 

(B(9, ~-g))~E~ qui constitue un recouvrement de 9 c. Par  compacit~, on extrai t  du 
reeouvrement pr~e6dent un recouvrement fini (B(gk, Tg~))M=~. On pose 

~- = min{Tg~, ... , 7-g M } > 0, 

M 

Z =  U Zg~ 
k = l  

et 

M 

T~= U Rgk" 
k = l  

Soit alors ~E.T ; il existe kE{1, . . .  , M }  tel que []~-gk[] <Tg~. De plus, pour zEU, 
nous savons qu'il  existe rlEU tel que zEB(~,r(~)) et que pour tout  ( du bord de la 
boule B(~, r(~/)), 

Ilgk(r > 2 ~  > ~ > 0. 

D'ofi pour tout  ~ de OB(y, r(~)), 

I1~(r = I I~ (r162162  _> Ilgk(r II~(r162 -> ~ > ~ 

Nous venons de montrer  que pour tout  zEU, il existe une boule g centre dans Z et 
rayon dans g ,  contenant z et telle que sur son bord ]1~(~)II _>T>0. On conclut ainsi : 
soit k E N  '~ tel que ~={-k iEU et ~ r ( ( )  =~o((+ki) .  Alors ~k E~-, de sorte qu'il  existe 

(~, r) E Z • Ts tel que ~E B(~, r) et pour  tout ~ E OB (~, r), I I ~  (~)tI _> T > 0. Si l 'on pose 
alors q?=~)+ki, on a ~EB(r / , r )  et pour tout ~EOB(Thr), [[~k(l)i]~r>0. [] 

Definition 2.3. Un syst~me de sommes d'exponentielles (f0 ,-.. , fn )ESK,G sat- 
isfait ~ l 'hypothbse/C si le syst~me f = ( f l  ,... , fn) satisfait g l 'hypothbse de Kazar- 
novskii (6) et si les poly~dres de Newton de f l , - . - ,  fn contiennent tous l'origine 
comme point int~rieur. 

3. I n 6 g a l i t 6 s  de  L o j a s i e w i c z  globales 
pour les syst6mes d'616ments de S K ,  G 

Nous supposerons h part ir  de maintenant  que K C Q et que le rang de G est 
n + l .  
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3.1. Remarque pr41iminaire 

Nous utiliserons ici une variante des rdsultats de l 'article [BY5] dont la d~mar- 
che se g~n6ralise facilement au cas des sommes d'exponentielles en prenant comme 

poids p(z)=log(2+iiz[I)+ll Rez[[. Si 12 d~signe un ouvert de C '~, on notera dans 
la suite Mo(~2) l 'ensemble des fonctions holomorphes dans f~ h croissance contr61~e 
par p. Nous avons [a proposition suivante, dont la preuve est tout  h fait analogue ~t 
celle de la proposition 3.3 dans [BY5], et dont nous nous servirons par la suite. 

P r o p o s i t i o n  3.1. Soient f l , . . .  ; fm  des sommes d'exponentielles, polyn6mes 

de Laurent it coefficients dans Q en e ~ ,  e (~'~), e z2 ,... , e ~ ,  oft ~ est un vecteur de 

(Q)~ it eomposantes non nulles Z-lin6airement inddpendantes it 1 clans leur ensem- 

ble. I1 existe une constante t~EN et des constantes positives C > 0 ,  D > 0  et N E N  

telles que, si les akE79'(C n) reprdsentent les coefficients du ddveloppement de Lau- 

rent au voisinage de 0 du prolongement m&omorphe ( comme application de C dans 

/ ) ' (C~) )  de 

A, ) If1 . . .fm[ 2~x _ ~ akAa 
IlfN2,~ j=--2n 

alors, pour - 2 n < k < 0 ,  qoET)(C~), on ait l 'estimation 

I<z~ak,~>l~Cll~lIN max  e D~(~), 
~Esupp(~p) 

II~]]N ddsignant la norme de Sobolev d'indice N .  

Nous souhaitons dcrire une indgalit~ de Lojasiewicz pour m sommes d'exponen- 
tielles ~ coefficients et fr~quences algSbriques et dont le rang du groupe engendr~ 
par les frdquences est n + l .  Celle-ci est donn~e par la proposition suivante. 

P r o p o s i t i o n  3.2. Soit f = ( f l  ,... , fro) un syst~me de sommes d'exponentielles 

coefficients dans Q et frdquences dans (Q)nfqR'~, le rang du groupe des frdquences 
dtant n + l .  Soit V S la varigtd des zdros eommuns ( dans C n) du syst~me. Alors pour 
tout ~ E C  n, 

d(~, Vs)" e_K, Re~l, 
IIf(~-)ll-> (l+ll,Sll)M 

oft les constantes #, M ,  et K ne d6pendent que du syst&me f . 

Preuve. Donnons tout d 'abord  la preuve du rdsultat pour un groupe de fr4- 
quences de la forme 

G = Zel  | Z~el  @ Ze2 @... • Zen. 
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Dans ce cas, les sommes d'exponentielles sont des polyn6mes g coefficients alg4bri- 
ques en les n + l  variables e z~, e ~z~ ... e z2 ~ ~ e zn ,, 

fk(z)=Piv(eZ~,e'~Z'.ez2,... ,ez'~), 

off a E Q n ( R \  Q). Nous proc4derons en deux temps. Tout. d 'abord, nous obtiendrons 
dans une boule f~  autour d 'un point { de C n, une identit4 de la forme 

(8) 1 =  E G j f  j + z 1 G i n + t ,  
j = l  

off les Gj sont des fonctions holomorphes et convenablement born4es dans cette 
boule, puis, grgce g la proposition 3.1, nous parviendrons g d4crire z ~ C , m +  1 c o m m e  

414ment de l'id4al engendr4 par f l , . . .  ,fro dans 7-/(~)  avec des estimations des 
quotients qui permettront  de conclure ~ l'existence d 'une identit4 de B4zout dans ~ 

m 

l = E p j f j ,  
j = l  

avec un contr61e addquat des r dont nous ddduirons l'in4galit6 de Lojasiewicz 
recherch4e. Commengons par 4tablir (8). Pour cela, partons des fonctions f l ,  ... , f,,~, 
d4compos4es sous la forme 

(9) A ( ~ ) = P k ( ~ z ~ , ~ * , ~ ~ , . . .  ,r ,r ,~'~), 

avec Pk polyn6me de Q [ X 1 , X 2 , X ~  1 ,... ,X ,~ ,X~ 1] de degr6 en X1 strictement 
plus petit  que ~. Si l'on d4finit la vari4td alg4brique W=V(p~  ( X ) , . . . ,  pm(X),  X~'), 
l'indgalit4 de Lojasiewicz usuelle ([HI) donne l'existence de constantes positives A, 
N e t  B telles que pour tout x E C  n, 

. ,  d(x, w )  N 

l l(p(x),  xT)ll -_ ~ ( - - i 7 1 1 x ~  ' 

off d(x, W)=min(1 ,  d(x, W)).  Afin de faire apparaitre les exponentielles polyn6mes 
Pk introduites dans (9), on se restreint g l 'hypersurfaee de C n+l d4finie eomme 
image de C n par l 'application T(z)=(Zl ,  e z2 ,... , eZn). Nous avons alors 

. ~ & T ( z ) ,  W )  ~ 
II(>T(z), z~')ll _- ~ (-i7 ~ HT~, 
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que nous transformons s l'aide de l'in6galit~ 

l+lIT(z)ll  < _ ~ ( l + l l z l l ) e l l R ~ z l l ,  

e n  

II(P~ z[)ll > A '~(T(z)' W)N e -BII R~zll 
( l+llzl l)  B 

Reste ~ trouver une minoration convenable de d(T(z), W) faisant intervenir la va- 
ri6% Vp:=V(ploT, ... ,pmoT, z[). Pour eela, remarquons que W=T(Vp), de sorte 
que 

d(T(z), W) = d(T(z), T(Vp)) ~- inf IIT(z)-T(~)II. 
~ v ,  

Utilisant l'in6galit6 
i sinh(z) I > .ye I Re ~l~(z, iTrZ) 

oh 0< 'y<  1, on obtient 

le a --eb[ >__ ~/e max{Re a'R~b} d( l (a--b), iTrZ), 

ce qui permet d'6crire 

d(T(z), W) >_ cd(z, Vp) min e Re(~k), 
k=l, . . . ,n 

off la constante c ne d6pend que des fonctions f l  ,... , fro. Ainsi donc, on arrive 
une in6galit~ de type Lojasiewicz 

(10) II(poT(z),z~)II>Aod(Z'Vp)Ne-BIIRezll min e NRe(zk) 
- ( l + l l z l l ) B  k = l ,  ,~ 

Remarquons, avant de poursuivre, que nous avons pour tout  ~ dans C n les estima- 
tions 

[pkoT(() I <_ D(1 _l_ l( 1 i)MeCII Rr 

et 
lqkoT(~)l <_ D(I+i~I])M'e CllRer 

off les constantes A, M e t  C ne d6pendent que des fonctions f l , . . . ,  fm. Soient 
maintenant ~cC~\Vp,  et 5 = d ( ~ , V ) > 0  (notons que 5~j(~,Vp) ear VpcV).  Nous 
allons nous servir de (10) pour obtenir, s l'aide d'une formule de rep%sentation 
intdgrale, l'6galit6 (8) dans la boule ~ de rayon ~<1 cent%e en ~. On consid~re 
pour cela une fonction O d6finie de la faqon suivante : soit ~ une fonction de :D(R 2n) 
identiquement 6gale s 1 dans la boule de R 2n de rayon 32- et de support inclus dans 
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la boule unit~ ouverte. On note alors O(~)=0( (~ -~ ) /5 ) .  Nous poserons darts la suite 
de la preuve Fk(~)=pkoT(~) pour l < k < m  et Fm+l (~)=~ ' .  Apr~s avoir introduit 
les fonctions de Hefer gk,j associ~es aux Fk, on pose 

m + l  n 
1 

Q(~, ~) = I]F(~)II ~ ~ ~ Fk(r ~) d~k, 
k = l  j = l  

m + l  n 

A(~, ~) = E E O-Pk (~) Agk,j (~, ~) d~k, 
k = l  j = l  

n 

s(~, ~) = ~ ( ( j - ~ ) e ~ j .  
j = l  

A l'aide de ces formes, on d~finit les noyaux des formules de rep%sentation d'Andre- 
ott i-Norguet,  

P(~,~) = ( n + l )  [IF(~)II-------- ~ E Ff~F~(~) (~Q)n, 
k = l  

et 

~(r = ()( m , 1  q 1 ~ \~-xo SA (~S)Xo A (~A)Xl 
Z ~1 ijr(~)jj---~ ~ rj(~)Yk(~)) ~ ~ : _ _ ~  , 

~ o + ~ l = n - - 1  k = l  

afin de pouvoir ~crire, pour zEft~, et en particulier pour z=~,  

i =O(z)-- l ( /  o(~)P(~,z)+/ OO(~)AIC(~'z)) 

Ainsi, en d~veloppant les noyaux ]C et P,  on obtient, en notant pour I c N  fiui, 
Fx :=l-L~x Fi, une identit~ de la forme 

(11) I=EUI(z)FI(z),  zCQ~, 

off chaque fonction UI est estim~e dans Q~ par 

eDlU(~) 
Ig/(z)l_<Ci 3~;  , 

les constantes C1, D1, N1 ~tant uniformes et ne d~pendant que des fonctions 
fl, ... , fm. En %organisant les termes de (11), on parvient / t  6crire 

m 

1 = E rj(z)fj(z)+rm+lz~, 
j = l  
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avec un contr61e des fonctions rj dans 12~ analogue/~ celui des UI. Suivant alors la 
preuve de la proposition 3 dans [BY4], on utilise une formule de Bochner-Martinell i  
5, poids pour repr4senter dans 12~ la fonction rm+lzf  comme 41~ment de l'id4al 

engendr4 par les fonctions f l  ,... , f-~, sous la forme 

m 
r m + l Z ~ - - - E S j ( z ) f j ( z ) ,  Z E ~ ( ,  

j=l  

off les sj sont d4finies en tant  que fonetions de z par des sommes d'expressions de 

la forme 

(ao,~[rm4-1[OBo,o(z,')~-O~- l~olq(Z,')l) 
O ~ q  " �9 

O@ B z l \ < , lOB1 0(Z, " ) +-Z?- 1,1,q ( ' ' ) r ) '  + a - l .  Cfrrn+l ' �9 O(,q J / 

Bo,o,q, BO,l,q d4signant des fonetions holomorphes de 2n variables li4es aux f j  et 
s leurs diviseurs de Hefer et dont on contr61e done la eroissanee dans C 2~, a0 et 
a -1  4tant les deux distributions issues du d4veloppement en s4rie de Laurent au 
voisinage de l'origine de A~--~lfl ... fml~Nf l l  - ~  (voir l'4nonc4 de la proposition 3.1). 
Or eomme la m~me proposition nous donne pr4cis4ment un eontr61e, pour k<0 ,  de 
<~'ak, .  ), on obtient, les normes de Sobolev d 'ordre total  1 de O ~tant eontr61~es en 

o(I/e~), 

r GBj ,o ( z , ' )+  0-~-0 .) <_C2 6N~ ' z E f ~ .  

Ainsi, parvient-on ~ 4erire dans f~  

m 
(12) 1 = E ( r j  +s j ) f j ,  

j=l  

avec une estimation des normes uniformes dans ~ des fonctions uj et Vy, l<_j<_m, 
qui assure en particulier, si on 4value (12) au point 

et donc 

eD3o(~) 
1 _< C3 ~ II/(~)", 

IIf(~)ll > C~ -~ e-D311 Re ~116~(~' V)N3 
- ( l + l l ~ l j ) m ~  
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qui est  l ' indgal i td  de Lojas iewicz  recherchde. 

Dans  le cas off 

G = Z e l  @ Z e 2 @ . . . O Z e n O Z o G  

avee ~ E ( Q )  ~, dont  les eomposan t e s  non nulles sont  Z- l inda i rement  s 1 dans  leur  

ensemble,  on remplaee  la  re la t ion  (8) pa r  

= z k Gin+l ,  
j = l  akT~0 

et on sui t  la  m~me ddmarche.  [] 

4. Ident i td  de  B d z o u t  

4.1 .  L e  c a s  d u  r a n g  n 

P r o p o s i t i o n  4 .1 .  So ien t  f - - ( f 0  ... fro) r r  , , ~ K , G ,  o~ K est un  sous-corps  de 

C et G u n  sous-groupe de K n de rang n tel que R G = R  n. Si V ( f ) = O ,  il existe un  

sys t~me  de s o m m e s  d 'exponent ie l les  (qo m+l , . . .  , qm)ESK,  G tel que 

l =  f o q o + . . . +  f m q , , .  

Preuve .  L 'hypo th~se  fai te  sur  le rang  impl ique  que, qu i t t e  ~ faire un change-  

men t  l indaire de var iables ,  on puisse  t rouver  des po lyn6mes  Pj  EK[X1 ,. . .  , Xn] tels  

que 
1 

f j ( z ) = - - P j ( e  zl ... eZ'~), 
M ( z )  ' ' 

oh M est un mon6me  en e zl , . . .  , e z'~. 

Le sys t~me ( f0 ,  .-. , f m )  d tan t  sans zdro, on a V ( P ) c { X 1  ... X n = 0 } .  Grgtce au  

Nul l s te l lensa tz  algdbrique,  on a alors l ' ex is tence  de k E N  tel  que 

... - - ~  ( X  l Xn) k -  QjPj. 
k=O 

Ainsi ,  apr~s avoir  effectud la s u b s t i t u t i o n  X = e  z, on obt ien t  

l = ~ R j ( e  zl e z n ) P j ( e  zl e z" ) , . . .  , , * . .  , , 

k=0 
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a v e c  R j = Q j / ( X 1  ... Xn)  k, d'ofi l 'identit6 de B6zout 

m 

1 = ~ -~q j ( z ) f j ( z ) ,  
k=0 

en posant  qj ( z )=M(z)Rj (eZ~  ,... ,eZn). [] 

Remarquons que des Qj peuvent ~tre explicit~s comme nous l 'avons mentionn~ 

dans l ' introduction sous forme de polynSmes d ' interpolation en utilisant les r~sultats 

de l 'article [BY3]. 

4.2. U n  cas  p a r t i c u l i e r  l o r s q u e  le r a n g  d e  G es t  n T 1  

Nous avons le r~sultat suivant. 

T h ~ o r ~ m e  4.1. Soient K un sous-corps de Q ct G u n  sous-groupe de rang 

n + l  inclus dans K n A R  '~ tel que R G = R  n ; soit f = ( f 0  ,... , fn)" Esn+IK,G un syst~me 

d'dldments de SK,G sans zdro commun satisfaisant d l'hypoth~se IC. Il existe alors 

des fonctions q0,--. , qn qui sont des sdries normalement convergentes sur tout com- 

pact de C ~ d'dldments de la K-alg~bre SK,G, telles que 

(13) 1 = qofo+.. .+q~f~.  

Quitte  ~ effectuer un changelnent de variables lin~aire et ~ coefficients rationnels 
n'affectant pas l 'hypoth~se/C, on peut,  puisque le rang du sous groupe G est n + l ,  

supposer que G = z n |  ,... ,ak ,  O,... ,0), off a j E Q N R ,  a l , . . .  ,ak  ~tant Q- 

lin~airement ind~pendants avec 1 dans leur ensemble (si k ~ j = l  qjaj  E Q  avec des 

q jEQ,  alors les qy sont tous nuls). Plut6t  que d'~crire directement une identit~ de 

B~zout du type (13), nous ~crirons des identit~s auxiliaires du type 

(14) gJ-~qofo+... +qnfn 

Off ~ est un certain 616ment de QK,G. Puis on 6crira diverses telles identit6s avec 
plusieurs fonctions k ~  dans une certaine famille finie, les q~ r6alisant une identit6 

l = E ~ r  
~r 

lorsqu'ils sont coupl6s avec des ~)o convenables. On demande entre autres choses 
tous ces 616ments d'6tre des fonctions enti6res, sommes de s6ries normalement con- 
vergentes sur tout compact  de C n d'616ments du K-module  SK,G. La construction 

de telles fonctions auxiliaires passe par le lemme suivant. 
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L e m m e  4.1.  Soient a un vecteur dont les composantes non nulles sont Q- 
lindairement inddpendantes & 1 dans leur ensemble et O~ le groupe z n o z a .  Soient 
les dldments de QK,G~ 

Uk(Z) = sinh(zk) ,  
Zk 

et 
Uo(Z) = s inh((a ,  z)) 

Alors, non seulement la varidtd V(uo ,  ... , Un) est vide, mais il existe des fonctions 

enti&res Vo,... ,vn obtenues commes sdries d'dldments de SQ[a],G~ normalement 
convergentes sur tout compact et telles que 

1 = UoVo~-...-'[-~tnVn. 

Preuve. I1 est clair que V(uo ,  ... , un)=0 grgce g l 'hypoth~se faite s u r a .  

Pa r tons  de la formule de Cauchy : pour  z C C '~ fix~, ~tant donn~e une polysph~re 

$1 • ... • Sn contenant  z dans sa composante  int~rieure, on a 

1 -  (2i7r) = l•215 ( ~ 1 - z l )  ( ~ - z n ) "  

Posons oak (():=oak ((k) = (~Uk ((),  avec q C N.  En utilisant la t ransformat ion  

1 1 b 1 
- ~- 

a - b  a a a - b '  

dans la relat ion 

1 -  (2i7r) n lx . . .x& 
de 

h l ( ~ ,  z) ... hn(~ ,  z) ( oa l (~ ) -oa l (Z ) ) - . - ( oan (~ ) - -oan (Z) )  ' 

off 

hk(r z) = zk):= oa (r 
~ k  - -  Z k  

on obtient ,  avec les nota t ions  d~jg utilis~es (g savoir 1 : = ( 1  ,... , 1) (n lois), h * : =  
hi  ... hn, h* h J [k] :=I]j#k hi, : = I ] k = l  wJk k pour  tou t  n-uplet  de fonctions ou de hom- 

bres ( h i ,  ... , h,~), pour  tou t  ~l~ment J =  ( j l ,  ... , J~) E N n  et pour  tou t  k e  {1 ,... , n}), 

w l - I ( z )  [ h*(r z) de 
(15) 1 =  E (2iT') n J s  oa* (r (oa(r - o a ( z ) )  1 - I "  

IC{O,1} n 1 x-.. • S,~ 
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Toutes les variables dtant sdpar4es, on peut 6crire 

L h*(r dr = ~  hl(r162 
lx.. .xsn c~162162176162162 1 - I  1 ~ r162  

X .., X n 02"n(r162 

Les termes de la somme (15) sont donc des produits de termes de la forme 

1 L hk(r162 et 
2i~ ~ ~(r 

1 < 
~ ~o(r162 

off Sk est un disque contenant zk dans son intdrieur. Or, si Sk=S(0,  R)=S, avec R 
assez grand, pour tout  k~{1 , . . .  , n}, 

1 s162 __d~=Res(h((,zk) '~ Res (h(~ ,  zk)'~ 
~=o ~(r )+ ~ ~=~\ ~(r ) 

I~I_<R 
~#0 aev(~) 

z=ER1 ~ ( z k ) ( - 1 /  
= (polyn6me de degr4 q - l ) +  Z (zk--ilrr)(ilrr)q-l' 

~=-[R] 
/#0 

la sdrie correspondante au second terme convergeant pour q_>2. On choisira par la 
suite R = R a = r r � 8 9  k E N  ; on a alors, pour tout ~ dans S(0, R~), 

1 
I sinh(C)l ~ - -  , ,~ 

Donc, toujours pour tout  kE{1, . . .  , n}, 

I=Ra r ) I=Rx ~q--1 s i n h ( ~ ) ( ~ -  

< Ir IdCI Icq-ll I r  < / ~ I _  1 , 

d~s que IR),l>_lzk]+l. Ainsi donc, pour tout kE{1, . . .  ,n}, 

lim f d~ = O, 
A---+o~ JI( '=R),  ~q--1 s i n h ( ~ ) ( ~ - - z k )  ' 
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d'ofi la possibilit~ de passer  5o la l imite dans  (15). On  ficrira, avec S x = S ( 0 ,  Rx),  

1 ~ h*(e, Zk)d~+iR~, 
1 -  (2i~)~,  ~ ~.(() 

avec 

lim IR~ = O. 

Afin d ' in t rodui re  u0(z),  on note  par  ho,j, j = 1  ,... , n, les fonctions de Hefer  associ~es 
u0, et on fait la t r ans fo rma t ion  usuelle 

1 - - I  1 J/s h*(e,;k) 
(2i~) ~ ~ w*(()  

h l ( ( , z )  
0 

- - d e + I n ~  

0 ... 0 ho,l(e,z) 
h2(( , z )  . . .  o ho,2(e,z) 

: ". .  : : 

0 0 ... hn(e,z) ho,n(e,z) 
0 0 . . .  o uo(e) 1 f 

/ de + IRx 
(2i~)~ Js;  ~*(e)~o(e) 

h~(r 0 . . .  o ho,~(e,z) 
o h2(r . . .  o ho,~(e,z) 
: : ".. : : 

o o . . .  h~(( ,~)  ho ,~(6z)  
~l(Z)--~l(e ) ~2(Z)--~2(e) . . -  ~ n ( Z ) - - ~ n ( e )  U o ( Z )  _ 1 f s  de 

(2i~) ~ 2 w*(e)Uo(e) 

+ / n x ,  

qui donne en dSveloppant  le dSterminant  et en ut i l isant  le th~or~me de dualit5 

h ((,z) _~ v--, wk(z) hN(e,z)ho,k(e,z) 
1 -  (2izr) n ~ 2 de+IR~ 

et par  cons6quent 

[k ]  , uk(z)zqk+iR~. 1= ~ h*(('~)ae ~ o ( z ) + ~ ( 0 1  h* (e.z)ho.k((,  

' ~o(( )  [R~,] 7~_-1\ ~ ~o(e) tR:,] 
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En exprimant les rfisidus locaux ~ l'aide de polysph~res centr~es aux z~ros, on a, si 
0 est une fonction enti~re de 2n variables et si ~ est le point off l'on ealeule le r~sidu 
local 

I~;, O(~,Z) d~\ . 1 /~_~,=~ O(~,z) d~, 
u0(~) / (  (2izr) '~ u0(C)w*(r 

ce qui s'exprime comme r~sidu it6r~ par 

K,,-~I=E,, 

I~;,O(~,Z)d~) =r (... (cRe~ [ O(~,z) 1 1 

�9 Supposons d 'abord que ~ n 'ai t  aucune composante nulle. Alors 

Res ~ O(~z) "~ 0((~1,... ,~n_l,~n),Z) 
~,,=~o \ ~ , o ( O ~ n ( ~ ) ]  - ~ . . . . . . . .  " ~n U0(~I,... ,~n-l,~n) 

En it~rant, on obtient 

Q ~ = I ~ I  O(~,Z)d~}  - O(~,z) 
' ~o(r ~ ~*(~-~)~o(0 

Pour 0(r z ) = H k = l  hk(r z), on a 

z*q sinh(z)* 

~ -  (~-z)* 

et pour 

1 1 

~.(q-1) uo(O'  

O(~'z)=h~ ko(~'z) [I hk(~,z), 
k=l k~ko 

P4 = 
z*(q-l) sinh(z)~ko ] 

(~--Z)~ko]~*(q--1) 

x ~o(~1,.. .  , ~ko, Zko+l, . . .  , z , d - ~ o ( ~ l , . . .  , & o - l ,  Zko,... , Zn) _ _  
&o -Zko u0(~)" 

Dans les deux cas, par le thSor~me de Baker (voir [B, th~or~me 2.4D, pour tout 
E>0 

T 
I,~o(~)1 > i]~lln+~, 
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avec T > 0  (inddpendant de ~). On a donc la convergence normale des sommes 
completes de r6sidus d~s clue q > n + e .  

�9 Dans le cas oh ~ poss~de des composantes nulles, on regroupe les prises de 
r6sidus en 0 au d6but des calculs de r6sidus it6r6s, puis, apr~s avoir remarqu6 par  

les m6mes calculs que pr6c6dement que les sommes completes convergeaient absol- 
ument,  on retrouve le mSme r6sultat que dans le cas d6jh trait6. 

Les vk ainsi construits sont, de par t  l 'expression des p~, des s6ries d'616ments 

de Sq[~I,G~ normalement convergentes sur tout  compact  de C n. [] 

On en d6duit le r~sultat suivant. 

C o r o l l a i r e  4.1.  Pavtons  d 'un n-uplet  c~=(cq ,... , c~k, 0, . . .  , 0) comme  dans 

l 'dnoncd du l emme  4.1. Soient  ~ ( z ) = s i n h ( z ) / z ,  et a0, . . .  ,an des ~ldments de Q* 

distincts deux d deux. Soient  L 1 , . . . , L n  les applications lingaircs assocides aux 
lignes de la matrice Vandermonde par blocs /1 al al / 

i : "'. : 0 

1 ak -. .  ak k-1 
n - - k - - 1  . 

1 a k + l  . � 9  a k +  1 

0 : : " ' .  : 

1 an . . .  a~ - k - 1  

Si de plus Lo(z)  = (c~, z) + ((1, ao, ao2, . . . ,  ao k, 0 , . . . ,  0), z),  alors il existe des fonc t ions  

enti~res Vo , ... , Vn obtenues comme sdries d'dldments de ,~Q[~I,G~ normalemen t  con- 
vergentes sur tout compact de C n telles que 

1 = ~o(z)~[Lo(z)] + . . . + ~ n ( z ) ~ [ i n ( z ) ] ,  z e C Iv. 

Preuve.  On fait le changement de variables lin6aire h coefficients rationnels 
d6fini par la matrice de Vandermonde par blocs 6crite ci-dessus, de sorte que Li (~) = 

~i, et L 0 ( ( ) =  (/3, (),  avec ~ ~ composantes non nulles Z-ind6pendantes g 1 dans leur 
ensemble. On applique alors le lemme pr6c6dent. [] 

Consid6rons maintenant  n ( n + l )  616ments a0,1,... ,an,n de Q* deux s deux 
distincts et les n systbmes d'applications lin~aires (LI,j  ,... , L n , j ,  L 0 , j ) ,  j----l, . . .  , n, 
tous sur le modble des syst~mes envisag6s dans le corollaire 4.1, c 'est ~ dire, pour 
l < j < n ,  

I a k -1  0 ... ,0),z}, i-----1 ... k, Li,y(z)  = ((1, ai,j,  a2,j ,... , i,j . . . .  

L i , j ( z ) = ( ( O  , 0 , 1 , a i , j , a ?  ,~-k-1, z), i k + l  ,n,  ' "'" z,3 ' "'" ~ a i , j  ) ,  - ~  , "'" 

Lo,j (z) = ( (~1 + 1, a2 +ao,j , ... , (~k +ako,j, 0 , . . .  , 0), z).  
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On peut de plus choisir les ( a i , j ) i , j  hors d 'une hypersurface de Qn de telle sorte 

que t ous l e s  paquets de n applications lin6aires (Li,j)i, j soient lin6airement ind6- 

pendants. Suivant le corollaire, pour tout j E {0,.. .  , n} on peut  6crire 

1 = v o , j ~ [ L o , j ]  § ... §  ., 

oh les ~i,y, i = 0 , . . .  , n sont des s6ries d'616ments de SQ[~],G~ normalement conver- 
gentes sur tout compact  de C n. En multipliant les n identit6s de B6zout obtenues 

ainsi, on en obtient une nouvelle, toujours du m6me type 

7~ 

1 = [ I ( r247247  
j = l  

que l 'on r6ecrit sous la forme 

(16) 1 = E ~jllJj, 
J 

off les fonctions ~ j  sont de la forme 

qd j : -  ~9[Li1,1] X ... X ~,9[Lin ,r~,], 

off ik C {0, ... , n}, 1 _< k < n, et sont donc bien des s6ries d'616ments de la Q [a]-alg6bre 

8q[~],G~ normalement convergentes sur tout compact.  On remarque que par con- 
struction les applications lin6aires Li~,l ,... , Lin,~ sont lin6airement ind6pendantes. 

En utilisaut les deux indgalit6s 

~ < C e  IRaqI et [sinh(z)[_<e rR~zl, 

et le fait qu'il existe, lorsque Lz=(Li~,I  ,... , Li,~,n) est un isomorphisme, une con- 

stante strietement positive z telle que, pour ~ c C  n 

k = l  

on voit que pour 4 r  

[ [ ~ i ( r  ~ < e l I L / ( R e ~ ) I I  7z 1 

11411" 
En 6levant l 'expression (16) ~ la puissance M E N  (le ehoix de M sera p%cis6 ult6- 

rieurement), on trouve une ddcomposition de la forme 
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avec 

(18) 11,9~,(~)ll<eMm~x, I1~11M'I ~ ~ 0 ,  

oh les ~ sont dans le monoi'de multiplicatif QQ[~I,G, et les ~ se p%sentent comme 

des sommes de s6ries d'616ments de la Q[c~]-alg6bre 8Q[~],G, normalement  conver- 
gentes sur tout compact  de C n. La relation p%c6dente constitue la premi6re 6tape 

du m6canisme de division qui conduira au th6or6me 4.1. La seconde 6tape, que nous 
entamons maintenant,  va consister s d6composer une fonction du type ~ dans 
l'id6al (f0, .- .  , fn)  avec des quotients de la forme voulue. Une telle d6composition 
repose sur une formule de Bochner-Martinelli  dont on va d6tailler la preuve ci- 
dessous. 

Compte  tenu du %sultat  p%c6dent, pour obtenir une 6galit6 du type (5), il nous 
suitit de pouvoir exprimer les fonctions ~ ~t l 'aide de fo ,  ... , fn  et d ' interpolateurs 
de Lagrange exprimables ~ part ir  des ~ et des fk- 

Introduisons tout d 'abord  des notations qui seront utilis6es tout au long de la 
preuve : les fonctions de Hefer associ6es aux (fk)o<k<n sont les fonctions enti6res 
gk,j des 2n variables (~, z) d6finies par 

gk,j(~, z) = f k ( G  , ... , Q, zj+l , ... , z n ) -  fk(~l  , ... , Q - l ,  zj , ... , z~) 
~j -- Zj 

j = l  n .  

Pour tout sous-ensemble ordonn6 de {0, ... , n}, on notera 5[ f i , , . . .  , fin] le bdzoutien 
de (fil ,... , f~,,), c 'est & dire le d6terminant de la matrice des [gh,j]l~,j=l. En parti- 

culier, on notera toujours 5[ f ] :=5[ f1 , . . . ,  fn]. Pour une forme w = E u i , j  d~iAd~j ,  
nous noterons 

IIMI --  s u p  I z,JI, 

de sorte que 

Par  le symbole f , K  off K = ( k l , . . . ,  kn) est un multi-indice de N n, on d6signera 
le produit f~l ... kn f~ . On notera aussi [K[=k l  + . . . + k n  la longueur du multi-indice. 
Enfin (c~(1/f), h d4)[R] d6signera la valeur du %sidu semi-local par rapport  g f de 
la forme hd~ qui ne prend en compte que les z6ros de V ( f )  contenus dans la boule 
de rayon R cent%e en 0, c'est-g-dire 

I J /[R] : =  
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off On d6signe une fonetion test telle que On--1  au voisinage des points de V ( f ) A  
B(0, R) et O n - 0  s l'ext~rieur de la boule B(0, R). A l'aide des fonctions de Hefer, 
on peut d6finir les formes diff6rentielles 

n 

s((, z):: 
j=l  

n 

gk (~, z ) : =  ~_, 9k,j(~, z) d~j, 
j=l  

A(~, z ) : =  ~ = 1  fk(~)gk(r 
II1( )112 

B(~, z) .-- ( f(~) '  f ( z ) )  
IIf(OII 2 ' 

k = l ~ . . .  ,n~ 

qui interviennent dans les formules de representation de type Bochner-Martinelli. 
Ces formules, utilis~es constamment dans les travaux de C. A. Berenstein, R. Gay et 
A. Yger, permettent  d 'obtenir entre autres la representation suivante (voir [BGVY, 
Proposition 4.4]) : 

L e m m e  4.2. Avec les notations prdcddentes, on a, pour N >n, 

(- 1 z)d~ f*K(z)+ f (19) ~ ( z ) =  E O-f-R-4x'~~ ~a(C)~N(~'z) '  
KcN ~ /[R] JIIql =n IKI<_N-n 

olt le noyau ]~'N est ddfini par 

1 
K:N(r z) - (2i~), ~ Z 

xO-t->:l =n-- 1 

SA (OS) x~ A (OA) x' 

Afin d'all~ger les 6critures, nous supprimerons dor~navant l'indice a de koo. 
Pour ~liminer l'int~grale parasite figurant dans le terme s droite de (17), nous allons 
faire tendre R vers +oc apr~s avoir ajust6 convenablement les constantes N e t  M 
(M est implicite dans la d~finition de ko), comme nous t 'autorise le 

L e m m e  4.3. Pour tout choix de l'entier M > n  conditionnant la construction 
des fonctions ~,  il existe NM tel que pour tout N > N M ,  

f 
lim / 'I'(()/CN(~, z) = O. 

R- .~  dllql =R 
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Preuve. I1 suffit de montrer que pour M>n et N assez grand, 

lira fll kO(()B((, Z) N-x1 SA(OS)X~ 
R-.oo ~N=R iiz_~l12(~o+~) = 0 ,  

pour tout couple (>co, >q) d'entiers positifs ou nuls tels que > r 0 + x l = n - 1 .  Pour cela, 
remarquons que 

IllS'ill <_ It~-z.fl  
IIIosIII = 1 

IIIOAIII-<K~\ Ill(Oil ) '  

avec A ne d~pendant que de f .  Ainsi 

SA(OS)'~~ xl 1 f e H r ( n e O )  2xl 

] ~  -<KIIz-CII2~~247 \ Ilf(OII ' 

et puisque [B((, z)[=O(1/[]f(()]]), on arrive/~ 

SA(OS)~~ xl /" 1 e 2~1"r (Re ~) "~ B((,z) N-"~ 
~ ~ _ z _ _ _ ~  = Oz ~, [iz_f~2xo+ 1 iif(r / . 

A l'aide de (18), nous obtenons alors 

r N-'*SA(bSI*:~ - 0  f e2"'Ur(rt~r162162 ) ,  
i iz_r - z k ilz-%PI[ 2 ~ ~ 2 4 7  ll~'+N'{[C[I M 

off C est une constante li6e aux coefficients des formes lin6aires impliqu6es darts la 
construction des ~. Fixons M>_n. En utilisant alors les minorations obtenues dans 
les lemmes 2.1 et 2.2, et apr~s avoir choisi NM tel que pour N>_NM implique 

(20) e2~q Hr(Re()+MCII Re~I I - (x l+N)H r -  (Re~) ~ 1, ~ E C n, 

on arrive h 

SA (OS) ~o A (OA) ~ = O(Rn_(M+2~o+l))" 
(21) fll~ll=nB(~,z)N-'xkO(~) ] ~  

R~aliser la condition (20) revient/~ choisir un homoth6tique du poly~dre F-  de telle 
sorte que celui-ci contienne les poly~dres xIF+MCB, off B est la boule unit~ de R '~ 
(ce qui est possible puisque les poly~dres F et F-  contiennent tousles deux l'origine 
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comme point intdrieur). Le fait que M > n  implique grhce k (21) que l'intdgrale de 

l'enonc6 tend vers 0 quand R tend vers l'infini. [] 

Afin de faire apparaitre fo(z), on effectue la transformation suivante, analogue 
celle d~js prdsente dans le cas polynomial, sur le terme a.ssocid ~ K = 0 =  (0, ... , 0), 

gl,1 

6[ f ] (~ ,z )=  : 

gl,n 

1 

fo(~) 

�9 " �9 g n , n  

g 1 , 1  . �9 - g n , 1  

= 1  _ _  i "'. ! 

f0(r 91, . . . . .  9.,~ 
o �9 . . 0 

gl,1 

g l , n  

f l  (z) - f l  (~) 

go,1 

go,n 
fo(r 

�9 . �9 g n , 1  

. . .  f n ( z ) -  f~(()  

go,1 

g o , n  

fo(z) 

d'ofl 

fo(z) n fk(z)--fk(~)  6k[f]((, Z), 
6 [ f ] ( ~ ' z ) = f ~  6 [ f ] ( ~ ' z ) + E  fo(~) 

k=l 

off ~k[/] (~, z ) :=5 [ f l ,  . . . ,  • , . . . ,  fn], 1 <k  <n.  Le thdorbme de dualitd permet alors 
de simplifier l'expression et d'derire 

' ' 

o(1, pour unifier les choses, nous avons posd 60[f](4, z)=6[fl(~, z). Le rdsidu semi- 
local (cg(1/f),. }In] signifiant que l'on ne considbre que les rdsidus aux points de 
V ( f l  ,... , fn) situds dans la boule de rayon R. Nous montrons maintenant que toutes 
les sdries, c'est-k-dire les sommes completes de r6sidus, qui apparaissent dans (19) 
convergent par paquets quand R tend vers l'infini. 

P r o p o s i t i o n  4.2. Si la fonction �9 est conditionnde au choix d'un entier M 
assez grand, les sommes completes de la forme 

/ / -1  ) , ---- lim O - -  *5[f]( . , z)  d~ 
b/ . . . , , ~ , [ f ] ( -  R--.~ fK+~, ER]' 
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organisdes en paquets, convergent normalement sur tout compact de C n. 

Preuve. Nous ddtaillons la preuve dans le cas K = 0 ,  les autres s6ries se t ra i tant  
de la mgme faqon. Soit ~ majorer  la quantit6 

o6 rl~V(f). I1 r6sulte du lemme 2.2 qu'il existe ~,j EB et r > 0  tels que r]EB(~,,  r) et 

pour tout  ~OB(~,~, r), on ait IIf(r >~, oa lee constantes r e t r  sont ind6pendantes 
de r/. Etant  donn6 un point rlEV(f), on le regroupe avec tous les autres points de 
V(f)  situ6s dans la boule B(~n, r). En r6p6tant cet argument une lois les points de 

V(f)  rang6s dans l 'ordre des modules croissants, on volt (en prenant  ees points dans 
l 'ordre ~ part ir  de r]0 et en n 'y  touehant plus une fois qu'ils ont 6t6 ineorpor6s dans 
un paquet) que l 'on peut  organiser l 'ensemble V(f) en paquets. On notera chaque 
paquet P et ~p le centre de la boule contenant ee paquet. I1 est clair, eomme 
eons6quenee du th6or~me 2.1, que la s6rie 

1 
(ll~PIl+l)n+2 P 

converge. 

Exprimons alors le r6sidu semi-local correspondant /~ un paquet P grgce h la 
formule de Bochner Martinelli : 

( - -1 )n (n -1 )  [ Z E2=l(-1)k-lfk df[k]Ad~ 
- ~ J[I/~P-ClI=," ~(r ) II /(g)l? n 

On a les estimations 

< 1 1~(~)ll6[f](~,z)12k=lllf(~)ll2, ' 
p , - - - ,  ~p-~ll=~ 

1 ~ N,(K)lWS[f](r162 
-<~ (27r) n ~p-~ll=," II/(~)l12n k,I 

ou les fonctions J1 proviennent du d6veloppement de la forme diff6rentielle dfN 

df[k] : :  / ~  dfJ= E Jl(~)d~I 
j = l  IC{1 .... ,n}n 1 
j#k 
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Si on ne consid6re que les paquets interceptant la boule de rayon R, on a, pour 
z fix6 et (E{[ [ ( -~pI I - - r} ,  et puisque t o u s l e s  points ~p sont dans une m6me 
bande I] Re~pII-~T, 16[f]((, z)l=Oz(ell Re~pll)=O~(1), et IJi(()l=Oz(1) pour tout  
I c { 1 , . . .  ,n} n - l ,  tous les Oz 6tant uniformes par rapport  s z si z e s t  dans un 
compact fix6 de C n. De plus, pour (e{ll~-~pI]---r},  on a IIf(~)ll>T et aussi, en 

utilisant (18), 
K 

I',I, (r _< 
(1+11,1PII) M 

avec K=K(T) constante absolue. En combinant toutes ces in6galit6s, on trouve 

pour un tel P 

I<f,@6[f](.,z) d~>p =Oz((l+N~pH) M) .  

I1 suffit de choisir M>n+2 pour que la conclusion de la proposition 4.2 soit satis- 

faite. [] 

Afin de faire converger les derni6res s~ries, on utilise des techniques issues de 
Particle [BY5]. 

P r o p o s i t i o n  4.3. Si la fonction �9 cst conditionnde au choix d'un entier M 
assez grand, les sommes completes de la forme 

organisdes par paquets, convergent normalement sur tout compact de C ~. 

Preuve. Nous d6taillerons la preuve dans le cas k--0, mais celle-ci est identique 
dans tous les autres cas. 

�9 Etudions tout d 'abord le cas off les z6ros de la vari6t6 V(f)  sont simptes. On a 

E < - 1  ~o6k[f](. z)d( } 
,7~v(f) O~, 
II'~II<R 

~(,)  ,~k[f](,, z) 
z._, fo( , )  ,jev(y) 

11,711<R 

oh Jf d6signe le Jacobien de l 'application f = ( f l  ,... , fn).  Or il est ais6 de montrer, 
comme dans [BY5, Proposition 4.3], que le fait que Y(f,  J r ) - -0  implique 

 ev(f), 
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de m~me que le fait que V(fo, f ) = 0  implique (via le mSme argument bas~ sur des 
considerations arithm6tiques) 

If0( )l e -C~176  lcv(f). 

De sorte que, dans ce cas particulier 

I ecII ReoII �9 (~/) ~0[f](7/, z) < g r/e V(f). 
fo(~?) Jf(rl) - (l+llrJII) M - c '  

Comme la vari~t~ V(f) est contenue dans la bande B, d6finie dans le th6or~me 2.1, 
il suit 

~(rl) ~k[f](rl, z) ( 1 )  
fo(rl) Jf(rl) =O~ ( I + I I ~ I ) M _  c , rlEV(f), 

le Oz 6tant uniforme si z appartient / tun  compact de C n. 
En choisissant cette fois M>n+2+C, on parvient h faire converger la s6rie. 

�9 Passons maintenant au cas g6n6ral. Comme dans la propositions 4.3 de [BY51, 
on peut encore obtenir, modulo des consid6rations de nature arithm6tique et l'in6ga- 
lit6 des accroissements finis, que pour tout  point r/E V(f), 

(22) IIf0(()ll-> e-C~176176 si H(-r/ll <_ r(r~)=',/e -c~176176 

Consid6rons un tel point r/E V(f). D'apr~s le th6or~me 2.1, le nombre N o de z6ros de 
f dans la boule Bo:=  {1[ ~ -  7/11 < r (r/) } est en O (R"). On d6coupe cette boule en N o + 1 
couronnes concentriques. Par le principe des tiroirs, une de ces couronnes ne contient 
pas de z6ros. Soit alors r o le rayon de la sphere "m~diane" de cette couronne ; si ~ est 
un point de cette sphere, on a d(~, V(f))>r(rl)/2(N o + 1). L'in6galit~ de Lojasiewicz 
de la proposition 3.2, applicable ici du fait des hypotheses arithm6tiques faites sur 
les f j ,  nous donne donc, pour tout point ~ de la fronti~re de B(r/, to), 

1 Hf(()H > ^ e-C,  II Reull 
_ _  " T 1  (1+ I1 11)cl 

Ici encore, nous allons grouper un tel point ~EV(f) avec tous les  autres points de 
V(f) appartenant h la boule B(r/, to). Si Po d6signe ce pm:luet, on a l 'estimation 
suivante pour le r6sidu semi local 

( } /, - . 1 Ir162 Ek=  Ifkll /ikjAdr 
P, 
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Le fait que tousles  points z] ainsi consid~r~s soient dans une bande {11 Re zN _<T}, 
combin6 avec les minorations de [[fH et de [f0[ sur la fronti~re de B(~/,r,j), les 
majorations 

II f ( ( ) l  +III dfN III <_ Ae(n-1)Btl Re 

valables sur OB(~, co() et l 'estimation (18) pour qd, nous donne l 'estimation 

(23) { f~00  ) (1+  1 _<K- c3 , 50[f]( ' ,z)  d ( / p ,  
ItvlI)Oo+2,~C~-M" 

Si l'on choisit M > Co + 2nC1 + n + 1, l'assertion de la proposition 4.3 est valide. En el- 
let, on classe tousles zSros de Z=V( f )  dans l'ordre des modules croissants. On con- 
sid~re le premier point ~=~0, on introduit la boule B(~o, rvo) comme pr~c~demment 
et l'on groupe ce premier point r/0 avec tousles autres points de V(f) situgs dans ce 
paquet ; tous ces autres points ne seront plus considSr~s par la suite et le premier 
paquet est ainsi form~. On recommence avec le premier point 7/(dans la liste) non 
int~gr6 ~ ce premier paquet, et ainsi de suite. Les estimations (23) et le ehoix de 
M assurent la convergence normale sur tout compact de la s~rie de fonctions corre- 
spondant aux sommes de r~sidus prises aux points des paquets ainsi formSs. [] 

Preuve du thdor~me 4.1. Partant de l'identit~ de B~zout sur les fonctions aux- 
iliaires donn~e par le corollaire 4.1, 

1= ~-'~ ~ ( z ) ~ ( z ) ,  

les ~o correspondant s un choix de M convenable (voir les propositions 4.2 et 4.3), 
on repr~sente ensuite chaque fonction k0o grace au lemme 4.2, 

tKI_<N-n" 

avec N assez grand pour que la conclusion du lemme 4.3 soit valide. On effectue le 
changement dans le terme K = 0 ,  pour obtenir dans la boule de rayon R : 

~ ( - 1  ~ (() Sk [f] ((, z) / fk(z) �9 ~(z)= c9], fo(() JR] 
k = 0 "  

O<IKI_<N-n" " IIR] .SlI(II=R 
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En faisant tendre R vers l'infini, on trouve 

~ ( z ) = } - ~ ,  0 , ~ e k [ f l ( . , z ) d ~  fk(z)  

O<lKl<N-n" 

la s~rie ~tant normalement  convergente par paquets sur tout compact  de C ". On 

combine ces identit~s (obtenues pour les diverses ~P~) avec l'identit~ 

pour conclure ~ la preuve du th~or~me. [] 
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